B.  G.  Teubners  Sammlung  von  Lehrbüchern 
auf  dem  Gebiete  der  Mathematischen  Wissen- 
schaften mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen. 

Im  Teubnerschen  Verlage  erscheint  unter  obigem  Titel  in 
zwangloser  Folge  eine  längere  Reihe  von  zusammenfassenden 
Werken    über    die   wichtigsten  Abschnitte    der  Mathematischen 
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Resultaten  zu  geben,  wie  auch  durch  sorgfältige  Literaturangaben  die 
historische  Entwickelung  der  Methoden  darzulegen.  Darüber  hinaus  aber 
muß  auf  eine  eingehende,  mit  Beweisen  versehene  Darstellung,  wie  sie 
zum  selbständigen,  von  umfangreichen  Quellenstudien  imabhängigen  Ein- 
dringen in  die  Disziplin  erforderlich  ist,  verzichtet  werden.  Eine  solche 
ausführliche  Darlegung,  die  sich  mehr  in  dem  Charakter  eines  auf  geschicht- 
lichen und  literarischen  Studien  gegründeten  Lehrbuches  bewegt  und  neben 
den  rein  wissenschaftlichen  auch  pädagogische  Interessen  berücksichtigt,  er- 
scheint aber  bei  der  raschen  Entwickelung  und  dem  Umfang  des  zu  einem 
großen  Teil  nur  in  Monographien  niedergelegten  Stoffes  durchaus  wichtig, 
zumal,  im  Vergleiche  z.  B.  mit  Frankreich,  bei  uns  in  Deutschland  die 
mathematische  Literatur  an  Lehrbüchern  über  spezielle  Gebiete  der 
mathematischen  Forschung  nicht  allzu  reich  ist. 

Die  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  gibt  sich  der  Hoffnung 
hin,  daß  sich  recht  zahlreiche  Mathematiker,  Physiker  und  Astronomen, 
Geodäten  und  Techniker,  sowohl  des  In-  als  des  Auslandes,  in  der«n 
Forschungsgebieten  der  artige  J  Arbeiten*' erwünscht  sind,  zur  Mitarbeiter- 
schaft an  dem  Unternehmen  entschließen  möchten.  Besonders  nahe  liegt 
die  Beteiligung  den  Herren  Mitarbeitern  an  der  Enzyklopädie  der  Mathe- 
matischen Wissenschaften.  Die  umfangreichen  literarischen  und  speziell 
fachlichen  Studien,  die  für  die  Bearbeitung  von  Abschnitten  der 
Enzyklopädie  vorzunehmen  waren,  konnten  in  dem  notwendig  eng  be- 
grenzten Rahmen  nicht  vollständig  niedergelegt  werden.  Hier  aber,  bei 
den  Werken  der  gegenwärtigen  Sammlung,   ist   die  Möglichkeit  gegeben 
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den  Stoff  freier  zu  gestalten  und  die  individuelle  Auffassung  und  Richtung 
des  einzelnen  Bearbeiters  in  höherem  Maße  zur  Geltung  zu  bringen. 
Doch  ist,  wie  gesagt,  jede  Arbeit,  die  sich  dem  Plane  der  Sammlung 
einfügen  läßt',  im  gleichen  Maße  willkommen. 

Bisher  haben  die  folgenden  Gelehrten  ihre  geschätzte  Mitwirkung  zugesagt, 
während  erfreulicherweise  stetig  neue  Anerbieten  zur  Mitarbeit  an  der  Sammlung 
einlaufen,  worüber  in  meinen  „Mitteilungen''  fortlaufend  berichtet  wird  (die  be- 
reits erschienenen  Bände  sind  mit  zwei  **,  die  unter  der  Presse  befindlichen  mit 
einem  *  bezeichnet): 

**P.  Ba chmann,  niedere  Zahlentheorie  I.  (Band  X 1  der  Sammlung.)  ^ful-i. — 

**E.  Blasclike,Vorlesungen  über  mathem.  Statistik.  (Band  XXIII.)  cy^6.  7  .  40. 

M.    Böcher,    über    die    reellen    Lösungen    der    gewöhnlichen    lineai*en 

Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 
H.  Broecker,  Versicherungsmathematik. 
**H.    Bruns ,      Wahrscheinlichkeitsrechnung      und      Kollektivmaßlehre. 

(Band  XVII.)      Jl.   8.40. 
**G.  H.  Bryan,  Thermodynamics.    An  introductory  treatise  dealing  mainly 
with  first  principles  and  their  direct  applications.  [in  englischer  Sprache.] 
(Band  XXI.)  J^^  7.— 
G.  Castelnuovo  und  F.  Enriques,  Theorie  der  algebraischen  Flächen. 
**E.  Czuber,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  ihre  Anwendung  auf  Fehler- 
ausgleichung, Statistik  U.Lebensversicherung.  (Band IX.)  JL24:.  — 
M.  Dehn  und  P.  Heegaard,  Lehrbuch  der  Analysis  situs. 
**L.  E.  Dickson,  Linear  Groups  with  an  exposition  of  the  Galois  Field 

theory.       [in   englischer  Sprache]       (Band    VI.)       Jl.    12. 

F.  Dingeldey,  Kegelschnitte  imd  Kegelschnittsysteme. 

Sammlung   von  Aufgaben  zur  Anwendung   der  Differential- 

und  Integralrechnung. 
G-.  Eneström  (in  Verbindung  mit  anderen  Gelehrten),  Handbuch  der 

Geschichte  der  Mathematik. 
F.  Engel  u.  G.  Kowalewski,   Einführung   in  die  Theorie  der  Trans- 

F.  Enriques,  Prinzipien  der  Geometrie.  [formationsginippen. 
**0.  Fischer,   theoretische  Grundlagen  für  eine  Mechanik  der  lebenden 

Körper.      (Band  XXIL)     A  U.— 
R.  Fueter,  komplexe  Multiplikation. 

Ph.  Furtwängler,  die  Mechanik  der  einfachsten  physikalischen  Apparate. 
**A.  Gleichen,  Lehrbuch  der  geometrischen  Optik.  (Band  VIII.)  «^20. — 
M.  Grübler,  Lehrbuch  der  hydraulischen  Motoren. 
J.  Harkness,  elliptische  Funktionen. 
L.  Henneberg,  Lehrbuch  der  graphischen  Statik. 
K.  Heun,  die  kinetischen  Probleme  der  modernen  Maschinenlehre. 

G.  Jung,  Geometrie  der  Massen. 
^'    G.  Kohn,  rationale  Kurven. 

**A.  Krazer,   Lehi-buch  der  Thetafunktionen.     (Band  XII.)     A  24:.— 

H.  Lamb,  Akustik. 
**H.  Lamb,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik.     (Band  XXVI.)     JC20.— 
*R.  V.  Lilienthal,  Differentialgeometrie. 
H.  A.  Lorentz,  on  the  theory  of  Electrons  and  its  application  to  the 
phenomena  of  Light  and  Radiant  Heat.     [in  englischer  Sprache.] 


**G.  Loria,  spezielle,  algebraische  und  transzendente  Kurven  der  Ebene. 
Theorie  und  Geschichte.     (Band  V.)     JL  28. — 

** Vorlesungen  über  darstell.  Geometrie I.  (Band XXV,  1.)  ./^  6 .  80. 

**A.E.H.Love,  Lehrb.  d.  Elastizität.  Deutsch  vonA.Timpe.  (BandXXIT.) 

Lehrbuch  der  Hydrodynamik.  \Ji.  16. — 

A.  Loewy,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  linearen  Substitutionsgruppen. 
R.  Mehmke,  Vorlesungen  über  Vektoren-  und  Punktrechnung. 

über  graphisches  Rechnen  und  über  Rechenmaschinen. 

W.  Meyerhoffer,  die  mathematischen  Grundlagen  der  Chemie. 

**E.  Netto,  Lehrbuch  der  Kombinatorik.     (Band  VII.)     Jt.   ^ .— 
**W.  F.  Osgood,  Lehrbuch  der  Funktionentheorie  I.  (Band  XX.)  ./^  15 .  60. 

E.  Ovazza,  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik. 
**E. Pascal,  Determinanten.  Theorie  u.  Anwendungen.  (Band  III.)  JL\^ .  — 

S.  Pincherle,  Funktional  -  Gleichungen  und  -Operationen. 
**F.  Pockels,    Lehrbuch   der  Kristalloptik.      (Band  XIX.)      .^16.— 

A.  Pringsheim,  Vorlesungen  über  Zahlen-  und  Funktionenlehre. 

O.   Segre,   Vorlesungen   über   algebraische   Geometrie,   mit  besonderer 
Berücksichtigung  der  mehrdimensionalen  Räume. 
**D.  Seliwanoff,  Differenzenrechnung.     (Band  XIII.)     JL  ^. — 

P.  Stäckel,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Dynamik. 

— — — -  Differentialgeometrie  höherer  Mannigfaltigkeiten. 
**0.  Staude,  analytische  Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie  und 
der  Ebene.     (Band  XVI.)     JL  \4..— 

Flächen  und  Flächensysteme  zweiter  Ordnung. 

** O. Stolz  u.  J.  A.  Gmeiner,  theoretische  Arithmetik.  (Band  IV.)  JLlO,  60. 

**- Einleitung  in  die  Funktionentheorie.    (Band  XIV.) 

B,.  Sturm,  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaften.  \^JL  15.  — 

die  kubische  Raumkurve. 

*H.  E.  Timerding,  Geometrie  der  Kräfte. 
K.  Th.  Valilen,  Geschichte  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra. 

Geschichte  des  Sturmschen  Satzes. 

A.  Voss,  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik. 

Abbildung  und  Abwicklung  der  krummen  Flächen. 

**J.G.Wallentin,  Einleitung  in  die  Elektrizitätslehre.  (Bd. XV.)  Al2.  — 
**E.  V.  Weber,  Vorlesungen  über  das  Pfaffsche  Problem  und  die  Theorie 

der  partiellen  Differentialgleichungen  1.  Ordnung.  (Bd.  11.)  ./^  24 .  — 
**  A.  G.  "Webster,  the  Dynamics  of  Particles,  of  rigid,  elastic,  and  fluid  Bodies. 

[In  eugl.  Sprache]     (Band  XI.)     t/^14. [Deutsche  Ausgabe  in  Vorbereitung.] 

Partial    Differential    Equations    of    Mathematical    Physics. 

[In  englischer  Sprache.] 

**E.  J.  Wilczynski,    Projektive    Differential   Geometry   of   Curves   and 

Ruled    SurfaceS.       [in  englischer  Sprache.]       (Band    XVlII.)       JL    10. 

A.  Wiman,  endliche  Gruppen  linearer  Transformationen. 
W.  Wirtinger,  algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale. 

partielle  Differentialgleichungen. 

H.  G.  Zeuthen,  die  abzählenden  Methoden  der  Geometrie. 
g^jT*  Nähere  Angaben  über  obige  Werke  befinden  sich  in  meinem  mathematischen 
Katalog,  den  ich  zu  verlangen  bitte.  a^     m       t> 

Leipzig,  Poststr.  3.  B.  G.  TeuDner. 
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Vorrede. 

Die  Grundlage  meiner  geometrischen  Vorlesungen  an  der  Universität 
Breslau  bildet  eine  über  zwei  Semester  sich  erstreckende  Vorlesung:  Theorie 
der  geometrischen  Verwandtschaften.  Nun,  wo  meine  akademische  Tätig- 
keit wohl  sich  ihrem  Ende  zuneigt,  habe  ich  diese  Vorlesung,  vervollständigt 
durch  manche  Abschnitte,  vrelche  in  ihr  nicht  haben  Platz  finden  können,  zu 
einem  Lehrbuche  über  diesen  Zweig  der  Geometrie,  dem  bisweilen  etwas 
Vernachlässigung  zu  teil  geworden  ist  —  in  Pascals  Repertorium ,  Bd.  II 
z.  B.  hat  er  kaum  Berücksichtigung  gefunden  — ,  ausgearbeitet.  Es  handelt 
sich  also  um  die  Darstellung  und  Zusammenstellung  der  reichen  Wissens- 
schätze auf  diesem  Gebiete,  welche  das  vergangene  Jahrhundert  gewonnen 
hat  und  das  neue  gewissermaßen  berufen  ist,  zu  kodifizieren  und  sicher  zu 
stellen. 

Um  über  den  Inhalt  des  ganzen,  nach  neuerlicher  Übereinkunft  mit  der 
Verlagsbuchhandlung,  auf  vier  Bände  berechneten  Werkes  zu  orientieren, 
werden  in  diesem  ersten  Bande  auch  schon  die  Inhaltsverzeichnisse  der  andern 
Bände  mitgeteilt. 

Der  Umfang  des  Werkes  zeigt,  daß  möglichste  Vollständigkeit  erstrebt 
werden  sollte;  wenn  sie  wohl  doch  nicht  ganz  erreicht  ist,  so  liegt  es  daran, 
daß  der  Umfang  doch  nicht  zu  groß  werden  durfte  und  daß  ich,  in  anbe- 
tracht  meines  Alters,  zu  einem  Abschlüsse  gelangen  mußte. 

Ich  habe  mich  bemüht,  den  Be-weisen  die  einfachste  Gestalt  zu  geben, 
sie  kurz  zu  machen,  aber  doch,  im  allgemeinen^  vollständig  mitzuteilen.  Ich 
bin  da  zunächst  dem  Beispiele  meines  Vorgängers  Schröter  gefolgt,  dessen 
Tradition  ich  ja  in  Breslau  übernommen  habe,  aber  auch  dem  der  großen 
Geometer  Poncelet,  Steiner  (wenigstens  in  seinen  älteren  Schriften), 
Möbius,  Chasles. 

Die  zahlreichen  zu  knapp  gehaltenenen  Schriften,  welche  die  letzte  Zeit 
gebracht  hat,  muten  —  es  muß  das  doch  wohl  einmal  ausgesprochen  werden  — 
dem  Leser  zu  viel  Zwischenarbeit  zu;  das  nicht  Mitgeteilte  zu  ergänzen,  kostet 
viel  Zeit  und  gelingt  wohl  auch  nicht  immer.  Ich  glaube,  der  dauernde  Wert 
solcher  zu  knapp  gehaltenen  Schriften  ist  etwas  fraglich;  und  sie  verleiten 
vielleicht  zu  oberflächlichem  Lesen.  Werden  wohl  unsere  heutigen  Bücher 
noch  gmndlich,  Satz  für  Satz,  Schluß  für  Schluß,  studiert?  Zu  dieser  Frage 
veranlaßt  die  Beobachtung,  daß  Fehler,  selbst  in  angesehenen  Schriften, 
lange  Zeit  unbemerkt  bleiben  und  womöglich  aus  einer  Schrift  in  die  andere 
sich  fortpflanzen.  Ich  schreibe  dies  unter  dem  Eindrucke  eines  Fehlers,  den 
ich  neuerdings  in  einer  vor  40  Jahren  erschienenen  bekannten  Schrift  ge- 
funden  habe.      Da   und   dort  habe   ich   im   vorliecrenden   Werke   auf  solche 
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Fehler  aufmerksam  gemacht,  was  nicht  angenehm,  aber  schließlich  eben  not- 
wendig ist. 

In  diesem  Buche  handelt  es  sich  nicht  um  eine  Geometrie  der  Lage  im 
Staudt sehen  Sinne  oder  um  projektive  Geometrie,  sondern  nur  um  eine 
synthetisch  gehaltene  Darstellung  dessen,  was  wir  über  geometrische  Ver- 
wandtschaften wissen.  Aber  dieser  synthetische  Charakter  der  Darstellung 
soll  die  Anwendung  der  Algebra  nicht  ausschließen;  daß  die  Algebra  der  Geo- 
metrie helfen  soll,  ist  ja  die  Errungenschaft  der  neueren  Zeit  seit  Descartes. 
Die  Projektivität  definiere  ich  algebraisch:  durch  die  bilineare  Paramete]'- 
relation,  und  die  algebraische  Behandlung  führt  zu  den  imaginären  Ele- 
menten. Wenn  ich  doch  dann  und  wann  Freiheit  von  Maßbeziehungeu 
erstrebe,  so  geschieht  es  wegen  des  Reizes  und  der  Anschaulichkeit,  den 
solche  Betrachtungen  gewähren,  und  ich  erlaube  mir,  auf  §  7,  15,  16  dieses 
Bandes  aufmerksam  zu  machen,  insbesondere  auf  die  im  Räume,  vermittelst 
der  Regelschar,  geführten  Beweise  von  Sätzen  der  Ebene  (oder  im  Bündel). 
Aber  es  geschieht  nicht  prinzipiell;  ich  habe  sogar  ein  Kapitel:  Elemente 
der  Invariantentheorie  für  angezeigt  gehalten.  Und  bei  mehrdeutigen  Ver- 
wandtschaften läßt  sich,  im  allgemeinen,  ohne  eine  algebraische  Relation 
und  ohne  das  auf  ihr  beruhende  so  wertvolle  Korrespondenzprinzip  nicht 
auskommen.  Was  dies  Prinzip  anlangt,  so  ist  wiederholt,  besonders  bei 
wichtigen  Ergebnissen,  die  früher  oft  nur  mangelhaft  begründete  Vielfach- 
heit eines  sich  selbst  entsprechenden  Elements,  eines  Koinzidenzelementes, 
wie  ich  es  nenne,  sorgfältig,  nach  Zeuthens  Regel,  bestimmt. 

Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  soll  das  Buch  nicht 
enthalten;  ich  habe  mich  auf  das  Fundament  gestellt,  auf  dem,  vor  unserer 
kritischen  Zeit,  Möbius,  Steiner  und  Staudt,  Poncelet,  Chasles  und 
Cremona  gearbeitet  haben. 

Im  Anfange  konnte  das  Buch  ziemlich  selbständig  gehalten  werden; 
weiterhin  ließ  sich  diese  Unabhängigkeit  nicht  mehr  ganz  festhalten.  Wenn 
auch  die  Kurven  und  Flächen  2.  Grades  ziemlich  eingehende  Besprechung 
finden,  so  handelt  es  sich  dabei  um  solche  Eigenschaften,  die  eben  mit  den 
geometrischen  Verwandtschaften  zusammenhängen.  Einigermaßen  bekannt  mit 
diesen  Kurven  und  Flächen  setze  ich  den  Leser  doch  voraus;  und  auch  die 
allgemeinsten  Sätze  insbesondere  der  Kurven  höherer  Ordnung:  Anzahl  der 
bestimmenden  Punkte  und  damit  zusammenhängende  Dinge,  werden  voraus- 
gesetzt. Einige  kleine  Unebenheiten  sind  dadurch  entstanden,  daß  bisweilen 
eine  Eigenschaft  zunächst  als  bekannt  vorausgesetzt,  später  aber  doch  noch 
abgeleitet  wird. 

Im  vierten  Bande,  bei  den  Flächenabbildungen  und  den  Cremonaschen 
Transformationen  im  Räume,  wird  einige  Bekanntschaft  mit  höheren  Flächen 
angenommen,  worüber  dann  gesprochen  werden  soll. 

Aus  der  Algebra  ist  nur  ein  beschränktes  Maß  von  Kenntnissen  not- 
wendig: die  Sätze  über  lineare  Gleichungen,  Determinanten,  der  Fundamental- 
satz, die  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln  und  Koeffizienten  einer  Glei- 
chung, die  Diskriminante  und  ihr  Grad  in  den  Koeffizienten,  Bedingungen 
für  eine  7w-fache  Wurzel,  einige  einfache  Eliminationen. 

Als  Gegenstände,  die  in  einem  Lehrbuche  wohl  als  neu  zu  bezeichnen 
sind,   mögen    erwähnt   werden:    die  Ausartungen,    die   Abzählungsmethoden 
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(nach  Hirst),  die  Rejeschen  linearen  Systeme  von  projektiven  oder  kolli- 
nearen Gebilden  (in  etwas  anderer  Anordnung),  die  so  wesentlich  verschie- 
denen Korrespondenzen  auf  Trägern  vom  Geschlechte  1  (nach  Em.  Weyr), 
die  Fokaleigenschaften  der  KoUineation  (nach  Smith  und  Reje),  aber  auch 
die  Cremo naschen  Transformationen,  insbesondere  im  Räume,  und  die  zwei- 
und  dreidimensionalen  mehrdeutigen  Verwandtschaften. 

Einige  ältere  eigene  Arbeiten  durfte  ich,  zum  Teil  umgearbeitet,  dem 
Werke  einfügen. 

Die  vierte  Auflage  der  zweiten  Abteilung  der  Geometrie  der  Lage 
meines  Freundes  Reye  erschien,  als  mein  Manuskript  schon  fertig  vorlag: 
mein  Buch  enthält  ältere  technische  Ausdrücke,  teilweise  von  ihm  selbst 
herstammend,  die  Reye  in  der  neuen  Auflage  verändert  hat;  ihm  darin, 
wenigstens  bei  einigen,  zu  folgen,  hätte  eine  nochmalige  vollständige  Durch- 
sicht des  Manuskripts  erfordei-t. 

Breslau,  Februar  1908. 

R.  Sturm. 
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Erster  Teil. 

Eindeutige  Verwandtscliaften  zwischen  einstufigen^)  Gebilden. 

§  1.    Die  (gerade)  Punktreilie. 

Wir  beschränken  unsere  Betrachtung  zunächst  auf  eine  feste  1 
Gerade  und  ihre  Punkte,  deren  Inbegriff  eine  Punktreihe  genannt 
wird,  für  welche  die  Gerade  der  Träger  ist.  Den  einen  der  beiden 
Sinne j  in  denen  die  Punktreihe  durchlaufen  werden  kann,  nehmen 
wir  als  positiven  an.  Eine  auf  u  befindliche  Strecke  AB  denken 
wir  stets  vom  Anfangspunkt  A  nach  dem  Endpunkte  B  durchlaufen; 
dadurch  erhält  sie   einen  Sinn  und  ein  Vorzeichen.     Es  ist  demnach 

BA  =  -AB 
oder: 

AB  +  BA  =  0. 

Für   drei   Punkte  A,  B,  C  von    ii    gilt,   wie   auch   ihre  gegenseitige 
Lage  sei: 

AB^BC+CA  =  0, 
also: 

AB  +  BC=-CA  =  Aa 

Diese  Formel  ist  nicht  in  allen  Fällen  richtig,  wenn  die  Strecken, 
wie  in  der  elementaren  Geometrie,  ohne  Vorzeichen  oder  „absolut" 
genommen  werden.  Es  ist  aber  von  großem  Werte,  immer,  ohne 
jedesmal  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  berücksichtigen  zu  müssen, 
AB  +  BC  durch  AC  oder  umgekehrt  ersetzen  zu  können.  Dies  wird 
durch  das  Prinzip  der  Vorzeichen  ermöglicht.  Möbius  war  es, 
der  zuerst  konsequent  die  geometrischen  Größen  mit  Vorzeichen  be- 
haftet annahm  (1827  in  seinem  Barycentrischen  Calcül^).  Von 
neuem  betonte  Chasles  das  Prinzip  der  Vorzeichen  in  seinem  Traite 
de    Geometrie    supe'rieure    (1852).      Sporadisch    sind    schon    vor 

1)  Die  Terminologie,  nach  welcher  die  Punktreihe,  der  Strahlen-  und  der 
Ebenenbüschel  Gebilde  1.  Stufe,  das  Feld  und  der  Bündel  solche  2.  Stufe  sind 
und  der  Punkt-  und  der  Ebenenraum  3.  Stufe,  rührt  von  Staudt  her:  Geometrie 
der  Lage  (1847)  Nr.  78.  —  In  Graßmanns  Ausdehnungslehre  (von  1844  oder 
1862)  ist  die  Stufe  um  1  höher,  und  die  homogenen  Koordinaten  machen  manche 
Analytiker  geneigt,  Graßmann  zu  folgen. 

2)  Nunmehr  Bd.  I  der  Gesammelten  Werke. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    I.  1 


2  I.    §  1.  Die  (gerade)  Punktreihe. 

Möbius  Strecken  mit  Vorzeiclien  behaftet  worden,  vor  allem  die 
Koordinaten  der  analytischen  Geometrie;  aber  z.  B.  Steiner  arbeitet 
in  seiner  1832  erschienenen  Systematischen  Entwicklung  der 
Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander^)  noch 
nicht  mit  Vorzeichen. 

Wir  folgern  weiter: 

ÄB  =  ÄC-BC 
oder: 

ÄB===CB-CA. 

Bei  n  Punkten  Ä^,  Ä^,  .  .  .  Ä^  haben  wir  ebenso: 

Ä,Ä,  +  Ä,Ä,  +  A,Ä^  +  •  •  •  +  Ä^Ä,  =  0. 

Für  vier  Punkte  Ä,  B,  G,  I)  besteht  die  Beziehung: 

BC  '  ÄD  +  CA  '  BD  +  AB  '  CD  =  0, 

deren  Richtigkeit  sich  sofort  ergibt,  wenn  BCy  CA,  AB  durch  die 
Differenzen  BD  -  OD,  CD  -  AD,  AD  —  BD  ersetzt  werden. 

Sie  war  schon  Euler  (1747)  bekannt,  mußte  aber  damals  für 
verschiedene  gegenseitige  Lagen  der  vier  Punkte  in  verschiedener 
Weise  in  absoluten  Strecken  geschrieben  und  bewiesen  werden. 

Man  studiere  die  Veränderung  der  Formel,  wenn  man  bloß  J.,  B,  C 
„zyklisch"  vertauscht,  d.  h.  A  mit  B,  B  mit  (7,  C  mit  A,  oder  wenn 
der  Zyklus  über  alle  vier  Punkte  ausgedehnt  wird  und  diese  in  B, 
C,  Dy  A  übergehen. 

Es  ist  immer  wichtig,  den  Bau  der  Formeln  zu  beachten. 

In  derselben  einfachen  Weise  wird  die  auch  aus  dem  18.  Jahrhundert 
stammende,  von  Simson  gefundene,  aber  gewöhnlich  nach  Stewart 
benannte  Formel  bewiesen,  die  jetzt  einheitlich  geschrieben  werden 
kann: 

AD^ .  BC  +  BD'^  ■  CA  +  CD^  -  AB  +  BC   CA    AB  ==  0^). 

2  Es  handelt  sich  nun  um  die  Festlegung  eines  Punktes  X  auf  u. 

Er  wird  am  einfachsten  durch  seine  Abszisse  x  =  OX  bestimmt, 
die  mit  einem  Vorzeichen  behaftete  Entfernung  von  einem  festen 
Anfangspunkte  0,  imd  wegen  des  Vorzeichens  ist  die  Bestimmung 
eindeutig,  was  von  wesentlicher  Bedeutung  ist,  hingegen  zweideutig, 
wenn  die  Strecke  absolut  genommen  wird. 
Es  ist 

AB=  OB-  OA=-h-a', 

1)  Gesammelte  "Werke,  1881—82,  Bd.  I,  S.  229;  Klassiker  der  exakten 
Wissenschaften  Nr.  82,  83. 

2)  Spezialfälle  finden  wir  schon  in  der  CoUectio  von  Pappus  (vermutlich 
3.  Jahrhundert  n.  Chr.). 
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also  ist  jede  Strecke  gleich  der  Abszisse  des  Endpunktes, 
vermindert  um  die  des  Anfangspunktes,  Jede  solche  Abszissen- 
differenz ist  unabhängig  von   0. 

Wenn  M  die  Mitte  von  AB  ist,  so  daß  AM  =  3IB  =  -  BM, 
so  ist: 

OM-  OA=OB-  GM, 
also: 

OM='^{OA-^  OM)', 

mithin  ist  die  Abszisse  der  Mitte  das  arithmetische  Mittel  der  Abszissen 
des  Anfangs-  und  des  Endpunktes. 

Eine  andere  eindeutige  Bestimmung  eines  Punktes  X  von  u  ist  3 
die    durch    den    Parameter.      Es    ist    dann    eine    Grundstrecke    FG 

gegeben;  wir  nennen  zunächst  yr^  das  Teilverhältnis  von  X  in 
bezug  auf  dieselbe^). 

Den  Rest  der  Geraden  u,  nach  Abzug  der  Strecke  FG,  der  aus 
zwei  unendlich  langen  Teilen  besteht,  die  Ergänzung  von  FG^  be- 
zeichnet man  nach  Stand  ts  Vorschlagt)  mit  FG.  Je  nachdem  X 
in  FG  oder  in  i^-  G^  liegt  und  zwar  gleichgültig,  in  welchem  der 
beiden  Teile,  ist  das  Teilverhältnis  <  0  oder  >  0.  In  i^  ist  es  0, 
in  G  ist  es  oo ,   und  zwar  +  oo ,   denn  je  nachdem  sich  X  dem   G 

von  FG  oder  von  F-  G  her  nähert,  nähert  sich  y^  dem  Werte  oo 

mit  sehr  großen  negativen  bzw.  positiven  Werten.  An  beiden  Stellen, 
F  und  Gy  wechselt  also  das  Teilverhältnis  sein  Vorzeichen,  durch  0, 
bzw.  oo  gehend. 

Es  ist: 

FX  _  FG-\-GX  _  .    ,    FG 
GX~        GX        ~      ~^  GX' 

Entfernt   sich  X  in  dem  Teile  von  F-  (r,  der  auf  der  Seite  von  G 

VC 

liegt,  immer  weiter,  so  nimmt  y^^  y  welches  >  0  ist,  immer  mehr  ab 

und  das  Teilverhältnis  strebt  auf  -f  1  zu  von  oben  her,  ohne  jedoch 
diesen  Wert  in  einem   endlichen  Punkte  zu  erreichen;  geschieht   die 

Entfernung  im  andern  Teile  von  F-  G,  wo  jr^  <  0  ist,  so  strebt  es, 

WC 
weil  Y^  ebenfalls  absolut  immer  kleiner  wird,  auch  auf  -f  1  ZQ?  ^^^ 

unten  her,  wiederum  ohne  diesen  Wert  zu  erreichen.  Dem  Teilver- 
hältnisse  +  1    entspricht    also   kein   endlicher  Punkt;   man   kann  ihm 


FX 

1)  Früher  meistens  in    der  Form  ^^r^  geschrieben,  in  der  es  das  andere 

X  Cr 

Vorzeichen  hat. 

2)  von  Staudt,  Geometrie  der  Lage  und  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage, 
1847  und  1856—60. 

1* 
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aber  von  oben  her  oder  von  unten  her  unbegrenzt  nahe  kommen. 
Dem  Teil  Verhältnisse  —  1  entspricht  die  Mitte  von  FG. 

Wir  definieren  nun  als  Parameter^)  X  von  X  das  Produkt  des 
Teil  Verhältnisses  in  eine  konstante  Größe  m;  also 

,  FX 

Zu  Fj  G  gehören  die  Parameter  0,  oo^  zur  Mitte  —  m;  zu  m  gehört 
kein  endlicher  Punkt,  aber  wir  können  diesem  Werte  unbegrenzt  nahe 
kommen.     In  FG,  F  •  G  hat  der  Parameter  das  Vorzeichen  von  —  m,  m. 

Aus: 

{-i    ,    FG\ 

folgt: 

m 

daraus  ergibt  sich,  daß  l  zunächst  GX.  und  infolgedessen  X  ein- 
deutig bestimmt. 

Beachten  wir,  daß,  während  die  Abszisse  ihr  Vorzeichen 
ändert,  wenn  der  positive  Sinn  geändert  wird,  der  Para- 
meter davon  nicht  beeinflußt  wird;  ferner  ist  er  auch  von 
der  gewählten  Maßeinheit  unabhängig.  Dies  sind  Vorzüge  des 
Parameters  vor  der  Abszisse. 

Sind  f,  Qy  X  die  Abszissen  von  Fy  G,  X,  so  hat  man 

X  =  m ~ ,  und 

m  —  l   ^ 
als  Beziehungsformeln  zwischen  Parameter  und  Abszisse. 

4  Aus   dem  Begriffe    des  Teilverhältnisses   ist   ein   anderer   Begriff 

erwachsen,  welcher  in  der  modernen  Geometrie  eine  große  Bedeutung 
erhalten  hat,  weil  er  sich  bei  den  sogenannten  linearen  Verwandt- 
schaften (Transformationen)  als  unveränderlich,  invariant  erwiesen  hat: 
das  Doppelverhältnis;  Möbius  war  es  ebenfalls,  der  a.  a.  0.  zuerst 
die  Aufmerksamkeit  auf  seine  Bedeutung  lenkte;  er  gebrauchte  zunächst 
den  etwas  umständlichen  Namen:  Doppelschnitt -Verhältnis;  rapport 
anharmonique  heißt  es  bei  den  Franzosen. 

Vier  Punkte  A,  JB,  0,  D  von  u  seien  in  bestimmter  Weise  zu 
einem  Wurfe  angeordnet,  um  Staudts  Benennung  zu  gebrauchen;  wir 
machen  zwei  von   ihnen,   etwa  A  und  B,  zu  Grundpunkten,  A  zum 


1)  Zur  Unterscheidung  verschiedener  Gebilde  hat  wohl  Leibnitz  dies  Wort 
zum  ersten  Male  angewandt. 
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ersten,  B  zum  zweiten  und  die  andern  zu  teilenden  Punkten  und  zwar 

C  zum   ersten,  D  zum  zweiten,   so   haben  wir  den  Wurf  ÄBCD,  in 

welchem  dann  Ä  und  B,  sowie  C  und  D  zugeordnet  (oder  konjugiert) 

AC  AD 

heißen;    die    beiden    Teil  Verhältnisse    sind  und    ^^,    und    deren 

Quotient  (oder  der  der  zugehörigen  Parameter)  ist  das  Doppelverhältnis 

AC    ^')_^    ^ 
Bö' BD    ~BC'aB' 

wofür  abkürzend  {AB CD)  geschrieben  wird.  Haben  also  z.  B.  X  und 
Y  die  Parameter  |,   i]  in  bezug   auf  F,  Gy   so   ist   (FGXY)  =  ^:  rj. 

Die  beiden  Paare  zugeordneter  Punkte  A^  B  imd  C,  D  können 
zwei  wesentlich  verschiedene  Lagen  haben,  die  man  als  hyper- 
bolische und  elliptische  Lage  unterscheidet.  In  jener  ist  das 
Doppelverhältnis  (ABCB)  positiv;  0,  D  liegen  zu  A,  B  gleich- 
artig, beide  in  AB  oder  beide  in  A-  B,  sodaß  die  dividierten  Teil- 
verhältnisse das  nämliche  Vorzeichen  haben;  liegen  C,  D  beide  in  AB, 
so  wird  die  Strecke  CD  von  AB  eingeschlossen;  liegen  sie  in  ver- 
schiedenen Teilen  von  AB,  so  wird  AB  von  CD  eingeschlossen: 
liegen  sie  aber  in  demselben  Teile  von  AB,  so  schließen  sich  AB 
und  CD  gegenseitig  aus.  Unter  Benutzung  der  Ergänzungen  haben 
wir,  wenn  wir  wollen,  in  allen  drei  Fällen  Ausschließung,  nämlich 
im  ersten  Falle  schließen  AB  und  CD,  im  zweiten  AB  und  CD 
sich  aus.  A,  B  liegen  auch  gleichartig  zu  C,  D,  im  ersten  wie  dritten 
Falle  beide  in  C-D,  im  zweiten  beide  in  CD. 

Bei  der  elliptischen  Lage  ist  {ABCD)  negativ:  einer  von 
den  Punkten  C,  D  liegt  in  AB,  der  andere  in  ^  •  ^,  und  ebenso  liegen 
A,  B  zu  C,  D.  Die  beiden  Strecken  AB,  CD  greifen  ineinander 
über,  jede  trennt  die  Punkte  der  andern. 

Aus  vier  Punkten  A,  B,  C,  D  kann  man  dreimal  zwei  Paare 
bilden:  AB,  CD]  AC,  BD]  AD,  BC]  zweimal  ergibt  sich  hyper- 
bolische Lage,  das  dritte  Mal  elliptische. 

Die  Zentrale  zweier  Kreise  schneidet  sie  in  Punktepaaren  von 
hyperbolischer  oder  elliptischer  Lage,  je  nachdem  sie  sich  nicht 
schneiden  (mögen  sie  sich  ausschließen  oder  einer  den  andern  ein- 
schließen) oder  sich  schneiden. 

Nimmt   man   den   vierten  Punkt   D  veränderlich,   so   kann   man  5 
(ABCD)  =  ^^f  ■  "T7)  ^^s    Parameter    auffassen    mit  m  =  ^77  ^Is  Kon- 
stante   und  B  und  A  als    erstem   und  zweitem  Grundpunkt.     Kommt 
also  D  nach  B,  A,  so  wird  das  Doppelverhältnis  0  oder  ±00;  fällt 


AC  AD 

1)  Der  älteren  Schreibweise  des  Teilverhältnisses  entspricht:  -^ :  jy^i 

völlig  gleich  mit  dem  obigen  ist. 
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ÄC 
er  nach  C,  so  ergibt  sich  offenbar  1 ;  dem  Werte  ^^  entspricht  kein 

endlicher  Punkt.     Man  verfolge  den  Wert  von  (AB CD)  und  unter- 
scheide die  beiden  Fälle,  daß  C  in  AB  oder  in  A'B  liegt. 

D   ist   also    eindeutig   bestimmt,   wenn    A,   B,   C  und  der 

AC 
Wert  von  (AB CD)  gegeben  sind,   wobei  der  Wert  ^j,  zunächst 

noch  ausgeschlossen  werden  muß. 

Sind  a,  &,  c,  d  die  Abszissen   der  vier  Punkte  in  bezug  auf  0, 

so  ist: 

r  A  -¥-tr>T\\        c  —  a    d  —  a       a  —  c     a  —  d 
(ABCD)  =  -^—^  :  ;^3~j  =  ^--  :  -^-^^. 

Genau  ebenso   gebaut  ist   der  Ausdruck  des  Doppelver- 
hältnisses in  den  vier  Parametern  «,  /3,  <y,  d.     Denn  es  ist: 

FA  FG   , 

^  =  ^^^  =  ^^  +  ^^ 

also: 

TjT^     /  1  1\  Tpn     GC—GA  FG.AC 

a-y  =  m-FG-[^~^)=  mFG  •  -^^^^  =  m  •  ^^^^^J 

ebenso : 


also: 
und 


^  FG'BC 

ß-y^'^^GB^GC'^ 

AC        GA     a  —  y  AD         GA     a 


BC       GB     ß  —  y'       BD       GB    ß  —  S 


Daraus  folgt  insbesondere  auch: 
Ist  (FGHA)  =  a,  {FGHB)  =  ß,  (FGHG)  =  y,  (FGHD)  =  d,  so 


ist: 


(^5Ci))  =  ^:|^ 


6  Vier   Punkte  A,  B,  C,  D   bilden   24  Würfe,    aber  die  zu- 

gehörigen Doppelverhältnisse  sind  nicht  alle  verschieden; 
vielmehr  sind  sechsmal  je  vier  einander  gleich.  So  haben 
die  Würfe 

ABCD,  BADC,  CD  AB,  DCBA 

gleiche  Doppelverhältnisse  („sind  gleich^'  nach  Staudts  Ausdruck); 
denn  z.  B. 

rn-nA-D\        (^A     CB        CADB       ACBD       AC     AD       r  a  T>m^\ 
{CDAB)  =  ^:^^^^^^=^^^-^  =  ^:^  =  (ABCD). 

Also    einem    Doppelverhältnisse  (ABCD)    sind  gleich   dasjenige, 
(BADC),    das    aus    ihm    durch    Vertauschung    zweier    zugeordneter 
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Punkte  und  gleichzeitige  Vertauschung  der  beiden  andern  hervorgeht, 
ferner  dasjenige,  (CD AB),  bei  dem  das  eine  Paar  mit  dem  andern 
vertauscht  ist,  und  dasjenige,  (DCBA),  bei  dem  jene  Vertauschungen 
und  diese  zugleich  vorgenommen  sind  oder  auch:  das  mit  umgekehrter 
Keihenfolge. 

Je  vier  gleiche  Würfe  fangen  also  mit  den  vier  verschiedenen 
Punkten  an,  und  es  genügt  daher,  die  sechs  mit  A  anfangenden, 
welche   im   allgemeinen  voneinander  verschieden   sind,   zu   betrachten: 

ABGD,  ABDC,  ACBD,  ACDB,  ADBC,  ABCB. 

Es  ist  unmittelbar  klar,  daß,  wenn  {AB CD)  =  A  ist,  dann 

hier  sind  nur  die  einen  zugeordneten  Punkte  vertauscht,  und  da  ohne 
Änderung  des  Doppelverhältnisses  die  einen  mit  den  andern  vertauscht 
werden  können,  so  führt  auch  die  Yertauschung  von  A  und  B  zum 
reziproken  Werte.  Die  sechs  ungleichen  Doppelverhältnisse  zerfallen 
also  in  drei  Paare  reziproker. 

Der  dritte  Wert  entsteht  aus  dem  ersten  durch  Yertauschung  der 
mittleren  Punkte.  Die  Doppelverhältnisse  haben  zur  Summe  1  und 
heißen  deshalb  komplementär. 

Wir  schreiben  die  Euler  sehe  Formel  (Nr.  1)  in  der  Gestalt: 

-AC'BD^ABCD  =  CBAB 

9 

und  dividieren  mit  CB  -  AD  oder  —  BC  -  AD,  so  ergibt  sich 

ACBB       AB    CD  _  . 
BG'AD  +  CBAD  ~     ' 
oder: 

{ABCD)  +  {ACBD)  =  1. 

Ebenso  sind  {ABDC)  und  (ADBC),  (ACDB)  und  (ADCB)  kom- 
plementär 5  aber  z.  B.  auch  (AB CD)  =  {BAD  C)  und  {BDA  C)  =  {DB CA), 
so  daß  die  Vertauschung  der  äußeren  Punkte  dieselbe  Wirkung  hat. 
Somit  haben  die  sechs  verschiedenen  Doppelverhält- 
nisse folgende  Werte: 

{ABCD)  =  X,  (ABDC)  =  |,  (ACBD)  =  1  -  A,  (ACDB)  =  ^^, 
(ADBC)  =  l-\=^'-^,    (ADCB)  =  ^^=^l-^^- 


1)  Die  sechs  Werte  sind  Wurzeln  der  reziproken  Gleichung  sechsten  Grades 
(einer  sogenannten  Ab  eischen  Gleichung): 

in  welcher  a  so  bestimmt  wird,  daß  l  ihr  genügt.     (Vgl.  Nr.  151.) 
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Aus  jedem   dieser  sechs  Werte  gehen  die  fünf  übrigen   in  derselben 
Weise  hervor. 
Die  Formel: 

(ÄJBCD)  =  X 


führt  zu 


ÄC{BC -  DC)  =  l(ÄC  -  I)C)BC\ 
{1  -  X)AG '  BG  =  AC  '  BC  -  IBC  ■  BC, 


£— X  _  j ^_^)^ 

DC  ~  BC       AC    ' 

hierin    ist    der   Punkt   G   bevorzugt;    wir    haben    daher    drei    analoge 
Formeln,  welche  der  Leser  bilden  möge. 

7  Der  wichtigste  Wert  des  Doppelverhältnisses  ist  —  1. 

Wenn  (ABGB)  =  —  1  ist,  so  sagt  man:  die  einen  zugeord- 
neten A,  B  sind  zu  den  andern  zugeordneten  0,  B  har- 
monisch, oder  auch,  weil  die  Paare  in  elliptischer  Lage  sind,  die 
beiden  Paare  trennen  sich  harmonisch.  Sind  drei  Punkte  A^  B,  G 
gegeben,  so  ist,  bei  gegebener  Zuordnung,  der  vierte  B  ein- 
deutig bestimmt:  er  heißt  der  dem  G  zugeordnete  (konjugierte) 
vierte  harmonische  Punkt  in  bezug  auf  A  und  B,  kürzer:  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  A^  J5;  G. 

Hier  werden  von  den  sechs  im  allgemeinen  verschiedenen  Doppel- 
verhältnissen dreimal  je  zwei  einander  gleich: 


*       1  ....1^1  l  1 


^=T  =  -l'    1-A^1-T  =  2,    ^-^ 


2    > 


so  daß  dreimal  acht  Doppelverhältnisse  gleich  sind;  ins- 
besondere: 

(ABGB)  =  {BABG)  =  (GBAB)  =  {BGBA) 

=  (ABBG)  =  {BAGB)  =  (CBBA)  =  (BGAB)  =  -  1; 

es  können  also  in  jedem  Paare  zugeordneter  Punkte  die- 
selben vertauscht  werden,  ohne  daß  dies  gleichzeitig  im 
andern  geschieht;  es  ist  allein  notwendig  zu  wissen,  welche  Punkte 
zugeordnet  sind. 

.        AC  AD  ,  .    ,      CA  CB 

^^^  BG=-BI)  ^^^^^'-   DA--BB' 


Die    Funktion  f{l)  =  ^   ^^  ^ — \^^^      geht  in  sich  selbst  über,  wenn  X  durch 


{i^  —  iy 

die  fünf  andern  Größen  ersetzt  wird.     In  der  Gruppentheorie  bilden  die  sechs 

Substitutionen  l'  =  1,  X'  =  — ,  l'  =  1  —  l  usw.  die  anharmonische  Gruppe. 

1)   Über    die  Verwertung   dieser    Formel    in    der    Dioptrik    vgl.    Möbius, 
Gesammelte  Werke,  Bd.  4,  S.  541. 
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Zwei   Punkte   mit   entgegengesetzt   gleichen   Parametern  sind  zu 
den  Grundpunkten  harmonisch; 

,  FX  ,  FY       ,         FX    FY  , 

Aus  der  obigen  Formel: 

1  —l  _  J. ^  X^ 

DC  ~  BC       AC 
folgt  für  A  =  —  1: 

DC       AC'^  BC    ' 
Wenn  31  die  Mitte   von  AB  ist,   so    daß   3IB  =  —  MÄ-^  dann 

führt: 

4C^_AD 

BC       BD 
zu: 

MC—  MA  MB  —  MA 


MC-{-MA  MD-i-MA 

und  zu: 

31 C  •  31 D  =  31 Ä'  =  31 B'-, 

und  umgekehrt  folgt  hieraus: 


MA^ 

MA 


(  Ä  j^rm  ^^^^—^^^     3/2)  —  31 A  ^  MC—  MA      MC  _       . 

{^AülyV)  —  3/(;_|_  jf^  :  MD-^MA~  MC-]-MA  '  MA^  .    ..     ~ 

j^  +  MA 

Also  ist  bei  vier  harmonischen  Punkten  das  Produkt  der 
Entfernungen  zweier  zugeordneten  von  der  Mitte  zwischen 
den  beiden  andern  gleich  dem  Quadrate  der  halben  Entfer- 
nung dieser,  und  umgekehrt. 

Es  liegen  C  und  JD  auf  derselben  Seite  von  31  j  weil  3IC .  3ID 
positiv  ist;  und  C  und  D  laufen  in  entgegengesetztem  Sinne.  Liegt 
C  zwischen  Ä  und  31  ^  so  liegt  D  außerhalb  jenseits  J.;  nähert  sich 
C  dem  JL,  so  tut  es  auch  D,  in  Ä  vereinigen  sie  sich.  Es  nähere 
sich  C  dem  31,  so  entfernt  sich  D  immer  weiter;  kein  endlicher 
Punkt  entspricht  dem  C,  wenn  er  in  31  liegt.  Ähnliches  gilt  auf 
der  andern  Seite  von  J/;  zwei  zugeordneten  Punkten  auf  der  einen 
Seite  entsprechen,  symmetrisch  in  bezug  auf  31,  zwei  zugeordnete 
auf  der  andern  Seite.  Geht  C  stetig  durch  31  hindurch,  so  kehrt  D, 
welcher  sich  auf  der  einen  Seite  immer  weiter  entfernt  hat,  auf  der 
andern  Seite  zurück,  in  demselben  Sinne  laufend,  wie  vorher. 


1)  Daraus  ergibt  sich 


^{AC  -\-  B  C)  -.yAC  ■  B  C  =  yAC  B  C :  DC-, 

diese  vierte  Proportionale  D  C  einer  stetigen  Proportion,  deren  erstes  und  mittleres 
Glied  das  arithmetische  und  das  geometrische  Mittel  von  AC,  BC  sind,  nannten 
die  Griechen  das  harmonische  Mittel. 
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Wir  entnelimeii  aus  dieser  Betrachtung  auch,  daß  die  Ver- 
einigung von  zwei  (zugeordneten  oder  nicht  zugeordneten) 
von  vier  harmonischen  Punkten  bewirkt,  daß  noch  ein  dritter 
sich  mit  ihnen  vereinigt. 

8  Durch  den   Inbegriff  aller  Paare  von  Punkten,  welche  zu  zwei 

festen  Punkten  harmonisch  sind,  gelangen  wir  zu  einem  Gebilde, 
welches  in  der  Geometrie  große  Wichtigkeit  erlangt  hat:  der  In- 
volution (von  Punktepaaren);  Desargues  im  17.  Jahrhundert  hat 
sich  zuerst  mit  ihr  beschäftigt,  falls  nicht  etwa  Euklid  (in  den  ver- 
loren gegangenen  Porismen)  sie  schon  gekannt  hat. 

Zu  den  Punktepaaren  gehören  die  Paare  ÄA^  BB  mit  ver- 
einigten Punkten;  A,  B  heißen  deshalb  die  Doppelpunkte  der  In- 
volution.^)   Zu  ihnen  ist  jedes  Paar  der  Involution  harmonisch. 

Die  Beziehung: 

MC'MD  =  MA^ 

gibt  uns  die  ursprüngliche  Desargues'sche  Definition:  eine  Involution 
entsteht  durch  aUe  Punktepaare  mit  konstantem  Produkte  der  Ent- 
fernungen der  beiden  Punkte  von  einem  festen  Punkte.  Dieser  heißt 
der  Zentralpunkt  (Mittelpunkt)  der  Involution  und  das  konstante 
Produkt  die  Potenz  derselben.  Potenz  hieß  bis  zum  Ende  des  17.  Jahr- 
hunderts nur  die  zweite  Potenz,  und  als  eine  solche  tritt  ja  das  kon- 
stante Produkt  auf.  Als  Quadrat  ist  es  positiv;  aber  die  Desargues- 
sche  Definition  hat  einen  großen  Vorzug  vor  der  ursprünglichen,  in- 
dem sie  sofort  zu  der  Verallgemeinerung  führt,  daß  man  für  diese 
Konstante  auch  einen  negativen  Wert  annimmt  und  im  Übergangs- 
falle  auch  den  Wert  0.  Vom  positiven  Sinne  auf  u  ist  das  Vor- 
zeichen der  Potenz  unabhängig. 

Wir  haben  also  zwei  wesentlich  verschiedene  allgemeine 
Fälle  der  Involution:  mit  positiver,  bezw.  negativer  Potenz 
und  einen  Übergangsfall:  mit  der  Potenz  0.  In  diesem  Falle 
muß  ersichtlich  von  jedem  Paare  ein  Punkt  in  den  Zentral- 
punkt fallen. 

In  jedem  Falle  aber  gehört  jeder  Punkt  von  u  zu  einem 
und  nur  zu  einem  Paare  der  Involution;  denn  der  gepaarte^) 
ist  eindeutig  bestimmt.  Ausgenommen  muß  vorläufig  noch  der  Zen- 
tralpunkt selbst  werden,  dem  kein  endlicher  Punkt  gepaart  ist. 

Bei  der  Involution  mit  positiver,  bezw.  negativer  Po- 
tenz  liegen  gepaarte   Punkte    auf   derselben  Seite,    auf  ver- 


1)  Andere  Namen  sind:  Asymptotenpunkte  (Steiner),  Ordnungspunkte 
(Staudt,  Reye),  Focalpunkte,  Brennpunkte;  statt  Involution  hat  Steiner 
Punktsystem  gesagt. 

2)  Ich  vermeide  absichtlich  das  vielfach  übliche  Wort  „konjugiert". 
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schiedenen  Seiten  des  Zentralpunktes^).  Im  ersten  Falle  ist 
Vereinigung  möglich:  die  Entfernung  der  Doppelpunkte  vom  Zentral- 
punkte ist  die  positive^  bzw.  negative  Wurzel  aus  der  Potenz. 
Im  zweiten  ist  keine  Vereinigung  möglich;  diese  Wurzel  ist  imaginär. 

Wenn  einer  von  den  beiden  Faktoren  absolut  zu-  oder  abnimmt, 
so  nimmt  der  andere  ab  oder  zu.  Deshalb  bewegen  sich  ge- 
paarte Punkte  im  ersten  Falle  in  entgegengesetztem  Sinne, 
wie  wir  es  schon  aus  der  Betrachtung  harmonischer  Punkte  wissen, 
im    zweiten  im  nämlichen. 

Irgend  zwei  Paare  CD,  CD'  haben  im  ersten  Falle 
hyperbolische,  im  zweiten  elliptische  Lage.  Denn  ihr  Doppel- 
verhältnis hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  Potenz,  welche  ^j  heiße. 
Es  ist: 

(CTiC  Ti'\  =  ^^'  ■^^'  _  {MC  —  MC) {MD'  —  MB) 
{^UUL  U )       j)(y.CD'        {MC  —  MB){MB'  —  MC) 

JMC-MC)  (^-^)  ^      /  MC -MC  y 

Man  nennt  deshalb  die  Involution  selbst  hyperbolisch, 
elliptisch  und  im  Übergangsfalle  parabolisch. 

Bei  der  hyperbolischen  Involution  besteht,  wenn  D,  D'  je  die 
von  M  entfernteren  Punkte  sind,  die  Reihenfolge  MCCBI)'  (oder 
MCCJD'B),  bzw.  D'C'MCD,  je  nachdem  die  beiden  Paare  auf  der- 
selben Seite  von  31  liegen  oder  auf  verschiedenen,  bei  der  elliptischen, 
wenn  die  C,  C  auf  der  einen,  die  Z),  D'  auf  der  andern  Seite  liegen, 
die  Reihenfolge  C'CMD'D  (oder  CCMJD'D'). 

In  bezug  auf  den  Zentralpunkt  ist  die  Involution   symmetrisch. 

In  der  elliptischen  Involution  bilden  die  beiden  ge- 
paarten Punkte,  welche  von  3£  zu  beiden  Seiten  dieselbe 
Entfernung  haben  (gleich  der  Wurzel  aus  der  absoluten  Potenz), 
das  Paar  mit  der  kleinsten  Strecke.  Denn  es  sei  p  =  —  q_^f 
XY  ein  Paar,  so  ist:  YM-  MX  =  q^y  ferner 

YX^  =  {YM-\-MX)^  =  (Y3I-  MXY  +  ^q.^ 

also  am  kleinsten,  wenn   YM  =  MX. 


1)  Zwei  einfache  Beispiele  einer  Involution  erhält  man  folgendermaßen: 
In  einem  Kreisbüschel,  dem  Systeme  aller  Kreise  durch  zwei  feste  Punkte, 
bilden  die  Durchmesser-Endpunkte    auf  der  Zentrale  eine  Involution   mit  nega- 
tiver Potenz. 

Man  konstruiere  alle  Dreiecke,  welche  eine  feste  Ecke  C,  einen  festen 
Höhenpunkt  H  und  eine  der  Lage  nach  gegebene  Gegenseite  c  haben;  die 
Ecken  A,  B  auf  dieser  bilden  eine  Involution,  welche  positive  oder  negative 
Potenz  hat,  je  nachdem  C  und  H  auf  verschiedenen  oder  auf  derselben  Seite 
von  c  liegen. 
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Zwei  Punktepaare  bestimmen  eindeutig  eine  Involution. 
Sie  seien  X^Y^,  ^2^2?    ^^^   suchen    zunächst    den   Zentralpunkt 
Jf;  es  muß  sein: 

oder  wenn  x^.  Vi  -  •  ;  "^  die  Abszissen  OX^,.  .  .  sind: 

{x^  -  m)(y^  -  m)  =  (x^  -  m){y^  -  m), 
woraus  folgt: 

^X   +  2/1   —  ^2  —  2/2 

oder 

n  M  =      OX,-OY,-OX,-OY,     . 

0X1  +  OFi  —  0X2  —  0  r^' 

der  Zentralpunkt  ist  dadurcb  eindeutig  bestimmt.  Man  kann  auch, 
ein  Paar  mit  vereinigten  Punkten,  also  einen  Doppelpunkt  geben. 
Daß  die  beiden  Doppelpunkte  eindeutig  eine  Involution  festlegen, 
wissen  wir  schon. 

Von  den  drei  Involutionen  {AB,  CJD),  {AG,  BD),  {AD,  BC), 
zu  denen  vier  Punkte  führen,  sind  (Nr.  4)  zwei  hyperbolisch  und  eine 
elliptisch. 

Wir  erhalten  keinen  endlichen  Zentralpunkt,  wenn  0X^-\-  OY^ 
=  0X2  +  OY^,  d.  h.  wenn  X^Yy^  und  X^Y^  denselben  Mittelpunkt 
haben.     Diesen  Fall  werden  wir  bald  besonders  besprechen. 

Setzt  man  den  gefundenen  Wert  von  m  in  {x^  —  m)  {y^  —  m) 
oder  {x^  —  w^)(2/2  —  m)  ein,  so  ergibt  sich  die  Potenz  der  durch  X^Y^, 
X^Y^  bestimmten  Involution.     Sie  ist: 

^  (^1  —  x^)  {x^  —  y^)  {y,  —  x^)  (1/1  — 1/2)  ^ 
^  (^1+2/1—^2  —  2/2)' 

Die  Differenzen,  welche  im  Zähler  multipliziert  sind,  haben  durchweg 
im  Minuend  die  Abszisse  eines  Punktes  des  einen  Paares  und  im 
Subtrahend  diejenige  eines  Punktes  des  andern.  Die  Potenz  ist  po- 
sitiv oder  negativ,  je  nachdem  sie  in  gerader  oder  ungerader  Anzahl 
negativ  sind;  man  wird  leicht  konstatieren,  daß  dann  hyperbolische 
oder  elliptische  Lage  der  beiden  Paare  vorliegt;  sie  ist  0,  wenn  eine 
der  Differenzen  verschwindet,  d.  h.  wenn  die  beiden  Paare  einen 
Punkt  gemeinsam  haben. 

Ist  i?  >  0,  so  erhält  man,  wie  schon  bemerkt  wurde,  die  Doppel- 
punkte D^,  D2,  und  es  ist  für  jedes  Paar  der  Involution: 

MX  .  MY==p  =  MDl  =  MDl ; 

X  und  Y  sind  zu  D^,  D^  harmonisch. 

D^,  Dg  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  M  und  jeder  wird 
von  allen  auf  derselben  Seite  gelegenen  Paaren  eingeschlossen. 

Ist  aber  ^  <  0  und  Yp  imaginär,  so  sagt  man  nicht:  die  In- 
volution hat  keine  Doppelpunkte,  sondern  sie  hat  imaginäre  Doppel- 
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punkte^),  und  so  verfährt  die  moderne  Geometrie  jedesmal,  wenn  die 
algebraische  Behandlung  zu  imaginären  Werten  führt. 

Die  Algebra  hat  durch  die  Aufnahme  der  imaginären  Größen 
wesentliche  Fortschritte  gemacht  und  ihren  Resultaten  eine  früher 
nicht  erreichte  Allgemeinheit  verschafft.  Die  Geometrie  hat,  indem 
sie  ihr  seit  den  ersten  Jahrzehnten  des  19.  Jahrhunderts  darin  folgte, 
denselben  Vorteil  erreicht:  man  erkannte,  daß  man  im  andern  Falle 
die  Untersuchung  sehr  erschwert  und  die  Allgemeinheit  der  Sätze 
erheblich  beeinträchtigt,  indem  man  sie  in  oft  zahlreiche  Spezialfälle 
zersplittern  muß. 

Wie  man  bei  einer  quadratischen  Gleichung  in  allen  FäUen  sagt, 
daß  sie  zwei  Wurzeln  hat,  so  schreibt  man  einer  Involution  in 
allen  Fällen  zwei  Doppelpunkte  zu.  Sie  sind  reell  und  ge- 
trennt bei  der  hyperbolischen,  (im  Zentralpunkt)  vereinigt 
bei  der  parabolischen,  konjugiert  imaginär  bei  der  ellip- 
tischen Involution. 

Die  Bezeichnung  imaginärer  Größen  und  Lösungen  als  „unmög- 
licher", die  bis  zum  Ende  des  18.  Jahrhunderts  (z.  B.  noch  in  Eulers 
Algebra)  üblich  war,  ist  aufgegeben. 

Unmöglich  heißt  heutzutage  eine  Lösung,  wenn  zu  viel 
verlangt  wird,  wenn  daher  die  algebraische  Behandlung  zu  mehr 
(voneinander  unabhängigen)  Gleichungen  führt  als  Unbekannte  vor- 
handen sind,  wenn  man  z.  B.  im  vorliegenden  Falle  verlangt,  zu  drei 
beliebig  gegebenen  Funktepaaren  den  Zentralpunkt  und  die  Doppel- 
punkte zu  linden. 

Drei  beliebige  Punktepaare  gehören  im  allgemeinen  nicht  zu  der-  10 
selben  Involution;  zwei  bestimmen  sie,  wie  wir  gefunden  haben;  vom 
dritten  Paare  kann  man  nur  den  einen  Punkt  geben;  der  andere  ist 
so  zu  konstruieren,  daß  das  Produkt  der  Entfernungen  beider  Punkte 
vom  aus  den  beiden  ersten  Paaren  gefundenen  Zentralpunkte  gleich 
der  ebenfalls  durch  sie  gegebenen  Potenz  ist,  und  eiadeutig  bestimmt- 
Zum  Zentralpunkte  können  wir  —  zunächst  noch  —  nicht  den  ge- 
paarten angeben. 

Sind  X^  Y^ ,  X2  Yg ,  X3  Yg  die  Paare,  so  muß,  wenn  sie  zur  näm- 
lichen Involution  gehören,  sein: 


1)  Die  Potenz  p  einer  eUiptischen  Involution  sei  —  g-,  so  daß  die  imagi- 
nären Doppelpunkte  von  M  die  Entfernungen  qi  und  — qi  haben;  x,  y  seien 
die  Entfernungen  der  gepaarten  Punkte  X,  Y  von  ili",  also  xy  =  —  q^;  das  Doppel- 
Verhältnis  : 

ai  +  — 

qi  —  X     ^     qi  —  y     qi  —  x^  x 


ist  =  —  1. 


—  qi  —  x'  —  qi  —  y        qi  -\-  x  '      .       q^ 

qi 

x 
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(^1  -  ^Xvi  - '«)  =  (^2  —  ^)(y2  -  »i\  (^1  -  ^)  (Vi  —  ^) 

=  (x^  —  mji'y^  -  m): 

das  sind  zwei  Gleichungen  für  die  einzige  Unbekannte  ;w,  die  nicht 
zusammen  bestehen,  wenn  die  sechs  Abszissen  ic^,  .  .  .  t/g  beliebig 
sind.  Wir  können  aber  die  Bedingung  für  diese  Abszissen  auffinden, 
damit  die  beiden  Gleichungen  zugleich  bestehen,  also  die  drei  Paare 
zu  derselben  Involution  gehören:  wir  haben  nur  die  beiden  durch  sie 
gelieferten  Wert«  von  m  gleichzusetzen.     Das  Ergebnis: 

(x^y^  —  x^y^)(x^  4-  2/i  -  ^3  -  2/3)  =  ^^^i^i  —  ^3^3)  (^1  +  !/i  —  ^^i  -  P-) 
bringen  wir  in  die  elegantere  Gestalt: 
(I)    (x^  -  y,)(x,  -  yg) (x^  -  y,)  +  (t/i  -  x^)  (y^  -  x^)  (y^  -  x^)  =  0 1), 

welche,  wegen  des  zyklischen  Fortschreitens  der  Zeiger,  sich  leicht 
dem  Gedächtnisse  einprägt:  sie  ist  also  die  Beziehung  zwischen 
den  Abszissen  der  Punkte  von  drei  Paaren,  damit  diese  in 
Involution  sind. 

Die  Abszisse  des  „sechsten  Punktes  Y^  in  Involution'*  zu  X^l\, 
X^Y^j  Xg,  d.  h.  desjenigen,  der  dem  X^  m  der  durch  Xj^F^,  X^Y^ 
bestimmten  Involution  gepaart  ist,  muß  dieser  Relation  genügen:  und 
da  die  Relation  in  bezug  auf  2/3  "^om  1.  Grade  ist,  also  nur  einen 
Punkt  Yg  liefert,  so  befinden  sich  auch  umgekehrt  drei  Paare,  deren 
Abszissen  sie  befriedigen,  in  Involution. 

Die  Linearität  der  Formel  in  bezug  auf  ^3  oder  vielmehr  in  bezug 
auf  jede  der  sechs  Abszissen  war  vorauszusehen  und  ebenso  die  Sym- 
metrie nach  den  drei  Zeigern.  Man  kann,  da  in  jedem  Paare  die 
beiden  Punkte  gleichartig  sich  verhalten,  jedes  x  mit  dem  zugehörigen 
y  vertauschen;  die  Formel  bleibt  richtig,  verliert  aber  dadurch  ihre 
elegante  Gestalt. 
11  Ersetzen    wir    in    der   Involutionsformel  die  Abszissendifferenzen 

^1  ~  2/27  •  •  •  durch  die  Strecken  Y^X^  =  —  X^^Y^y  .  .  .,  so  ergibt  sich 
die  Formel: 

(lO  X, Y,  ■X.Y,-  X, Y,  +  r, X, .  Y, X,  ■  Y, X,  =  0, 

welche  wir  die  Chaslessche  Formel  für  drei  Paare  X^Y^,  Xgig; 
XgYg  in  Involution  nennen  wollen. 
Schreiben  wir  sie  in  der  Gestalt: 

so  haben  wir  den  Satz: 

Wenn  die  durch  drei  Punkte  gebildeten  Strecken  X2  Xg ,  Xg  X^ , 
X^Xg  in   den  Punkten  Y^,  Y^,  Y^  nach  Verhältnissen  geteilt  werden, 

1)  Die  ersten  Spuren  involutorischer  Relationen  finden  sicli  schon  bei 
Pappus. 
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deren  Produkt  ^  1  ist.  so  sind  die  drei  Paare  X^  Fj,  X  F,,  X3  F3  in 
Involntion. 

Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist.  wenn  jeder  der  drei  Punkte 
Fj,  F,,  F3  dem  X-  mit  demselben  Zeiger  harmonisch  zugeordnet  ist 
in  bezng  auf  die  beiden  anderen  X:  denn  dann  ist: 

X^T^ XX        X^Y.  ^       :^X       ^Ts  ^       A'xX^ 

x,r,  -     x,x,^    x,T,-     x,A','    xr,-     x,:^' 

und  das  Produkt  der  rechten  Seiten  ist  -f  1. 

Es  seien  X^  X^ ,  X^Y^j  X^T^  in  Inyolution,  und  Z^  zu  F3  harmo- 
nisch in  bezug  auf  X^^  X,,  dann  ist: 

X  ^± '  X  ^i '  X  X -f 

Xi  X,  -  F,  X5  •  FjXj 


und 

also: 

was  bedeutet,  daß 


x^_x^ 
F,^      :5,z,' 

X^X^X^Z^-  F^ Xj  ^ ^  ^ 

-^1 X  ■  ^  -M  •  ^$  X 


JLj  JLj ,  JL^  A3 ,    2  2  ^3 

in  Involution  sind. 

Wir  können  die  Relation  (I')  aber  auch  in  eine  Gleichheit 
zweier  Doppelverhältnisse  verwandeln.  Wir  formen  sie  zu- 
nächst um  in: 

Xj  1^ '  X  j  1  ^  ■  X^  1 3  •  X3 1^=  l,Xj'  1^  X,  •  1 2  X3  •  1 3  Xj , 
also: 

X^T,X,T,        T,X,'T,X^ 
oder 

a")  (z.z,r,r,)  =  (r,r,x,x,) 

indem  die  komplementären  Dopperhältnisse  ja  gleich  sein  müssen, 
oder  auch,  indem  wir  die  gepaarten  Punkte  X3,  Fj  vertauschen. 

Die  vier  Punkte  des  einen  Doppelverhältnisses  sind  aus  den  drei 
Paaren  genommen,  aus  einem  beide  Punkte;  die  gepaarten  stehen  dann 
im  andern  an  entsprechender  Stelle,  die  des  bevorzugten  Paares  haben 
also  ihre  Stellung  vertauscht. 

Grerade  diese  Formel  wird  später  wichtig  werden,  wenn  die  In- 
volution als  Spezialfall  einer  anderen  Figur  erkannt  sein  wird. 

Kehren    wir   zur   Abszissenformel   zurück   und   denken   uns    das  12 
dritte  Paar   veränderlich,  zn   welchem  Zwecke  wir  x^yy^  durch  x,y 
ersetzen: 
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alle  Paare,  deren  x,  y  dieser  Beziehung  genügen,  bilden  die  Involution, 
die  durch  die  beiden  Paare  (x^Vi,  x^y^  bestimmt  ist.  Nach  den  ver- 
änderlichen Größen  angeordnet,  lautet  sie: 

^2/(^1  +  2/i  -  ^2  -  2/2)  —  (^  +  2/)  {^iVi  -  ^22/2) 

+  K  +  ?/i)  ^22/2  -  (^2  +  2/2)  ^i2/i  =  Ö 
und  stellt  sich  als  symmetrisch  nach  x  und  y  heraus,  d.  h.  ändert 
sich  nicht,  wenn  x  und  y  vertauscht  werden. 

Lassen  wir  nun  x  und  y  in  d  sich  vereinigen,  so  haben  wir: 

^X^i  + 2/1— ^2- ^2)  —  2^(^i2/i-^22/2)  +  (^i+ 2/1)^22/2— (^2+ 2/2)^12/1  =  0; 

die  quadratische  Gleichung  für  die  Abszissen  der  beiden 
Doppelpunkte.  Die  Größe ^),  die  bei  der  Auflösung  unter  dem 
Wurzelzeichen  steht  und  von  deren  Vorzeichen  es  abhängt,  ob  die 
Wurzeln  reell  oder  imaginär  sind,  die  Involution  hyperbolisch  oder 
elliptisch  ist,  ist  das  Differenzen-Produkt 

(^1  -  ^2)  (^1  -  2/2)  G/i  -  ^2)  (2/1  -  2/2); 

über  das  wir  schon  oben  gesprochen  haben. 

Ferner  möge  nun  mit  Hilfe  der  Abszissen-Relation  in  Xy  y,  als 
der  die  Involution  definierenden,  diejenige  Involution  untersucht  werden, 
deren  bestimmende  Paare  denselben  Mittelpunkt  haben;  die  ursprüng- 
liche Desarguessche  Definition  versagte,  da  wir  für  sie  keinen 
Zentralpunkt  fanden  (Nr.  9).  Wir  nehmen  den  gemeinsamen  Mittel- 
punkt als  Anfangspunkt  der  Abszissen,  so  daß  x^-\-  y^  =  OjX^-\-  y^=  0-^ 
unsere  Beziehung  wird: 

{x^^—x^^){x-{-y)  =  0', 

^2  =  +  ^1  bedeutet,  daß  einer  von  den  Punkten  des  einen  gegebenen 
Paares  mit  einem  des  andern  zusammenfällt;  der  gemeinsame  Mittel- 
punkt bewirkt  dann  auch  das  Zusammenfallen  der  andern.  Aber 
Identität  dieser  beiden  Paare  nehmen  wir  nicht  an,  also  muß  sein 
X  -\-  y  =  0  oder  y  =  —  X]  jedes  Paar  der  Involution  hat  jenen  Punkt 
zum  Mittelpunkt.  Diese  Involution  besteht  also  aus  allen 
Punktepaaren,  die  einen  festen  Punkt  0  zum  Mittelpunkt 
haben,  deren  zwei  Punkte  also  symmetrisch  in  bezug  auf  0  liegen. 
Ersichtlich  haben  zwei  Paare  die  hyperbolische  Lage,  indem  eins  vom 
andern  eingeschlossen  wird.  Die  Involution  ist  also  hyperbolisch, 
und  in  0  erkennen  wir  sofort  den  einen  Doppelpunkt.  Die  Ermitt- 
lung des  andern,  sowie  des  Zentralpunktes  wird  später  erfolgen.  Diese 
besondere  Involution  wird  die  hyperbolisch-gleichseitige  genannt. 
Den  Grund  für  alle  diese  mit  den  Namen  der  Kegelschnitte  zusammen- 


^)  h^  —  ac^  wenn  die  quadratische  Gleichung  a x'^  -\- Ih x -{-  c  =  0  ist.     Sie 
heißt  die  Diskriminante  der  quadratischen  Gleichung. 
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hängenden  Benennungen   werden   wir    später    im    Auftreten    von   In- 
volutionen bei  den  betreffenden  Kegelschnitten  finden. 

Die  Involutions-Relation:  .  13 

(Xg  Yg  Xj  Xo)  =  (  Fg  Xg  Y^  1\) 
gibt 

Nennt  man  Xg  X^  •  Xg  Y^  die  Potenz  des  Paares  X^  Y^  im  Punkte 
Xg,  so  hat  man: 

Das  Verhältnis  der  Potenzen  zweier  Paare  hat  in  den 
beiden  Punkten  eines  Paares  der  durch  sie  bestimmten  In- 
volution denselben  Wert. 

Es  sei  M  der  Zentralpunkt  einer  hyperbolischen  Involution,  XY 
ein  beliebiges  Paar^  Tl  dessen  Mitte  und  D  einer  der  Doppelpunkte, 
so  ersetze  man  in: 

3IX'MY=3ID'' 

die  Strecken  Jf  X,  .  .  .    durch  die  Differenzen  OX—  OM,  .  .  .,  wo   0 
ein  beliebiger  Punkt  ist,  und  erhält: 

OX'OY=OI)'i-OM{OX-j-OY-20D)=OD'  +  20M{Om-OD) 

=  0I)'+2  0MDm. 

Betrachten  wir  zuerst  die  Paare,  die  auf  der  andern  Seite  von 
31  liegen  als  0;  sie  umschließen  den  auf  dieser  Seite  gelegenen 
Doppelpunkt  D^:  der  andere  sei  D^.  Beide  liegen,  weil  harmonisch 
zu  XY,  auf  derselben  Seite  von  W,  also  auf  der  wo  0  liegt,  und 
OM,  DjSJl  haben  dasselbe  Vorzeichen.  Daher  ist  die  positive  Größe 
OMD^dJl  am  kleinsten,  wenn  93^  in  D^,  d.  h.  XY  in  D^D^^  fäUt. 
Dann  erreicht  auch  OX-  OY  seinen  kleinsten  Wert,  nämlich  OD^-. 
Liegt  aber  XY  auf  der  andern  Seite  von  Ji",  wo  sich  0  und  D2  be- 
finden, dann  ist  031  -  D^^Jl  negativ,  und  OXOY  durchläuft  in 
diesem  Falle  alle  negativen  Werte,  die  positiven  nur  bis  zum  Maxi- 
mum   OD^^y    das    zum    Paare  D^D^    gehört. 

Die  Potenz  eines  veränderlichen  Punktepaares  einer 
hyperbolischen  Involution  in  einem  festen  Punkte  0  er- 
reicht in  den  beiden  Doppelpunkten  positive  Grenzwerte 
und  zwar  ein  Minimum  in  dem  von  0  entfernteren,  ein  Maxi- 
mum in  dem  näheren;  jenes  ist  größer  wie  dieses,  und  die 
Zwischenwerte  werden  nicht  durchlaufen.^) 

Bei  den  anderen  Involutionen  werden  aUe  Werte  durchlaufen. 

Es    ergab  sich,    daß   dem  Werte  -f  m    des  Parameters  kein  end-  14 
lieber  Punkt    entspricht,    und   daß  so  die  sonst  eindeutige  Beziehung 

^)  Vgl.  Apollonius'  Schrift  vom  bestimmten  Schnitt,  und  Zeuthens 
Geschichte  der  Mathematik  im  16.  und  17.  Jahrhundert  S.  317. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    L  2 
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zwischen  Punkt  und  Parameter  eine  Lücke  hat;  wir  fanden  weiter, 
daß  wir  uns  mit  dem  Parameter  diesem  Werte  +  m  immer  mehr 
und  unbegrenzt  nähern,  je  weiter  sich  X  auf  u  entfernt,  und  zwar 
gleichgültig,  nach  welcher  Seite  dies  geschieht,  in  dem  einen  Falle 
von  oben,  in  dem  andern  von  unten  her.  Führen  wir  einen  einzigen 
unendlich  fernen  Punkt  für  die  Gerade  ii  ein,  ihren  unendlich 
fernen  Punkt,  dem  dann  der  Parameter  +  m  (das  Teilverhältnis  +1) 
zukommt,  so  entfernen  wir  diese  Lücke.  Wir  haben  ihn  ebenso  auf 
der  einen,  als  auf  der  anderen  Seite  von  u  liegend  zu  denken;  er 
vermittelt  den  kontinuierlichen  Übergang  von  der  einen  Seite  auf  die 
andere,  und  diesem  kontinuierlichen  Übergange  entspricht  der  kon- 
tinuierliche Durchgang  des  Parameters  durch  +  m.  Wir  werden  bald 
über  die  Punktreihe  einen  Strahlenbüschel  stellen  und  dadurch  von 
neuem  zu  dieser  Einführung  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Gerade 
gedrängt  werden,  um  auch  für  den  Strahl  des  Büschels,  der  zum 
Träger  der  Punktreihe  parallel  ist,  einen  entsprechenden  Schnitt  zu 
bekommen.  Diese  Einführung  ist  nicht  neu;  sie  geht  zurück  auf  die 
Maler  der  Renaissance  und  die  Mathematiker  des  17.  Jahrhunderts, 
vornehmlich  Desargues  und  Newton;  freilich  hat  das  19.  Jahr- 
hundert erst  dauernd  diesen  Begriff  der  Geometrie  einverleibt. 

AD 

Ist  D    der    unendlich    ferne    Punkt,    so    ist  -^^  =  +  1    und    das 

AC 
Doppelverhältnis  (AB  Gl))  geht  über  in  das  einfache  ^77- 

Der  unendlich  ferne  Punkt  füllt  nun  auch  die  Lücke  aus,  daß 
in  bezug  auf  zwei  Punkte  der  Mitte  zwischen  ihnen  kein  Punkt  har- 
monisch zugeordnet  ist;  er  ist  der  vierte  harmonische  Punkt,  so  daß 
nun  die  gegenseitige  eindeutige  Zuordnung  zweier  in  bezug  auf  zwei 
feste  Punkte  harmonischen  Punkte  ohne  Ausnahme  ist.  Der  unendlich 
ferne  Punkt  ist  der  noch  fehlende  in  einer  Involution  dem  Zentral- 
punkt gepaarte  Punkt. 

Wir  schreiben  die  Abszissen-Relation,  mit  y  dividierend,  in  der 
Form: 

(^1  -  ^2)  (f  -  1)  (^  -  Vi)  +  iVi  -  ^2)(2/2-  ^)  (1  -  7)  =  ^> 

setzen  y  =  00  und  suchen  das  zugehörige  x\  es  ergibt  sich: 

-  K  -  ^2)  (^  -  Vi)  +  (2/1  -  ^2)  (2/2  -  ^)  =  0 
und  durch  Auflösung  nach  x: 

^1  +  2/1  —  ^2—2/2  ' 

d.  h.  dem  unendlich  fernen  Punkt  ist  der  Zentralpunkt  gepaart. 

Zu  diesem  ausgezeichneten  Paare  ist,  in  einer  elliptischen  Invo- 
lution,  harmonisch    dasjenige    Paar,    dessen   Mitte    der   Zentralpunkt 

ist  (Nr.  8). 
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Bei  der  hyperbolisch-gleicliseitigen  Involution^  deren  Punktepaare 
alle  dieselbe  Mitte  haben,  erkennen  wir,  weil  mit  0  X  auch  0  Y  un- 
endlich groß  wird,  den  unendlich  fernen  Punkt  als  den  zweiten  Yer- 
einigungspunkt  gepaarter  Punkte;  ist  er  doch  zum  andern,  dem 
gemeinsamen  Mittelpunkte,  harmonisch  in  bezug  auf  jedes  Paar.  Aber 
auch  der  Zentralpunkt  liegt  im  unendlich  fernen  Punkt;  er  muß  ja 
in  der  Mitte  zwischen  den  beiden  Doppelpunkten  liegen  und  geht, 
wenn  der  eine  im  Endlichen  bleibt,  der  andere  aber  ins  Unendliche 
sich  entfernt,  gleichfalls  dahin.  Als  unendlich  ferner  Punkt  ist  er 
eben  zur  Definition  der  Involution  als  System  der  Punktepaare  mit 
festem  Entfernungsprodukte  vom  Zentralpunkte  ungeeignet. 

Wir  konnten  den  Parameter  als  Doppelverhältnis  auffassen  (Nr.  5); 

C  TT 
wir  bestimmen  den  Punkt  H  so,  daß  ^^^  =  m  ist,  dann  ist: 

if  Ji.  ' 

1  FX  FX      GH  / -n< /^  -vr  TT\ 

schreiben  wir  dies  in  der  Form: 

^~  XG  '  FH' 

TTC 

nehmen  wir  dann  G  im  Unendlichen  an,  so  daß  ^^  =  +  1  ist,   und 

H  in  der  Entfernung  1  von  Fj  so  ergibt  sich: 

l  =  FX-, 

und  wir  haben  die  Bestimmung  des  Punktes  einer  Punkt- 
reihe durch  die  Abszisse  als  Spezialfall  der  Bestimmung 
durch  den  Parameter  erkannt. 
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Der  Punkt  einer  Punktreihe  ist  durch  eine  Größe  bestimmt,  15 
den  Parameter;  es  ergeben  sich  alle  Punkte  (einschließlich  des  un- 
endlich fernen),  wenn  der  Parameter  alle  Zahlenwerte  von  —  oo  bis 
+  cx)  durchläuft.  Daher  ist  die  Punktreihe  ein  einfach  unend- 
liches Gebilde,  ein  Gebilde  erster  Stufe,  und  zwar  wegen 
seiner  Einfachheit  im  Vergleich  mit  andern  einstufigen  Gebilden  ein 
Grundgebilde  erster  Stufe.  Es  gibt  noch  zwei  andere  Grundgebilde 
erster  Stufe: 

1.  den  Strahlenbüschel,  den  Inbegriff  aller  geraden  Linien 
(Strahlen),  welche  in  einer  festen  Ebene  —  Trägerebene  —  durch 
einen  festen  Punkt  —  Scheitel,  Grund-  oder  Mittelpunkt  —  gehen, 

2.  den  Ebenenbüschel,  den  Inbegriff  aller  Ebenen  durch  eine 
feste  Gerade  —  die  Axe. 

Die  Elemente  dieser  drei  Grundgebilde  erster  Stufe  sind  also 
bzw.    Punkte,    Strahlen,    Ebenen;    die    Punktreihe    und    der    Ebenen- 

2* 
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büschel  haben  einen  Träger  —  die  feste  Gerade;  der  Strahlenbüschel 
hat  zwei  Träger,  die  Ebene  und  den  Scheitel. 

Wir  wenden  uns  zunächst  zum  Strahlenbüschel:  er  hat  auch 
zwei  entgegengesetzte  Sinne,  in  denen  er  durchlaufen  werden  kann: 
den  einen  nehmen  wir  als  den  positiven  Sinn.  Sind  a,  h  zwei 
Strahlen  des  Büschels,  so  haben  wir  bekanntlich  vier  Winkel,  welche 
zwei  Paare  Scheitelwinkel  bilden.  Für  viele  Zwecke  ist  es  gut,  die 
beiden  Scheitelwinkel  zusammen  als  vollen  Winkel  aufzufassen 
(St  au  dt);  z.  B.  bei  Lagenbeziehungen:  ein  weiterer  Strahl  des 
Büschels  liegt  entweder  in  dem  einen  oder  in  dem  andern  vollen 
Winkel  von  a  und  h.  Wird  nun  noch  jedem  der  Strahlen  a,  h  ein 
positiver  Sinn  gegeben,  so  daß  er  dann  in  einen  positiven  und  einen 
negativen  Halbstrahl  durch  den  Scheitel  geteilt  wird,  so  versteht  man 
unter  dem  Winkel  ah  jeden  der  beiden  Scheitelwinkel,  welche  durch 
die  positiven  bzw.  die  negativen  Halbstrahlen  eingeschlossen  werden 
(ev.  auch  den  vollen  Winkel),  mit  dem  Sinne  von  a  nach  h\  infolge- 
dessen ist: 

ha  =  —  ah. 

Jeden  der  andern  Winkel  (bzw.  den  vollen)  nennen  wir  dann  ah. 
Es  ist  cos  ha  =  cos  ah,  aber:  sin  ha  =  —  sin  ahj  tang  ha  =  —  tang  ah, 
cotg  ha  =  —  cotg  ah.  Bei  drei  Strahlen  eines  Büschels  a,  &,  c  haben 
wir  nicht  unbedingt: 

ah  -\-hc  -\-  ca  =  0, 

sondern  nur  dann,  wenn  die  drei  positiven  Halbstrahlen  innerhalb 
eines  flachen  Winkels  sich  befinden,  welche  Lage  daher  die  empfehlens- 
werteste ist.  Im  andern  Falle  ist  die  Summe  +  2:r;  so  daß,  wenn 
£  =  —  1  oder  0  oder  -j-  1  ist: 

ah  -{-  hc  -\-  ca  =  £  •  2;r, 
also: 

ah  -\-  hc  =  £  •  27C  -{-  ac, 

ah  ^  £  '  27t  -\-  (ac  —  hc), 

=  £  '  27C  -{-  {ch  —  ca). 

Also    kann    man    in    jedem    Falle    unter    dem    Zeichen    einer 
trigonometrischen    Funktion    ah-\-hc    durch    ac,    ah    durch 
ac  —  hc  oder  ch  —  ca  ersetzen,  und  umgekehrt. 
Folglich  ist 

cos  ah  =  cos  (ac  +  ch)  =  cos  ac  cos  ch  —  sin  ac  sin  ch, 

sin  ac  sin  ch  =  cos  ac  cos  ch  —  cos  ah 
und 

(1  —  cos  ac^)  (1  —  cos  hc^)  =  cos  ac^  cos  ch^ 

—  2  cos  ac  cos  ch  cos  ah  +  cos  a&^; 
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daher: 

cos  ac^  4-  cos  ch-  —  2  cos  ac  cos  cl)  cos  ah  =  sin  aV^, 

oder  wenn  a,  ß,  y  die  absoluten  Werte  von  ?>c,  ca,  «5  sind: 

cos  a^  +  cos  /3-  —  2  cos  a  cos  /3  cos  y  =  sin  ;^^. 

Die  Strahlen  a,  h  seien  rechtwinklig  zu  einander  und  o  ein  dritter 
Strahl  im  Büschel,  so  ist: 

cos  ah  =  cos  {oh  —  oa)  =  cos  oh  cos  oa  +  sin  oh  sin  oa  =  0, 

also: 

cotg  oa  ■  cotg  oh  =  —  1,     tang  oa  ■  tang  oh  =  —  1, 

oder  auch: 

cotg  ao  •  cotg  ho  =  —  1, .  . . 

Tangente  und  Kotangente  haben  vor  den  andern  Funktionen  16 
hinsichtlich  der  Bestimmung  eines  Strahles  im  Büschel  einen  wesent- 
Kchen  Vorzug.  Erstens  wenn  bei  einem  der  beiden  Strahlen  a,  h 
der  positive  Sinn  umgekehrt  wird,  geht  der  bisherige  Winkel  ah, 
der  etwa  a  sei,  in  —  (-t  —  a)  ^  a  —  :r  über,  was  an  Tangente  und 
Kotangente  nichts  ändert;  also  sind  diese  Funktionen  von  ah  von  den 
positiven  Sinnen  auf  den  Schenkeln  unabhängig;  es  ist  nur  wichtig 
zu  wissen,  welcher  Anfangs-  und  welcher  Endschenkel  ist.  Daraus 
folgt,  daß,  wenn  o  gegeben  ist,  durch  tang  öx  oder  cotg  oa:  der 
Strahl  X  eindeutig  bestimmt  ist;  denn  zu  der  Funktion  gibt  es 
zwei  zugehörige  Winkel,  die  sich  um  :t  unterscheiden,  also  a  und 
f^  -f  nr;  von  welchem  Halbstrahle  von  o  auch  ausgegangen  wird,  der 
eine  Winkel  führt  zu  dem  einen,  der  andere  zu  dem  andern  Halb- 
strahle eines  und  desselben  Strahles  x,  so  daß  dieser  eindeutig  be- 
stimmt ist.  Hingegen  sin  ox  (oder  cos  ox)  bestimmt  nicht  eindeutig; 
zu  sin  ox  gehören  zwei  Winkel  a  und  n:  —  a,  die  zu  zwei  Halb- 
strahlen führen,  die  nicht  demselben  Strahle  angehören. 

Im  Strahlenbüschel  verhalten  sich  daher  tang  ox  oder  cotg  ox  analog 
wie  OX  in  der  Punktreihe.    Weil  die  Kotangente  ständig  fällt,  wenn 

der  Winkel  von  o  bis  n;  (oder  von  —  x  bis  o)  wächst,  also  bei  ^ 
nicht  unstetig  ist  und  im  ganzen  Intervall  aus  cotg  a  <  cotg  ß  auf 
ß  >  /3  geschlossen  werden  kann,  auch  wenn  a  und  ß  durch  ^  ge- 
trennt werden,  so  erweist  sich  die  Kotangente  als  der  Tangente  vor- 
zuziehen.    Bisweilen  aber  wird  auch  diese  ihre  Vorzüge  haben. 

Für  vier  Strahlen    eiues   Büschels,  a,  6,  c,  d   haben  wir  eine 
der  Eulerschen  Formel  entsprechende: 

sin  hc  sin  ad  -f  sin  ca  sin  hd  -}-  sin  ah  sin  cd  =  0, 
welche  ganz  ähnlich  bewiesen  wird. 
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17  Wir  nennen  wieder   ^!^        das  Teil  Verhältnis   von  x  in  bezug 

SlU  Q  Qu 

auf  f,g\  es  ist  negativ  oder  positiv,  je  nachdem  x  in  fg  oder  f-g 

liegt.     Dvsr    Parameter    eines    Strahles    x    in   bezug    auf   zwei 

Grundstrahlen  /",  ö  ist: 

-              sin  /^a? 
;,  ==  m—. 

Bemerken  wir,  daß  er  unabhängig  von  den  positiven  Sinnen  im 
Büschel  und  auf  x  ist;  denn  deren  Umkehrung  bewirkt  zwei  sich 
aufhebende  Vorzeichenwechsel. 

Der  Parameter  l  bestimmt  eindeutig  den  Strahl  x\  er- 
setzt man  nämlich  fx  (unter  dem  Sinus)  durch  fg  -\-  gx,  so  er- 
gibt sich: 

m  sin  fg  cotg  gx  +  m  cos  fg  =  h^ 

hierdurch  ist  cotg^ic  eindeutig  bestimmt  und  demnach  auch  x. 

Je  nachdem  x  im  vollen  Winkel  fg  oder  in  f-g  liegt,  hat  l  das 
Vorzeichen  von  —m  oder  das  von  m;  den  Grundstrahlen /*,  ^  kommen 
die  Parameter  0,  +  oo  zu,  den  Halbierungsstrahlen  von  fg  und  f-g 
die  Parameter  —  m,  m.  Hier  ist  von  vornherein  ein  zu  m  ge- 
höriges Element  da;  wir  brauchen  kein  uneigentliches 
Element  einzuführen.  Das  ist  ein  Vorzug  des  Strahlenbüschels 
(mit  endlichem  Scheitel)  vor  der  Punktreihe. 

Nehmen  wir  zueinander  rechtwinklige  Grundstrahlen  /",  g  und 
m  =  sin  fg,  so  ergibt  sich,  da  cos  fg  =  0,  sin  fg^  =  1: 

A  ==  cotg  gx] 
wenn  aber  m  =  —  sin  fg,  so  hat  man:  A  =  —  cotg  gx  =  tang  fx,  weil 
(Nr.  15)  cotg  gx  -  cotg  fx  =  —  l. 

Die  Bestimmung  durch  Kotangente  oder  Tangente  sub- 
sumiert sich  derjenigen  durch  den  Parameter. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  in  der  Punktreihe,  gelangen  wir  zum 
Doppelverhältnis  von  vier  Strahlen: 

/    T     n\        sinac     sina<?^ 
^  ^       sin  6c  '  Binhd  ' 

es  ist  unabhängig  von  den  positiven  Sinnen  im  Büschel  und  auf  den 
Strahlen;  denn  jede  Umkehrung  bewirkt  sich  aufhebende  Zeichen- 
wechsel. 

Sind  a,  ß,  y,  8  die  Parameter  der  vier  Strahlen,  so  ist  ebenfalls: 

denn  es  ist  a  =  m  sin  fg  cotg  ga  -\-  m  cos  fg,  .  .  . ,  also: 

.     ^    ,     ,  ,  X  .     r    /coa  ga       cos gc\ 

cc-r  =  msm  fg  (cotg  ga-  cotg  gc)  =  m8mfg  (^^^  -  ^^^j 

.      „    sin  (gc  —  ga)  .     ^  sin  ac 

=  m  sm  fg  -^-^ — r-^— ~  =  m  sm  fg  — . — - ,    usw. 

'^   amgaaingc  '  ^  smga  -  smgc^ 
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Wir  unterscheiden  auch  hier  hyperbolische,  elliptische  und 
parabolische  Lage  der  Strahlenpaare  ahy  cd  mit  ähnlicher  De- 
finition wie  früher;  bei  der  ersten  ist  (ab cd)  positiv,  bei  der  zweiten 
negativ,  bei  der  dritten  0  oder  oo. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  24  Doppelverhältnissen 
von  vier  Strahlen  eines  Büschels  sind  dieselben  wie  die  von 
vier   Punkten    einer    Punktreihe    und    werden    ebenso    bewiesen, 

z.  B.  daß 

(ahcd)  -f-  (achd)  =  1, 

unter  Benutzung  der  zur  Eul  er  sehen  analogen  Formel  (Nr.  16). 
Ferner: 

?.  =  (ah  cd) 


führt  zu: 
und  zu: 
oder: 


sin  ac  sin  (hc  —  de)  =  A  sin  6c  sin  (ac  —  de) 
(1  —  X)  cotg  de  =  cotg  hc  ~  l  cotg  aCj 


i  —  l 
tangrfc        tang  5c        tangac' 

also,  in  den  Tangenten  geschrieben,  wird  die  Formel  der  entsprechen- 
den (Nr.  6)  analog. 

Wenn  (a6c^)  =  — 1,  so  sagen  wir  wiederum,  daß  die  Strahlen-  18 
paare  ah  und  cd  einander  harmonisch  trennen.     Aus  der  eben 
erhaltenen  Formel  ergibt  sich  dann: 

2  cotg  de  =  cotg  ac  -{-  cotg  he. 
Zu  den  Strahlen  a,  h  sind  ersichtlich  die   Halbierungs- 
strahlen ihrer  Winkel  ahy  a-h  harmonisch. 

Umgekehrt,  wenn  a,  h  und  c,  d  sich  harmonisch  trennen 
und  c,  d  rechtwinklig  zueinander  sind,  so  halbieren  sie  die 
Winkel  ah  und  a-h]  denn  dann  ist  cotg  £^c  =  0,  also  cotg  ?)C 
=  —  cotg  ac,  d.  h.  hc  =  —  ac  oder  =  tc  —  ac^  im  ersten  Falle 
halbiert  e  den  Winkel  ahj  also  d  den  Winkel  a-h,  im  zweiten  FaUe 
umgekehrt. 

Es  sei  nun  m  ein  beliebiger  weiterer  Strahl;  ui(ahcd)  =  —  \y  oder: 
sin  ac  •  sin  hd  =  —  sin  hc  •  sin  adj 
ersetzen  wir  ac,  hc,  ...   durch  mc  —  ma,  mc  —  mhy  .  .  .,  entwickeln 
die    Sinusse    der   Differenzen    und   dividieren  durch   sin  ma  •  sin  mh  - 
sin  mc  •  sin.  md,  so  ergibt  sich: 

2  (cotg  771  a  •  cotg  7nh  +  cotg  mc  •  cotg  7nd) 
=  (cotg  ma  +  cotg  mh)    (cotg  mc  -f  cotg  md). 
Ist   nun    aber   m  der   Halbierungsstrahl    eines   der  Winkel   ah,   ah, 
so  ist  cotg  mh  =  —  cotg  7)ia  und  daher: 

cotg  me  •  cotg  md  =  cotg  ma^  =  cotg  }nh^ 
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und  auch: 

tang  mc  •  tang  md  =  tang  ma'^'  =  tang  mh^^ 

welche  Formeln  zu: 

MC  .  MJD  =  MÄ'  =  MB^ 
(Nr.  8)  analog  sind. 

19  Dies  führt  wiederum  zum  Begriffe  der  Involution  im  Büschel: 

alle  Strahlenpaare  cd,  für  welche  das  Produkt  der  Ko- 
tangenten (oder  Tangenten)  der  Winkel  mc,  md  von  einem 
festen  Strahle  m  aus  einen  gegebenen  Wert  hat,  bilden  eine 
Involution;  sie  heißt  hyperbolisch  oder  elliptisch,  wenn  er 
positiv  oder  negativ  ist,  und  parabolisch,  wenn  er  0  oder 
oo  ist,  was  hier  möglich  ist.  In  diesem  letzteren  Falle  haben  alle 
Strahlenpaare  den  zu  m  rechtwinkligen  Strahl  bzw.  den  Strahl  m 
selbst  gemeinsam. 

Wir  können  auch  hier  in  ähnlicher  Weise  dartun,  daß  das  Doppel- 
verhältnis (cd  cd')  zweier  Paare  der  Involution  im  Vorzeichen  mit 
jenem  konstanten  Produkt  _p,  der  Potenz  der  Involution,  überein- 
stimmt.    Denn  es  ist: 

.    -j    ,  -j,.        sincc-sindd'        sin  (mc  — mc)- sin  (w^'  —  md) 
^  ^        sin  de  '  sin  cd'         sin  {7ne  —  md)  •  sin  {md'  —  mc) 

cotg  mc  —  cotg  m  c     cotg  md  —  cotg  m  d' 
cotg md  —  cotg m c     cotg  mc  —  cotg  m d' 

,  „c_> \^\ 

cotg  mc  —  cotg  mc         \cotg  mc      cotg  mc  j 
cotg  m c         cotg  mc 


cotg  mc  cotg  w c 

/   cotgmc  —  cotgwc'  y 

^     \p  —  cotg  m  c  •  cotg  m  c '/ 

Also  haben  bei  der  hyperbolischen  oder  elliptischen 
Involution  zwei  Strahlenpaare  hyperbolische  oder  ellip- 
tische Lage. 

Wenn  zwei  Strahlenpaare  x^y^^  x^y^  gegeben  sind,  so  fragt  es 
sich,  ob  wir  einen  Zentralstrahl  m  finden  können,  für  den: 

cotg  mx^  •  cotg  my^  =  cotg  mx^  •  cotg  my^- 
Wir  führen  einen  Anfangsstrahl  o  ein,  setzen 

cotg  ox^  =  li,    cotg  oy^  =  %?  •  •  •,  cotg  om  =  ^. 
Nun  ist: 

cotg  mx^  ==  cotg(ox^  —  om)  =      _^f^ , 

Demnach  ist: 

(^1%  -  fe%)  C**^  - 1)  +  [(li  +  ^i)  ^2%  -  (^2' +  %)  kvi 
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oder,  nacli  Division  mit  ^^  +  1 : 

^(^2  _  1)  +  :Ba  =  0 
oder 

wo 

(ll   +  ^l)  ^2  ^2  —  (^2  +  ^ä)  ll  %   +  il   +  ^1  - 

-^2- 

-^2 

^ 

5l%—  §2^2 

somit: 

~  .4' 

,  =  _l±y-+i. 

Die  Wurzeln  sind  also  reell. 

Wir  haben  daher  stets  zwei  reelle  Strahlen  m  und  m\ 
welche  der  Forderung  genügen,  mit  x^y^  und  ^2^/2  gleiche 
Kotangentenprodukte  zu  bilden,  und  weil  das  Produkt  der 
Wurzeln  cotg  om,  cotg  öw'  gleich  —1  ist,  so  sind  die  beiden 
Strahlen  rechtwinklig  zueinander.  Folglich  ist  wiederum,  wenn 
Xj  y  irgend  zwei  Strahlen  des  Büschels  sind: 

cotg  mx  '  cotg  mx  =  —  1,  cotg  my  •  cotg  my  =  —  1, 
also: 

cotff  mx  '  cotff  my  =  —r 7 

°  °       ^        cotg  mx  ■  cotg  my 

Wenn  demnach  die  Strahlenpaare  x^y^^  x^y^  niit  m  gleiche  Kotangenten- 
produkte bilden,  so  tun  sie  es  auch  mit  m'y  und  zwar  ist  der  eine 
Wert  zum  andern  reziprok;  und  jedes  weitere  Paar  xy^  welches  mit  7n 
jenes  Kotangentenprodukt  bildet,  bildet  mit  m  dieses.  Mithin  führen 
die  beiden  Strahlen  w,  m  nicht  zu  zwei  verschiedenen  Involutionen, 
sondern  zu  einer  und  derselben. 

Zwei  Strahlenpaare  ^j^/i?  VJ2  bestimmen  eindeutig  eine 
Involution.  Dieselbe  hat  zwei  Zentralstrahlen,  welche  recht- 
winklig zueinander  sind,  und  ihnen  zugehörig  zwei  Po- 
tenzen, welche  reziprok  zueinander  sind. 

Ferner  ist: 

tanff  mx  •  tang  my  =  —: 7 =  cotsj  m'x  cotg  m'y, 

ö  o      ^        cotg  mic  cotg  mi/  °  o       ^77 

also  ist  das  zu  m,  bzw.  m'  gehörige  Tangentenprodukt  gleich  dem  zu 
m'  bzw.  m  gehörigen  Kotangentenprodukte. 

Die  beiden  Zentralstrahlen  7n,  m'  bilden  selbst  ein  Paar 
der  Involution;  denn  wenn  x  nach  m  fällt,  so  ist  cotg  mx  =  00, 
also  cotg  my  =  0y  d.  h.  y  fällt  nach  m\ 

Die  Wurzeln  aus  der  Potenz  geben  die  reellen,  bzw.  konju- 
giert imaginären  Doppelstrahlen^)  d^y  d^^  zu  denen  sämtliche 
Paare  der  Involution  harmonisch  sind,  weil 

cotg  mx  '  cotg  my  =  cotg  md^  =  cotg  m^g^- 
1)  Asymptoten,  Ordnungsstrahlen  usw. 
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Weil  d^,  (^2  auch  zu  m,  m'  harmoniscli  sind,  so  sind  diese  die 
Halbierungsstrahlen  der  Winkel  c^^t^g?  d^-d^-  Also  aucli  wenn  d^,  d^ 
imaginär  sind,  haben  ihre  Winkel  reelle  Halbierungsstrahlen,  ähnlich 
wie  bei  der  elliptischen  Punktinvolution  der  Mittelpunkt  M  der  Strecke 
zwischen  den  imaginären  Doppelpunkten  D^y  D^  reell  ist. 
20  Die  beiden  Potenzen  werden  einander  gleich,  wenn  sie  einen  der 

Werte  +  1  oder  —  1  haben.  Im  letzteren  Falle  ist  für  jedes  Paar 
der  Involution: 

cotg  mx  •  cotg  my  =  —  1; 

jede  zwei  gepaarten  Strahlen  sind  rechtwinklig  zueinander. 

Diese  ausgezeichnete  elliptische  Involution  —  recht- 
winklige, orthogonale,  zirkuläre  Involution  —  besteht  aus 
lauter  rechtwinkligen  Paaren  und  wird  durch  die  Drehung 
eines  rechten  Winkels  um  den  Scheitel  erzeugt. 

Weil  zwei  Paare  eindeutig  eine  Involution  bestimmen,  so  ist 
eine  Involution  mit  zwei  rechtwinkligen  Paaren  mit  der  rechtwink- 
ligen in  ihrem  Büschel  identisch. 

In  einer  Involution  von  Strahlen,  welche  zwei  recht- 
winklige Paare  besitzt,  sind  alle  Paare  rechtwinklig. 

Wenn  sowohl  I^t^^  =  —  1,  als  auch  ^2V2  "^  ~  '^^  ^^  ^^^^  ^i^ 
obige  quadratische  Gleichung  in  ft,  welche  die  Zentralstrahlen  liefert, 
eine  Identität,  denn  dann  ist  Ä  ==  B  =  0,  und  sie  wird  durch  jeden 
Wert  von  ^  befriedigt:  jeder  Strahl  des  Büschels  ist  Zentralstrahl. 

Jede  andere  Strahleninvolution  hat  nur  ein,  aber  auch 
stets  ein  (reelles)  rechtwinkliges  Paar,  das  der  Zentral- 
strahlen oder  der  Axen  der  Involution,  wie  sie  auch  genannt  werden. 

Diejenige  Involution,  deren  Potenzen  -f-  1  sind,  ist  hyperbolisch; 
sind  d^y  d^  die  Doppelstrahlen,  so  ist 

cotg  md^^  =  cotg  md2^  =  Ij 
also : 

cotg  md^  =  -f  1,  cotg  md2  =  —  1, 
mithin : 

cotg  md^  '  cotg  md^  =  —  1; 

d.  h.  die  Doppelstrahlen  sind  rechtwinklig  zueinander;  weil  sie  har- 
monisch sind  zu  je  zwei  gepaarten  Strahlen  x,  y,  so  halbieren  sie 
deren  Winkel.  Diese  Involution  besteht  also  aus  allen  Strahlen- 
paaren, deren  Winkel  zwei  feste  (zueinander  rechtwink- 
lige) Strahlen  zu  Halbierungsstrahlen  haben.  Sie  zeigt  sich 
so  analog  zu  der  gleichseitig  -  hyperbolischen  Punktinvolution  und 
führt  deshalb  denselben  Namen. 

In  einer  (nicht  rechtwinkligen)  elliptischen  Involution  sei  m  der- 
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jenige  Zentralstrahl,  der  sich  im  spitzen  Winkel  eines  Paares  xy 
befindet;  wir  geben  den  beiden  spitzen  Winkeln  xm^  my  positiven 
Sinn;  der  absolute  Wert  der  auf  m  bezüglichen  Potenz  in  Tangenten 
ist  tang  xm  •  tang  my.     Nun  ist: 

,  .  /  .  \  tang  a:;m -1- tang  WM 

tancr  xy  =  tanor  (xm  -\-  my)  =  -^ — ~, — ^ ---^  . 

°     ^  °^  '        i7y        j  —  tang  ajw  tang  ?ni/' 

weil  nun  xmy  my  und  xy  positive  spitze  Winkel  sind,  so  muß 

1  >  tang  xm  •  tang  7ny 

sein.  Die  für  den  genannten  Zentralstrahl  gebildete  Tangentenpotenz 
ist  also  echt,  die  für  den  andern  demnach  unecht. 

Folglich  befindet  sich  derjenige  Zentralstrah.1,  für  wel- 
chen die  Tangentenpotenz  echt  ist,  im  spitzen  Winkel  aller 
Paare  und  der  andere  im  stumpfen. 

Ist  jene  Potenz,  mit  Vorzeichen  behaftet,  also  tang  mx  •  tang  my 
=^p  =  —  g_^7  so  haben  wir: 

f «no-  r «2  _  (tang  a;w- tang  myf^r^  . 
lang  xy   —  (i  _  ^^p"  ^ 

daher  ist  der  spitze  Winkel  xy  am  kleinsten,  wenn  xm  =  my. 

Unter  den  Paaren  einer  elliptischen  Strahleninvolution 
bildet  dasjenige  den  kleinsten  (spitzen)  Winkel,  welches  die 
Zentralstrahlen  zu  Halbierungslinien  seiner  Winkel  hat. 

Das  dritte  Grundgebilde,  der  Ebenenbüschel,  kann  wegen  der  21 
großen  Analogie  zum  Strahlenbüschel  kurz  erledigt  werden.  Wir 
legen  ebenfalls  einen  positiven  Drehsinn  in  ihn,  setzen  bei  jeder 
Ebene  des  Büschels  fest,  welche  von  den  beiden  durch  die  Axe  ge- 
bildeten Halbebenen  die  positive  ist;  dies  führt  dann  zur  Definition 
der  Winkel  aß  und  a  •  ß  zweier  Ebenen  cc,  ß  des  Büschels,  bzw.  der 
beiden   vollen    Winkel,    ferner    zur   Bestimmung    einer   Ebene    durch 

cotg  (oh,   oder  durch  den  Parameter  m  •  ^-^-j,   zum  Doppel  Verhältnis 

i'    rt     ^\        sin  cc  y     sin  a  8 

ZU  harmonischen  Ebenen  und  zur  Ebeneninvolution:  die  ausführliche 
Erörterung  würde  nur  eine  Wiederholunoj  des  beim  Strahlenbüschel 
Gesagten  sein  mit  der  einzigen  Änderung,  daß  „Strahl"  durch  „Ebene", 
die  kleinen  lateinischen  Buchstaben  durch  die  griechischen  ersetzt 
werden. 
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§  3.   Gemeinsame  Betrachtung  der  drei  Grundgebilde. 
Lineare  Substitution. 

22  Wir   neliinen   daher   eine  Betrachtung    über  die  Involution  vor, 

welche  für  alle  drei  Grundgebilde  zugleich  gilt. 

Wenn  a,  /3,  y,  d  die  Parameter  von  4  Elementen  des  Gebildes 
sind  —  die  wir  zugleich  als  Namen  dieser  Elemente  benutzen  — ,  so 
ist  ihr  Doppelverhältnis 

cc  —  Y     a  —  d 


a,  ß  sind  zu  y,  d  harmonisch,  wenn: 

u  —  7  a  — 


oder: 

(H)  aß  -  i(a  +  ß){r  +  d)-^yd  =  0 

(Harmonizitäts  -  Relation). 

Das  bewegliche  Paar  X^  ist  also  zum  festen  Xq^q  harmonisch,  wenn 

^i^  -  Wo  +  N)  (^  +  ^)  +  ^0^0  =  ö. 
Durch  die  X,^  entsteht  eine  hyperbolische  Involution  mit  den  Doppel- 
elementen Xqj  ^Q.    Mit  diesen  Größen  Aq,  /i^  bleiben  auch  fest  Xq  +  ^q 
=  —  2qqj  Xq^q  =  ÖQf  und  wir  können  schreiben: 

(I)  Xii  +  Q,(X  +  ^)  +  ö,  =  0. 

Nach  bekannter  Eigenschaft  der  quadratischen  Gleichungen  sind 
Xqj  ^Iq  die  Wurzeln  von: 

x'  +  2q,x  +  ö,  =  0. 

Statt  von  Aq,  ^q  können  wir  von  Qq^  öq  ausgehen,  aber  wenn  wir  Xq,  ^q 
reell  haben  wollen,  nur  mit  der  Beschränkung  Qq^  —  ^o  ^  ^-  ^^^ 
lassen  aber  dieselbe  fallen  und  haben  die  allgemeine  Involution,  definiert 
durch  (I);  sie  ist  hyperbolisch,  elliptisch,  parabolisch,  je  nachdem 

9o'-öo>0,     <0,     =0 
ist. 

Wenn  nun  wieder  zwei  Paare  A^fi^,  A2ft2  gegeben  sind,  so  läuft 
die  Bestimmung  der  Involution  auf  diejenige  von  Qq^  6q  hinaus;  wir 
haben : 

welche  in  Qq,  öq  vom  1.  Grade  sind,  also  sie  eindeutig  und  reell 
bestimmen;  es  ergibt  sich: 

h  i^2  —  ^1  ^1  ^      ^  K  ^1  (^2  +  ^2)  —  K  f^2  (^1   +  ^1) 


Gemeinsame  Betrachtung.  29 

Will  man  freilich  noch  A^,  Uq,  so  hat  man  diese  Werte  in  die  obige 
Gleichung  2.  Grades  in  x  einzusetzen  und  diese  aufzulösen.  Wir 
finden  als  Bedingung  dafür ^  daß  die  Doppelelemente  reell  und  ver- 
schieden, reell  und  vereinigt,  konjugiert^)  imaginär  sind: 

(^1  -  ^2)(^  -  f*2)Ct*l  -  '^2)(i^l  -  ."2)  >  0,  =  0,  <  0. 

Wir  sehen,  daß  die  Kennzeichen  für  die  drei  Arten,  welche  wir 
für  die  Punktinvolution  und  zwar  unter  der  Voraussetzung,  daß  die 
Punkte  durch  Abszissen  bestimmt  werden,  gefunden  haben,  in  allen 
drei  Fällen  und  für  die  allgemeinere  Bestimmung  durch 
den  Parameter  gelten. 

Die  Elemente  A^,  ^q  bilden  das  Paar,  das  gleichzeitig  zu 
X^fi^  und  zu  Agtto  harmonisch  ist,  oder  auch  das  gemeinsame 
Paar  der  beiden  hyperbolischen  Involutionen,  welche  A^,  ftj 
bzw.  Ag,  -U2  zu  Doppelelementen  haben.  Dies  Paar  besteht 
aus  reellen,  vereinigten,  imaginären  Elementen  —  wie  kürzer 
gesagt  werden  mag  — ,  je  nachdem  die  beiden  Paare  A^/Ltj,  Agftg 
hyperbolische,  parabolische  oder  elliptische  Lage  haben. 

Soll  nun  auch  A^  zu  der  durch  A^^^,  Agftg  bestimmten  Involution 
gehören,  oder  veränderlich  sie  erzeugen,  so  muß  auch 

^o-{-Qo(^  +  ^)  +  X^  =  0 

sein.  Dies  führt  uns,  wenn  die  Werte  von  Qq,  öq  eingesetzt  werden, 
nach  einigen  Umformungen  zu  folgenden  verschiedenen  Gestalten  der 
Involutionsbeziehung  für  drei  Elementenpaare  A^fii,  X^Nj  ^i^' 

(Ij)  A  u  (A^  +  ^u-i  —  Ag  —  tto)  -f  Ai  ^i  (A2  +  /x,  ~  ^  ~  i^) 

+  X^f^^i^  -\-  II  —  X^  —  ^^)  =  0, 

(Ig)  (A  +  ii)(X.2ii2  —  X^^j)  +  (Ai  -f  .<*i)(^t*  —  ^1^2) 

+  (^2  +  ^2)('^i^i  —  ^l^)  =  ^y 
(I3)    A^tt(Ai  +  Ui  —  Ag  —  (ig)  +  (A  +  ii){X^u.2  —  Ai/x-i)  +  )^^ii^{X^  +  ,0^) 
-Ag^a^CA, +  ^,)  =  0^), 

(I4)    (^1  -  .«2)('^2  -  y){^  -  ^1)  +  C^i  -  ^^2)^  -  '^)C^  -^)-o. 


1)  Statt  „konjugiert"  in  Verbindung  mit  „imaginär"  hat,  wegen  der  vielen 
Bedeutungen,  welche  „konjugiert"  sonst  schon  in  der  Geometrie  hat,  Staudt 
„konjun giert"  gesagt;  es  ist  aber  nicht  angenommen  worden.  Thomä  schlägt 
„aggregirt  ideal"  statt  „konjugiert  imaginär"  vor  (Theorie  der  Kegelschnitte 
[1894]  S.  79). 

2)  Die  drei  ersten  können  auch  in  Determinantenform  geschrieben  werden: 
Xfi,      X   -f  jx,    1    I 

h  f^2  '    ^2  +  /*2  t    1      1 
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Die  letzte  hat  denselben  Bau  wie  die  für  drei  Punkte- 
paare in  Involution  in  den  Abszissen;  sie  ist  allgemeiner 
und  umfaßt  sie. 

Bemerkenswert  ist  die  Linearität  in  allen  6  Parametern,  insbe- 
sondere in  denen  des  beweglichen  Paares;  sie  drückt  eben  aus,  daß 
jedes  der  beiden  Elemente  desselben  das  andere  eindeutig  bestimmt. 
In  (I3),  welche  die  Form: 

hat,  tritt  diese  Linearität  am  deutlichsten  hervor;  beachten  wir  aber 
noch,  daß  diese  Gleichung  in  bezug  auf  A  und  ^  symmetrisch 
ist,  d.  h.  durch  Yertauschung  von  A  und  ^  sich  nicht  ändert;  ge- 
paarte Elemente  sind  vertauschbar.  Die  Linearität  bleibt,  die 
Symmetrie  aber  hört  auf,  wenn  an  Stelle  dieser  Beziehung  die  all- 
gemeinere tritt: 

(P)  aXfi  +  ßX  +  ß'^  +  y^O, 

wo   /3'  >  /5  ist. 

Damit  ordnet  sich  die  Involution  einer  allgemeineren  eindeutigen 
Zuordnung  von  zwei  Elementen  eines  Grundgebildes  unter,  bei  der 
nicht  Vertauschbarkeit  stattfindet  und  die  später  behandelt  werden 
wird. 

Die  Zuordnung  gepaarter  Elemente  einer  Involution  ist  die  erste 
Verwandtschaft,  auf  die  uns  der  Gang  unserer  Betrachtung  geführt  hat. 

Setzen  wir  X  =  ^  =  d  in  (I3)  ein,  so  erhalten  wir  die  quadratische 
Gleichung  für  die  Parameter  ö  der  Doppelelemente: 

—  22/12(^1  H-i^i)  =  0, 
welche  wir  in  derselben  Gestalt  für  die  Abszissen  der  Doppelpunkte  einer 
Punktinvolution  gefunden  haben.     Auch  sie  führt  zum  Kennzeichen: 

(Ai  —  A2)(Ai  -  ^2)(^i  —  h){fii  —^2)>>  =y  <  0 
für  die  Art  der  Involution. 
23  Nehmen  wir   im  Strahlenbüschel  an,   daß   die  Parameter  Kotan- 

genten seien,  so  ist: 


'^1 "~  i^2  =  ßotg  ox^  —  cotg  01/2  =  — 


Bin  a?i  2/2 
sinorCi  •  sino^ 


also  folgt  aus  (IJ,  wo  wir  A^  durch  A3 /ig  ersetzen  wollen: 

sin  x^y^  •  sin ^2^3  '  ^^^^^Vi  +  ^^^Vi^^  '  ^'^^VA  '  sin  1/3^,  =0, 
welche  zu 

X^  Y^  ■X.Y,.  X,  r,  +  Y^X,.  Y,X,  •  r^Xi  =  0 
analog  ist;   wir   können   auch   analoge  Folgerungen    aus   ihr   ziehen, 
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wie  aus  dieser  Relation.     Insbesondere  können  wir  sie  in  die  Doppel- 
Terhältnis-Gleichheit  umgestalten: 

(^12/1^2^3)  =  (^1^1^22/3-) 

Und  ähnliches  gilt  im  Ebenenbüschel. 

Eine  Vergleicliung  der  im  vorangehenden  für  die  drei  Grund- 
gebilde erhaltenen  Ergebnisse  wird  lehi-en,  daß,  wo  es  sich  um 
reine  Lagenbeziehungen  handelt,  vollständige  Analogie  statt- 
hat, wo  aber  Maßbeziehungen  eingreifen,  die  Analogie  nur 
unvollständig  ist. 

Wenn  das  Element  eines  Grundcrebildes  eindeutior  durch  den  24 
Parameter  ^  bestimmt  ist,  so  möge  eine  neue  Größe  ij  einge- 
führt werden,  die  in  einer  solchen  algebraischen  Beziehung 
zu  I  steht,  daß  beide  sich  gegenseitig  eindeutig  bestimmen: 
die  Beziehung  ist  also  in  bezug  auf  beide  vom  1.  Grade,  bilinear, 
mithin  von  der  Form  der  Beziehung  (P): 

X^ri  +  itj  -f  ^'t]  +  1/  =  0, 

worin  A,  ^,  /i',  v  Konstanten  sind;  nach  J  aufgelöst,  gibt  sie: 


oder  mit  anderer  Bezeichnung  der  Konstanten: 


woraus  folgt: 

Man  kann  schreiben: 


^       -51  +  ^ 


1^  +  1 

also  sind  die  gegebenen  Größen   die  drei  Verhältnisse    . ,  .  .  . 

Man  nennt  dies  Ersetzen  von  ^  durch  7]  (oder  umgekehrt)  eine 
lineare  Substitution.  Da  |  und  r]  sich  gegenseitig  eindeutig  be- 
stimmen, so  ist  auch  rj  zur  eindeutigen  Bestimmung  des  Elementes 
geeignet;    aber  r]  ist    nichts    neues,    sondern    ebenfalls    ein   Para- 

meter.     Wenn  die  Pimktreihe  vorliegt,  wo  ^  =  '^r^?  ^^  haben  wir: 

—  ömFX-\-ßGX 
^  ~    ym-FX—a-GX   ' 

die  Punkte  F^  und  G^  seien  durch  die  Teilverhältnisse 

FF,  ^  J_     FG^  _  j^ 
GF^  ~  8m'    GG,~  ym 


:-^- 
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oder 

bestimmt ,    so     daß     ß  ==  l    F^F,  -  dm  =  X  -  GF^,  -  a  ==  ^  •  G^F, 
ym  =  ^  •  GG^]  also: 

==  H(^F^'FX-\-F^F-GX)  ^  X_     GF  F,X  _         F^X 
^       ILiGG,  ■  FX-\-G^F-  GX)  ~  ^  '  GF  •  G^X~  *^^i  G~X^ 

denn  nach  der  Eul ersehen  Formel  ist: 

GF^FX  +  F^F-  GX  +  FG'F^X  =  0,  GG^FX^  G^F •  GX 

+  FGG,X  =  0. 

Setzt  man  insbesondere  a  =  m^  ß== — m  •  OF,  y  =^1,  d  =  —  0G\ 
so  ergibt  sich 

FX  _  ,  _  m{n~OF) 
^^'^  GX       ^  ri-OG    ' 

also: 

{i]-0G)FX={7i-  OF)GX 
oder: 

riiFX  +  XG)  =  OG'FX  +  FOGX  =  FG'  OX, 

rj  =  OX', 

womit   wiederum    die    Abszisse    als    Spezialfall    des    Parameters    sich 
ergibt. 

Im  Strahlen-  (und  Ebenen-)büschel  haben  wir  |  =  w   !^      ; 

also:  i«      •    /•     I  ö     • 

—  om  smfx  -f-  ß  •  singx 
'         ym  ■  sinfx  —  a  •  singx  ' 

wir  bestimmen  wieder  die  neuen  Grundstrahlen  f^,  g^  durch: 


sin/Zi 

^ 

sin  fg^           a 

sin  öl/; 

dm' 

smgg^         ym 

und  erhalten: 

sm/l  X 
'  ^    sm  g^  X 

Nunmehr  ersehen  wir  auch,  warum  man  sich  nicht  auf  das  Teil- 
verhältnis ^^,  bzw.    . beschränkt,  sondern  es  noch  mit  einer  Kon- 

staute  m  multipliziert. 

Das  Doppelverhältnis    ist  von  der  Bestimmung    des    Parameters 
unabhängig;   es  muß  also,  wenn  durch   dieselbe  lineare  Substitution 

?i7  ^2;  I3;  ^4  iii  Vu  %?  %;  ^4  übergeführt  werden: 
^2  —  is  *  I2  —  ^4       ^2  —  ^3  '  "^2  —  ^4 
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sein:  in  der  Tat,  es  ist 

\7  'ii  -r  ^f\I  'Is  "T  "/ 

also 

Bilinear  ist  die  Involutions-Relation  OX.OY  =  p:  daher  ist  (J^^^^J 
=  {B^B^B^B^,  wenn  ^^^j, .  .  .  ^^^^  Paare  sind. 

Durch  eine  solche  lineare  Substitution  kann  man  immer  erzielen, 
daß  drei  bestimmte  Elemente  gegebene  Parameter  erhalten. 
Denn  wenn  die  Elemente  mit  den  bisherigen  Parametern  J^,  J^,  |j 
die  gegebenen  Parameter  j^^,  1;,,  r;,  erhalten  sollen,  so  haben  wir 
drei  Gleichungen: 


mit  den  Unbekannten  ^,  ^,  ^• 

Femer  sieht  man,  daß  beim  Übergänge  Yon  einer  parametrischen 
Bestimmung  zu  einer  andern,  vermittelst  einer  linearen  Substitution, 
alle  Parameter- Relationen  ihren  Grad  in  den  Parametern  nicht  ändem. 

§  4.     Perspektive  Lage  ungleichartiger  Gebilde.    Projektive 
EigenschafteiL 

Diese    Perspektive  Lage    fuhrt    uns    zu    neuen  überaus  einfachen     25 
Verwandtschaften.     Mit  ihr  verlassen  wir  das  einstufige  Gebiet. 

Wir  betrachten  zuerst  eine  Punktreihe  u  und  einen  Strahlen- 
büschel U  in  perspektiver  Lage;  dazu  ist  notwendig,  daß  beide 
in  derselben  Ebene  liegen,  weil  dann  im  allgemeinen  ein  Strahl  des 
Büschels  und  der  Träger  der  Punktreihe  sich  schneiden  und  der 
Strahl  einen  ihm  zugeordneten  Punkt  in  derselben  erhält,  eben  den, 
in  welchem  er  schneidet,  durch  den  er  geht  oder  um  einen  Ausdruck 
einzuführen,  der  bald,  weil  für  verschiedene  Fälle  gleich  geeignet, 
sich  als  bequem  herausstellen  wird:  mit  dem  er  inzident  ist.^;  Diese 
Zuordnung,  die  wir  eben  die  Perspektive  Lage  der  beiden  Gebilde 
nennen,  ist  in  beiderlei  Sinne  eindeutig:  jedem  Punkt  der  Punkt- 
reihe entspricht  ein  Strahl  des  Büschels  und  jedem  Strahl  des  Büschels 
ein  Punkt  der  Punktreihe,  sofern  wir  den  unendlich  fernen  Punkt 
der  Punktreihe  annehmen   und   ihm   den   zum  Träger   der  Punktreihe 

1)  Er  rfihrt  von  Graßmann  her. 

Starm,  Geometr.  Verwandtschaft«!!.    L  3 
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parallelen  Strahl  des  Büschels  zuordnen.  Ohne  diese  Annahme^ 
welche  mit  den  weiteren  Folgerungen  über  die  unendlich  ferne  Gerade 
jeder  Ebene  und  die  unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes,  die  aus  ihr 
sich  ergeben  werden,  als  Perspektive  Anschauung  des  Raumes 
bezeichnet  wird,  ist  unsere  Zuordnung  nicht  ausnahmslos. 

Beachten  wir,  daß  die  dem  .Parallelstrahle  beiderseitig  benach- 
barten Strahlen  des  Büschels  nach  weit  entfernten  Punkten  der  Punkt- 
reihe auf  der  einen  und  der  andern  Seite  gehen  und  auch  durch 
unsere  Figur  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Gerade  als  derjenige 
erkannt  wird,  der  den  Übergang  von  der  einen  Seite  zur  andern  ver- 
mittelt. Durch  die  Zuordnung,  mit  der  wir  jetzt  zu  tun 
haben,  übertragen  wir  die  im  Büschel  unzweifelhaft  vor- 
handene Kontinuität  in  die  Punktreihe. 

Hier  empfiehlt  es  sich,  zunächst  diejenigen  Halbstrahlen  des 
Büschels,  Avelche  die  zugeordneten  Punkte  enthalten,  als  die  positiven 
anzusehen.  Gehen  die  Strahlen  a,  b  des  Büschels  durch  die  Punkte 
A,  JB  der  Reihe,  so  stehen  die  vollen  Winkel  ah  und  a  •  h  über  den 
Strecken  AB  und  A  •  B]  während  bei  anderer  Festsetzung  über  die 
positiven  Halbstrahlen  auch  ab  über  A  •  B,  und  a  •  h  über  AB  stehen 
könnte.  Und  wenn  c  in  ab  oder  a  •  b  liegt,  dann  befindet  sich  der 
zugeordnete  Punkt  C  in  AB  oder  A  •  B. 

Es  sei  0  derjenige  Strahl  des  Büschels,  der  zum  Träger  u  recht- 
winklig ist,  und  0  der  zugeordnete  Punkt,  sein  Fußpunkt,  so  haben 
wir,  wenn  x^y  X2,  .  .  .  und  Xj,  Xg,  .  .  .  weitere  entsprechende  Elemente 
sind,  die  auch  dem  Vorzeichen  nach  richtige  Proportion: 

OX^ :  0X2  :  0X3  :  •  •  •  =  tang  0%  :  tang  ox^  :  tang  ox^  :  •  •  -. 

Die  absolute  Richtigkeit  bedarf  keines  Beweises.  Die  Strecken  OX. 
und  die  tang  ox^  haben  aber  durchweg  dasselbe  oder  durchweg  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen,  je  nachdem  die  positiven  Sinne  auf  u  und  in  ü 
perspektiv  sind  oder  nicht,  d.  h.  je  nachdem,  wenn  das  eine  Gebilde 
von  einem  Elemente  in  positivem  Sinne  durchlaufen  wird,  das  ent- 
sprechende Element  das  andere  ebenfalls  in  positivem  Sinne  durch- 
läuft oder  nicht. 

Da  wir  aber  mit  Tangenten  zu  tun  haben,   so  sind  wir  (Nr.  16) 
tatsächlich    frei   von    der    obigen  Annahme    über  die  positiven  Halb- 
strahlen   im  Büschel,   welche    zunächst  die  bequemere  war;    die  Pro- 
portion ist  auch  bei  anderer  Annahme  richtig. 
2ß  Sind    nun    X^X^X^X^   und   XiX2X^x^    zwei    entsprechende    oder 

Perspektive  Würfe  von  u  und   C/",  so  ist: 


fY   "V   'Y   IT  '\  OX^  —  ÖX3     OXj  —  0X4 


(x  X  X  x)  =  ^^^SO^^i  —  ^^^go^s  ,  tang  Q^Ti^  tang  Qo;^ 
^  ^    ^    ^   *^       tang  OX,  —  tang  ox^  '  tsbugox,  —  tang  ox^  ' 
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indem  wir  hier  die  Tangenten  als  Parameter  annehmen.  Es  ist  aber 
ersichtlich^  daß  wir^  wegen  der  Homogeneität,  rechts  die  OX^  oder 
die  tang  ox-  durch  die  proportionalen  tang  oXi  oder  OX^.  ersetzen  können, 
ohne  daß  die  Quotienten  ihre  Werte  ändern.     Also  ist: 

(X1X2X3X4)  =  {x^x^x^x^. 

Zwei  Perspektive  Würfe  von  Punkten  und  Strahlen 
haben  dasselbe  Doppelverhältnis.     Und: 

Alle  Punktwürfe,  in  denen  ein  Strahlenwurf  geschnitten 
wird,  haben  dasselbe  Doppelverhältnis;  ebenso  alle  Strahlen- 
würfe, durch  welche  ein  Punktwurf  projiziert  wird.^) 

Ein  Strahlenbüschel  und  ein  Ebenenbüschel  heißen  per- 
spektiv,  wenn  der  erstere  ein  Schnitt  des  anderen  ist  oder  dieser 
jenen  aus  einem  Punkte  (oder  aus  der  Gerade,  die  ihn  mit  dem 
Scheitel  verbindet)  projiziert:  jeder  Strahl  ist  dann  der  Ebene  zu- 
geordnet, aus  der  er  geschnitten  wird,  mit  der  er  inzident  ist. 

Schneiden  wir  einen  Ebenenbüschel  zuerst  mit  einer  Ebene,  die 
zu  seiner  Axe  normal  ist,  und  nehmen  wir  an,  daß  die  positiven 
Halbstrahlen  in  den  positiven  Halbebenen  liegen,  und  daß  die  positiven 
Sinne  beider  Büschel  perspektiv  seien,  so  stimmt  der  Winkel  zweier 
Ebenen  im  Maße  und  Vorzeichen  mit  demjenigen  der  entsprechenden 
Strahlen  überein,  denn  dieser  ist  ja  Neigungswinkel.  Daher  sind  die 
Doppelverhältnisse  zweier  entsprechender  Würfe  gleich,  weil  alle  vier 
Winkel  in  beiden  gleich  sind;  das  Doppelverhältnis  eines  Wui-fes  in 
einem  Büschel  ist  aber  unabhängio^  von  der  Festsetzunor  über  den 
positiven  Sinn  und  die  positiven  Halbelemente;  also  können  wir  die 
obigen  Annahmen  fallen  lassen. 

Xun  sei  der  Strahlenwurf  durch  eine  beliebige  Ebene  aus  dem 
Ebenen  würfe  geschnitten;  wir  schneiden  einen  zweiten  durch  eine  zur 
Axe  senkrechte  Ebene  aus.  Die  beiden  Ebenen  sind  nicht  parallel, 
und  ihre  Schnittlinie  trifft  den  Ebenenwurf  in  einem  Punktwurfe, 
über  dem  beide  Strahlenwürfe  perspektiv  stehen;  folglich  haben  sie 
mit  ihm  und  untereinander  gleiche  Doppelverhältnisse,  daher  auch 
der  schief  ausgeschnittene  Strahlenwurf  mit  dem  Ebenenwurf.     Also: 

Zwei  Perspektive  Würfe  von  Strahlen  und  Ebenen  haben 
dasselbe  Doppelverhältnis. 

Und  endlich,  wenn  eine  Punktreihe  und  ein  Ebenenbüschel 
perspektiv  sind,  so  lege  man  durch  den  Träger  der  ersteren  eine 
Ebene,  die  den  letzteren  in  einem  Strahlenbüschel  schneidet,  der 
zu  beiden  perspektiv  ist;  daher  haben  zwei  entsprechende  Würfe  in 
jenen  dasselbe  Doppelverhältnis  wie  der  zu  ihnen  Perspektive  Wurf 
in  diesem. 


1)  Dieser    fundamentale   Satz    findet    sich    schon   bei    Pappus:    CoUectio 
Buch  yn  Satz  129. 

3* 
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Ein  Punktwurf  und  ein  Ebenenwurf,  welche  perspektiv 
sind,  haben  dasselbe  Doppelverhältnis. 

Eine  zum  Träger  der  Punktreihe  normale  Ebene  enthält  der 
Ebenenbüschel  im  allgemeinen  nicht. 

Diese  drei  Sätze  lassen  sich  zusammenfassen: 

Zwei  ungleichartige  Würfe,  welche  perspektiv  sind, 
haben  dasselbe  Doppelverhältnis. 

Oder: 

Das  Doppelverhältnis  bleibt  bei  jeder  Projektion  und 
jedem  Schnitt  erhalten.  Man  nennt  nach  Poncelet^)  diese 
Operationen:  Schnitt  und  Projektion  die  projektiven  Operationen 
und  eine  Größe  oder  Eigenschaft,  welche  bei  ihnen  erhalten  bleibt, 
projektiv  (invariant) . 

Das  Doppelverhältnis  ist  also  eine  projektive  Größe,  und  damit 
haben  wir  seine  fundamentale  Eigenschaft  erkannt.  Speziell  ist  auch 
die  Harmonizität  projektiv. 

27  Wir  benutzen  die  obige  Proportion  (Nr.  25)  noch  weiter,  um 
andere  Analogien  zwischen  Punktreihe  und  Büschel  zu  erkennen. 
Wir  fanden  bei  der  Punktreihe,  wenn  (AB CD)  =  A,  daß 

1  — Z  _    1  X 

lDC~  ~BC~ÄC' 

Schneidet  man  einen  gegebenen  Strahlenwurf  ah  cd,  für  den 
(ahcd)  =  l  ist,  mit  einer  zu  c  senkrechten  Transversale  in  ABCDj 
dessen  Doppelverhältnis  ebenfalls  l  ist,  so  ist  ACiBCiDC 
=  tang  ac  :  tang  hc  :  tang  dc-^  daher  folgt  aus  jener  Formel,  weil  sie 
homogen  in  AC,BC,BG  ist: 

1  — ;i   _       1 l 

tang  de        tang  hc        tangac 

Ebenso,  wenn  bei  einem  harmonischen  Strahlen  würfe  ah  cd  die 
Transversale  senkrecht  zum  Halbierungsstrahle  m  des  Winkels  ah 
gezogen  wird,  wodurch  M  die  Mitte  von  AB  wird,  folgt  aus  der 
Formel: 

MC  •  MB  =  MA^  =  MB^ 

für  den  harmonischen  Punktwurf  ABCB  die  entsprechende  für  ah  cd: 

tang  mc  •  tang  md  =  tang  ma^  =  tang  mh^. 

Der  Halbierungsstrahl  m'  von  a  -h  ist  parallel  zur  Transversale; 

wir  wissen  m  und  m'  sind  harmonisch   zu  a^h,    also   auch  die  Mitte 

von  AB  und  der  unendliche  ferne  Punkt  zu  A,  B. 

FX 

28  Wir   können    den    Parameter   in    der   Punktreihe    X  =  m  j^jr  als 

Doppelverhältnis  (FGXH)  darstellen,  indem   wir  H  so    bestimmen. 


1)  Traite  des  proprietes  projectives,  1.  Aufl.  1822,  2.  Aufl.  1865,  1866. 
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daß  ^^  =  m  ist,   und   ähnliches   gilt   in  den  Büscheln.     Nun  sei  ein 

Ebenenbüschel  mit  der  Punktreihe  perspektiv  gemacht  und  ein  Strahlen- 
büschel mit  beiden,  indem  seine  Ebene  durch  den  Träger  der  Punkt- 
reihe und  sein  Scheitel  auf  die  Axe  des  Ebenenbüschels  gelegt  ist. 
Den  Elementen  /)  g,  h,  x  mögen  die  Elemente  cp,  y,  r^,  ^  bzw.  F^  G,  H,  X 
entsprechen.  Nehmen  wir  also  in  den  Büscheln  cp^y,  bzw.  f^g  als 
Grundelemente   der   parametrischen  Bestimmung   und   als  Konstanten 

m' =  -T^-^,  bzw.  m'=—^^Yrf   so  erhalten  |  und  x  denselben  Para- 
smcpT]  '  sm  fh  ' 

meter  wie  X,  weil  (FGXH)  =  {(py^rj)  =  (fgxh). 

In  zwei  Perspektiven  Gebilden  ungleicher  Art  kann  man 
die  parametrische  Bestimmung  immer  so  einrichten,  daß 
entsprechende  (inzidente)  Elemente  den  nämlichen  Para- 
meter haben. 

Daraus  folgt,  daß  jede  Beziehung,  die  sich  (allgemein) 
parametrisch  ausdrücken  läßt,  projektiv  ist. 

Gilt  z.  B.  die  Involutionsrelation 

(Ai  -  ii^)  (^g  -  ^3)  (;.3  -  ^1)  +  Cui  -  Ag)  ^^2  -  h)  C«3  -h)-^ 

für  drei  Elementenpaare  in  einem  von  zwei  Perspektiven  Gebilden,  so 
gilt  sie  auch  für  die  drei  entsprechenden  im  andern. 

Die  Involution  ist  eine  projektive  Eigenschaft. 

Das  entnehmen  wir  auch  aus  derjenigen  Form  der  Involutions- 
relation, in  der  sie  als  Gleichheit  zweier  Doppelverhältnisse  erscheint; 
aus  {X^1\X,^X^)=={Y^X^1\Y\)  Mgi:  {x^y^x^x^)  =  {y^x^y^y^),  und 
umgekehrt. 

Offenbar  gehen  die  Doppelelemente  der  einen  in  die  der  anderen 
Involution  über;  folglich  ist  auch  die  Art  der  Involution  pro- 
jektiv. 

Es  ist  leicht,  eine  gleichseitig-hyperbolische  Strahleninvolution  — 
mit  zwei  rechtwinkligen  Doppelstrahlen  —  durch  eine  Transversale 
in  einer  gleichseitig-hyperbolischen  Punktinvolution  zu  schneiden  und 
die  Eigenschaften  der  einen  aus  denen  der  andern  abzuleiten. 

Staudt  hat  vorgeschlagen,  die  beiden  konjugiert- imaginären  29 
Doppelelemente  einer  elliptischen  Involution  durch  die  beiden  Sinne 
zu  unterscheiden,  in  denen  man  die  vier  Elemente  zweier  Elementen- 
paare ABj  A' B'  —  der  die  Involution  bestimmenden  —  durchlaufen 
kann:  AÄBB^  und  AB'BÄ.  Man  wird  dadurch  nämlich  instand 
gesetzt,  jedes  der  beiden  Elemente  bei  Verbindungen  (Projektionen) 
und  Schnitten  für  sich  zu  verfolgen.  Wir  wollen  z.  B.  die  beiden 
imaginären  Doppelpunkte  einer  elliptischen  Punktinvolution  mit  einem 
Punkte  ü  verbinden;  dazu  projizieren  wir  diese  Involution  —  die 
sie  darstellende  Involution,  ihren  reellen  Repräsentanten  — 
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aus  U  und  zwar  A,  jB;  A\  B'  durch  a,  h]  a\  V .  Dann  geht  der  durch 
den  Sinn  AÄ'BB'  gekennzeichnete  Punkt  in  den  durch  den  Sinn 
aaW  gekennzeichneten  Strahl  über,  der  ihn  also  mit  U  verbindet, 
und  der  andere  mit  dem  Sinne  AJB^BÄ  in  den  mit  dem  Sinne  ah'ha  . 
Wie  man  infolgedessen  die  imaginären  Verbindungslinien  der  Doppel- 
punkte einer  elliptischen  Involution  mit  denen  einer  anderen  kon- 
struiert und  darstellt,  wird  später  besprochen  werden. 
30  Die  Einführung  des  imendlich  fernen  Punktes  einer  Gerade,  der 

ihr  mit  allen  zu  ihr  parallelen  Geraden  gemeinsam  ist,  hat  zur  Folge, 
daß  wir  den  Inbegriff  aller  Strahlen  einer  Ebene  von  der- 
selben Richtung  als  Strahlenbüschel  anzusehen  haben:  mit 
unendlich  fernem  Scheitel.  Was  wir  für  einen  Strahlenwurf  mit 
eigentlichem  Scheitel  erst  beweisen  müssen,  daß  alle  ausgeschnittenen 
Punktwürfe  dasselbe  Doppel  Verhältnis  haben,  nämlich  das  des 
Strahlenwurfs,  ist  bei  einem  aus  vier  parallelen  Strahlen  bestehenden 
Wurfe  viel  unmittelbarer  klar;  denn  wenn  AB  CD,  A^B^C^B^  zwei 
ausgeschnittene  Würfe  sind,  so  gilt  wegen  des  Parallelismus  die  Pro- 
portion: 

AC:BC:AB:BD  =  A^C^:B^C^  i  A^B,  :  B^B^, 

und  zwar  auch  dem  Vorzeichen  nach,  und  aus  ihr  folgt: 
{ABGB)  =  {A^B^C^B;). 

Für  unsern  Strahlenwurf  selbst  versagt  die  ursprüngliche  De- 
finition seines  Doppel  Verhältnisses,  weil  die  vier  Winkel  ac,  hc,  ... 
alle  null  sind.  Wir  wissen  jetzt,  das  Doppel  Verhältnis  eines  solchen 
Strahlenwurfs  ist  das  unveränderliche  aller  durch  Schnitt  entstehenden 
Punktwürfe. 

Stellen  wir  über  unsern  Strahlenwurf  aus  parallelen  Strahlen 
perspektiv  einen  Ebenenwurf,  dessen  Axe  nach  dem  unendlich 
fernen  Scheitel,  also  parallel  zu  den  Strahlen  gehen  muß,  so  ist 
derselbe  ja  auch  zu  allen  den  ausgeschnittenen  Punktwürfen  per- 
spektiv und  hat  mit  ihnen  und  dem  Strahlenwurfe  gleiches  Doppel- 
verhältnis. 

Vier  parallele  Ebenen  a,  ß,  7,  d  werden  ebenfalls  von  zwei  ver- 
schiedenen Geraden  in  Punktwürfen  geschnitten,  denen  entsprechende 
Strecken  proportional  sind,  also  in  Punktwürfen  von  demselben  Doppel- 
verhältnis; folglich  ist  das  Doppelverhältnis  von  allen  ausgeschnittenen 
Punktwürfen  das  nämliche.  Daraus  ist  zu  vermuten,  daß  wir  die 
vier  wurfartig  angeordneten  parallelen  Ebenen  als  einen  Ebenenwurf 
—  mit  unendlich  ferner  Axe  —  werden  bezeichnen  dürfen,  mit  dem 
gleichen  Doppel  Verhältnis  dieser  Punktwürfe  als  dem  seinigen. 
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§  5.    Eindeutige  (projektive)  Ver wandt schaft  zwischen  zwei  Grund- 
gebilden erster  Stufe.    Dualisieren. 

Man  kann  zwei  Grundgebilde  erster  Stufe  auf  sechs  Weisen  zu  31 
zweien  zusammenstellen,  dreimal  zwei  gleichartige  und  dreimal  zwei 
ungleichartige.  Irgend  eine  solche  Zusammenstellung  liege  vor,  und 
I  und  5'  seien  veränderliche  Parameter  der  Elemente  für  das  eine 
und  das  andere  Gebilde.  Zwischen  ihnen  werde  eine  alge- 
braische  bilineare   Beziehung   gegeben,   mithin  von    der  Form: 

worin  A,  /i,  ^\  v  Konstanten  sind,  also  von  der  Gestalt  der  (P)  in 
Nr.  22.  Jedem  |  oder  ^'  wird  durch  dieselbe  ein  |'  oder  ^  zuge- 
ordnet, und  da  auch  zwischen  dem  Parameter  und  seinem  Elemente 
eine  gegenseitig  eindeutige  Beziehung  besteht,  so  wird  jedem  Elemente 
X  oder  JL'  ^)  des  ersten  oder  zweiten  Gebildes  ein  Element  X' 
oder  X  im  jeweilig  anderen  zugeordnet.  Wir  haben  damit  eine 
eindeutige  Verwandtschaft  der  beiden  Gebilde  festgelegt: 
genauer  eine  in  beiderlei  Sinne  oder  umkehrbar  eindeutige  oder  eine 
ein-eindeutige;  wir  werden  später,  veraUgemeinemd,  mit  (jn,  ^^)- deutigen 
Verwandtschaften  zu  tun  haben.  Unter  eindeutig  schlechthin  ver- 
stehen wir  immer  ein-eindeutig. 

Die  Auflösung  der  bilinearen  Relation  nach  der  einen  oder 
andern  Veränderlichen  führt,  wie  wir  wissen,  zu  einer  linearen  Sub- 
stitution, und  wir  folgern  wie  in  Nr.  24,  wenn  den  Parametern  |^, 
^2,  Ig,  ^4  die  Parameter  h^^  lE,^,  ^g',  1^'  durch  die  Relation  zugeordnet 
werden,    und    daher    den   Elementen   X^,   Xg,   X3,   X^    die    Elemente 

Sa        bs      =2        =4         »2         »s       Sg         S4 

damals  bedeutete  die  entsprechende  Relation  den  zweifachen  Ausdruck 
des  Doppelverhältnisses  eines  und  desselben  Wurfs  in  zwei  ver- 
schiedenen parametrischen  Bestimmungen;  also  im  Grunde  etwas 
Selbstverständliches.     Hier  haben  wir  erhalten: 

(  ^1  ^2  ^3  -^4)  ==  (  ^1 '  -^2 '  ^3'  ^4') ; 
d.  i.  den  Satz: 

In    eindeutig    verwandten     Grundgebilden    haben     ent- 
sprechende Würfe  das  nämliche  Doppelverhältnis; 
so  daß  auch  bei  einer  solchen  Transformation  diese  Größe  invariant  ist. 


1)  Wir   gebrauclien   die  Punktbezeichnung,   ohne    daß   die   Elemente   not- 
wendig Punkte  sein  müssen. 
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Man  führe  neue  Parameter  7],  rj'  an  Stelle  von  |,  |'  durch  lineare 
Substitutionen: 


ein  und  überzeuge   sich,   daß    eine   ebenfalls   bilineare   Relation   in  i] 
und  rj'  sich  ergibt  (Nr.  24). 

In  der  Beziehungsgleichung  haben  wir  vier  Konstanten  X,  ^,  ^',  v; 
aber  wir  wissen  schon,  daß  sie  sich  durch  Division  auf  drei  wesent- 
liche,   etwa   — ,    -^,    ^    reduzieren    lassen:     auf    diese    Verhältnisse 

kommt  es  allein  an:  werden  die  X,  ^,  ...  proportional  geändert,  so 
bleiben  dieselben  Paare  ^,  |',  welche  genügen.  Indem  wir  diese  drei 
wesentlichen  Konstanten,  durch  welche  die  Verwandtschaft  fest- 
gelegt wird,  eine  jede  durch  die  unendlich  vielen  Zahlenwerte  laufen 
lassen,  sehen  wir,  daß,  wie  man  gewöhnlich  aber  nicht  ganz  korrekt 
sagt,  dreifach  unendlich  viele  eindeutige  Verwandtschaften 
zwischen  zwei  gegebenen  Grundgebilden  möglich  sind; 
richtiger  ist  die  Potenzbezeichnung:  es  gibt  oo^  eindeutige  Ver- 
wandtschaften zwischen  ihnen,  denn  die  Verbindung  der  drei 
einfachen  Unendlichkeiten,  die  von  jenen  Konstanten  durchlaufen 
werden,  ist  der  Potenzierung  analog,  nicht  der  Multiplikation. 
32  Durch  drei  Paare    entsprechender  Elemente   ist  unsere 

Verwandtschaft  eindeutig  festgelegt;    denn,    seien  deren  Para- 
meter a,  /3,  y;  a\  ß'j  y\  so  haben  wir  drei  Gleichungen: 

Xaa  -f-  ^ß  -f  ^'a  -f-  i;  =  0, 

Xyy  -^  \Ly  -\-  \i  y  +  v  =  0; 

sie  sind   linear  in  den  Unbekannten    — ,   — ,   —  und  bestimmen  diese 
und  damit  die  Verwandtschaft  eindeutig. 

Dasselbe  lehrt  aber  auch  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse 
entsprechender  Würfe.  Sind  nämlich  jene  gegebenen  entsprechenden 
Elemente  A,  B,  C-  Ä,  B\  C,  so  lehrt: 

{ABCX)=={A'B'C'X), 
daß  zu  jedem  weiteren  Elemente  X  oder  X  des  ersten  oder  zweiten 
Gebildes  das  entsprechende  X'  oder  X  eindeutig  bestimmt  ist  (Nr.  5). 

Halten  wir  von  den  bestimmenden  Elementen  diejenigen  in  dem 
einen  Gebilde  fest,  während  die  in  dem  andern  sich  verändern  und 
zwar  jedes  in  unendlich  vielen  (po^)  Lagen,  so  erkennen  wir  von 
neuem  die  oo-'^  möglichen  Verwandtschaften. 

Machen  wir  uns  auch  umgekehrt  klar,  daß: 

0^  — y  ,  ^^-J  ^  a  —y'  ^  ß'  —  i: 
ß    -y     cc  —  l,        ß'  —  y   '  ci'  —  ^ 
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umgewandelt  werden  kann  in: 

{A  -  B)U'+{Bß'  -  Aa)l  4-  (Ba  -  Aß)^' +  Ußa  -  Baß')  =  0, 
wo 

B={ß-y){a-r^, 

also  eine  bilineare  Relation  ist. 

Daß  gewisse  Elemente  des  einen  Gebildes,  deren  Zahl  >  3  ist, 
gewissen  Elementen  des  andern  entsprechen,  wird  durch  das  Staudt- 
sche  Zeichen  A   bezeichnet: 

ABCX-7\  A'B'C'X  ■■• 

das  ist  eine  je  zu  beweisende  Behauptung.     Hingegen: 

ABC7\  A'B'C 

sagt   noch   nichts    aus,    sondern    dient   nur    zur  Festlegung   der   Ver- 
wandtschaft. 

Die    einfachste    eindeutige    Verwandtschaft    ist    die    im    vorigen  33 
Paragraphen    betrachtete    Perspektive    Lage    ungleichartiger    Gebilde, 
und  der  bei  ihr  erkannte  Satz  von  der  Gleichheit  der  Doppelverhält- 
nisse entsprechender  Würfe  subsumiert  sich  dem  jetzigen  allgemeineren. 

Perspektive  Gebilde  sind  durch  Projektion  oder  Schnitt  ver- 
bunden. Es  entsteht  nun  bei  eindeutig  verwandten  Gebilden,  die 
nicht  selbst  schon  perspektiv  sind,  die  Frage,  ob  es  nicht  möglich 
ist,  durch  eine  Reihe  von  solchen  projektiven  Operationen  von  den 
Elementen  des  einen  zu  den  entsprechenden  des  andern  überzugehen, 
so  daß  zwischen  sie  andere  Gebilde  eingeschaltet  werden,  die  zu  ihnen 
und  untereinander  auch  eindeutig  verwandt  sind,  derartig,  daß,  ein- 
schließlich der  gegebenen,  jede  zwei  aufeinander  folgende  perspek- 
tiv sind. 

Unsere  Aufgabe  vereinfacht  sich  aber  in  zweierlei  Weise.  Erstens 
reicht  es  hin,  drei  Elemente  A,  B,  C  in  ihre  entsprechenden  A'j  B', 
C  überzuführen;  denn  projektive  Operationen,  welche  das  tun,  führen 
dann  auch,  weil  bei  ihnen  die  Doppelverhältnisse  erhalten  bleiben, 
ein  Element  X  des  ersten  Gebildes  in  dasjenige  X."  des  zweiten 
über,  für  das: 

{ABCX)  =  {A'B'C'Xy, 

ist  aber  X'  dasjenige,  das  dem  X  in   der   gegebenen  Verwandtschaft 
entspricht,  so  ist: 

{ABCX)  =  {A'B'C'X'), 
also: 

{A'B'C'X")  =  (A'B'C'X'), 

woraus  folgt,  daß   X"  mit  X'  identisch  ist  (Nr.  5). 


42  I-    §  5.  Eindeutige  (projektive)  Verwandtschaft.     Dualisieren. 

Ferner  ist  unmittelbar  klar^  daß,  wenn  zwei  Gebilde  zu 
einem  dritten  in  eindeutiger  Verwandtschaft  stehen,  sie  es 
auch  untereinander  sind  und  solche  Elemente  sich  entsprechen, 
die  demselben  Elemente  des  dritten  Gebildes  in  jenen  Verwandt- 
schaften zugeordnet  sind. 

Aus  den  beiden  gegebenen  Verwandtschaftsgleichungen: 

Air -i-i^s  +  itt'r+ 1^  =  0, 

^JT  +  ^li''  +  ^1^'  +  ^1  =  0 

folgt  durch  Elimination  von  J''  die  neue: 

(^Aj  —  Aw/)  II'  4-  («i^i  —  Avi)  I  +  (i/Ai  —  /i'/i/)  I'  +  (v^j^  —  (i'v^)  =  0  . 

Ersetzen  wir  also  die  gegebenen  Gebilde  durch  zu  ihnen  beziehentlich 
Perspektive,  so  stehen  auch  diese  in  eindeutiger  Verwandtschaft,  und 
wir  können  an  ihnen  den  Überführungsprozeß  vollziehen,  da  es  uns 
zunächst  überhaupt  auf  einen  Überführungsprozeß  ankommt,  nicht 
auf  den  möglichst  einfachen.  Auf  diese  Weise  erhellt,  daß  wir  alle 
6  Fälle  durch  Schnitt  auf  den  Fall  eindeutig  verwandter  Punktreihen 
zurückführen  können.  Und  diese  wollen  wir,  was  ja  auch  durch 
Projektion  und  Schnitt  erzielt  werden  kann,  in  der  allgemeinen  Lage 
im  Räume  annehmen,  daß  ihre  Träger  u  und  u  windschief  (nicht  in 
derselben  Ebene)  gelegen  sind. 
34  Es   seien   drei  windschiefe   Geraden  a,  1),  c   gegeben,   so  gibt  es 

cx)^  Geraden,  welche  alle  drei  treffen  (im  weiteren  Sinne  der  Perspek- 
tiven Anschauung);  jede  solche  Gerade  hat,  etwa  mit  a,  einen  Punkt 
und  eine  Ebene  gemein,  und  die  Geraden  erhalten  wir  also  entweder, 
indem  wir  von  jedem  Punkte  von  a  (einschließlich  des  unendlich 
fernen)  die  einzige  Gerade  ziehen,  welche  h  und  c  trifft,  d.  h.  die 
Schnittlinie  der  Ebenen,  die  ihn  mit  &  und  c  verbinden,  oder  aber 
indem  wir  in  jeder  Ebene  durch  a  die  einzige  Gerade  ziehen,  welche 
l  und  c  trifft,  d.  h.  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  der  Ebene 
mit  h  und  c.  Der  Inbegriff  dieser  oo^  Geraden  wird  Regelschar ^) 
genannt,  und  die  drei  Geraden  a,  h,  c  heißen  Leitgeraden  von  ihr; 
sie  sei  durch  [ahc]  bezeichnet. 

Die  Geraden   der  Regelschar  sind   durchweg  windschief. 

Wir  ziehen,  behufs  der  Überführung  der  Punkte  A,ByC  auf  u 
in  die  Punkte  A,  B\  C  auf  Uy  die  drei  Verbindungslinien  a  =  AA\ 
h  =  JBB',  c  =  GG\  welche  windschief  sind,  weil  sonst  u  und  u  es 
nicht  sein  könnten;  l  sei  irgend  eine  Gerade  der  Regelschar  \ahc\. 
So  haben  wir  schon,  was  wir  wünschen:  wir  projizieren  Ä,  B,  C  aus 
l  durch  Ebenen,  welche  dann  die  a,  h,  c  in  sich  aufnehmen  und  daher 
von  u  in  den  auf  diesen  Geraden  gelegenen  Funkten  Ä\BjC'  geschnitten 


1)  „Kegel"  von  regle  Lineal. 
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werden:  diircli  eine  Projektion  und  einen  Schnitt  ist  die  Über- 
fülirung  geleistet;  die  Ebene,  welche  dann  einen  weiteren  Punkt  X 
von  u  aus  l  projiziert,  schneidet  in  u  den  entsprechenden  X'  ein. 
Es  ist  also  der  Ebenenbüschel  von  l  mit  den  beiden  Punktreihen  auf 
u  und  II  perspektiv,  und  wir  haben  die  möglichst  einfache  Überführung 
erhalten;  es  gibt  deren  oo^,  weil  so  viele  Geraden  P). 

Wir  können,  wie  oben  bemerkt,  die  andern  Fälle  auf  den  der 
Punktreihen  zurückführen;  z.  B.  wenn  ein  Strahlenbüschel  und  ein 
Ebenenbüschel  in  eindeutiger  Verwandtschaft  vorliegen,  schneiden  wir 
beide  in  Punktreihen,  und  wir  haben  dann  4  Operationen:  Schnitt 
des  Strahlenbüschels  in  einer  Punktreihe,  dann  die  beiden  Operationen, 
welche  diese  in  die  andere  überführen,  endlich  Projektion  der  letzteren 
in  den  Ebenenbüschel.  Das  ist  offenbar  nicht  die  einfachste  Über- 
führung. 

Liegen  etwa  zwei  eindeutig  verwandte  Ebenenbüschel  w,  u  um 
windschiefe  Axen  vor,  so  kann  man  vermittelst  eines  ümwandlungs- 
prozesses,  auf  welchen  wir  bald  genauer  eingehen  werden,  eine  ebenso 
einfache  Konstruktion  wie  bei  zwei  Punktreihen  erhalten.  Wenn 
nämlich  in  den  Büscheln  den  Ebenen  a^  ß,  y  die  Ebenen  a,  ß\  y 
entsprechen,  so  seien  a,  &,  c  die  Schnittlinien  acc,  ßß' ,  yy  und  / 
wiederum  eine  Gerade  der  Regelschar  [a?)c];  die  Überführungs- Kon- 
struktion ist:  Schnitt  von  «,  /3,  y  mit  der  Gerade  l  in  Punkten,  welche 
ersichtlich  auf  a,  5,  c  liegen,  Projektion  dieser  Punkte  aus  der  Axe 
if!  durch  die  Ebenen  w'a,  uh^  lic  oder  a\  ß\  y. 

Eine  Herabbringung  auf  zwei  Operationen  ist  nur  in  diesen  beiden 
Fällen  möglich,  in  den  andern  sind,  bei  allgemeiner  Lage,  mindestens 
3  oder  4  Operationen  erforderlich.  Z.  B.:  wenn  ein  Ebenenbüschel 
oder  ein  Strahlenbüschel  und  eine  Punktreihe  eindeutig  verwandt 
sind,  so  haben  wir  den  Büschel  in  einer  Punktreihe  zu  schneiden  und 
diese  dann,  durch  zwei  Operationen,  in  die  gegebene  überzuführen. 

•  Wegen  der  Möglichkeit,  eindeutig  verwandte  Gebilde 
durch  projektive  Operationen  in  Verbindung  zu  bringen, 
werden  eindeutig  verwandte  Gebilde  auch  projektiv^)  ge- 
nannt, die  Verwandtschaft  heißt  Projektivität  und  das  Staudtsche 
A   wird  „projektiv"  gelesen. 

Projektive  Gebilde  sind  solche,  die  durch  eine  Reihe 
von  projektiven  Operationen  auseinander  hervorgehen^). 


1)  Man  mache  sich  klar,  daß  die  Konstruktion  versagt,  wenn  u  und  ii  in 
derselben  Ebene  liegen. 

2)  Bis  1880  und  zuweilen  noch  jetzt:  projektivisch  (und  ebenso  perpekti- 
visch).  Vgl.  Math.  Ann.  Bd.  10  S.  118.  Die  jetzige  Form  kommt  sporadisch 
schon  früher  vor:  bei  Plücker  und  Möbius.  Die  Franzosen  sagen  homo- 
graphisch und  Homographie. 

3)  Cremona,  Elementi  di  Geometria  projettiva  (1873)  Nr.  34. 


44  i-    §  ö-  Eindeutige  (projektive)  Verwandtschaft.     Dualisieren. 

Damit  ist  die  eindeutige  Verwandtschaft  von  Maßbe- 
ziehungen,  wie  sie  in  der  bilinearen  Parameter-Relation  enthalten 
sind,  frei  geworden. 

35  Vergleichen   wir   die   beiden  Konstruktionen,   die   uns  zur  Regel- 

schar geführt  haben,  oder  die  beiden  Operationenfolgen  zwischen  zwei 
projektiven  Punktreihen  und  zwischen  zwei  projektiven  Ebenenbüscheln 

—  Konstruktionen,  die  von  Maßbeziehungen  frei  sind,  —  so  erkennen 
wir  folgenden  Unterschied.  Wo  in  der  einen  ein  Punkt  vorkommt, 
kommt  in  der  andern  eine  Ebene  vor;  wo  man  dort  mit  einer  Gerade 
zu  tun  hat,  hat  man  es  auch  hier  auch  mit  einer  Gerade  zu  tun;  ist 
sie  aber  in  dem  einen  Falle  Schnittlinie  zweier  Ebenen,  so  ist  sie  im 
andern  Verbindungslinie  zweier  Punkte,  oder  allgemeiner,  ist  sie  in 
dem  einen  Falle  Axe  eines  Ebenenbüschels,  so  ist  sie  im  andern 
Träger  einer  Punktreihe.  Zwei  Geraden  der  einen  Konstruktion, 
welche  sich  schneiden  (im  Sinne  der  Perspektiven  Raumanschauung), 
entsprechen  zwei  Geraden  in  der  andern,  für  welche  das  ebenfalls  gilt, 
so  jedoch,  daß  sie  in  dem  einen  Falle  als  Geraden  mit  gemeinsamem 
Punkte,  in  dem  andern  als  Geraden  mit  gemeinsamer  Ebene  aufgefaßt 
werden.  Einem  Strahlenbüschel  steht  ein  Strahlenbüschel  gegenüber, 
dem  Scheitel  des  einen  die  Ebene  des  andern.  Mit  einer  derartigen 
Umwandlung  der  Figur  einer  Konstruktion  oder  eines  Satzes  werden 
wir  noch  oft  zu  tun  haben.  Wir  nennen  sie  dualisieren.  Es  wird 
sich  später  das  Prinzip  der  Dualität  ergeben.  Solange  der  Beweis 
dieses  Prinzips  noch  nicht  geführt  ist,  sind  dual  gegenüberstehende 
Sätze  oder  Aufgaben  beide  zu  beweisen  oder  zu  lösen.  Der  Beweis 
des  zweiten  Satzes,  die  Lösung  der  zweiten  Aufgabe  verläuft  dual  zu 
der  der  ersteren.  Es  ist  gut,  das  Dualisieren  möglichst  bald  zu  lernen; 
wenn  also  im  folgenden  die  duale  Überlegung  nicht  immer  gemacht 
wird,  so  ist  es  dem  Leser  doch  zu  empfehlen,  dieselbe  jedesmal  ordent- 
lich  durchzuführen.     Diese  Übung   ist   notwendig   und   wird   bald  die 

—  empirisch  erworbene  —  Überzeugung  von  der  Richtigkeit  des 
Prinzips  bringen,  noch  ehe  der  exakte  Beweis  geführt  ist. 

Nach  diesem  Beweise  wird  dann  die  Durchführung  des  zweiten 
Beweises,  der  zweiten  Lösung  unnötig. 

Ob  Maßbeziehungen  sich  ganz  der  Dualisierung  entziehen,  wird 
sich  im  Verlauf  der  weiteren  Betrachtung  zeigen. 

Aus  der  oben  angegebenen  Folge  von  drei  Operationen  zwischen 
einem  Strahlenbüschel  und  einer  Punktreihe,  welche  projektiv  sind, 
läßt  sich  dual  eine  Operationenfolge  zwischen  einem  Strahlen-  und 
einem  Ebenenbüschel,  die  projektiv  sind,  ableiten. 

Zwei  projektive  Strahlenbüschel  lassen  sich  durch  vier  Operationen 
verbinden,  indem  man  in  die  Ebenen  beider  Geraden  legt,  auf  denen 
durch  sie  projektive  Punktreihen  entstehen:  man  hat  dann  den  Schnitt 
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des  ersten  Büschels  mit  der  Gerade  in  seiner  Ebene,  die  beiden 
Operationen  von  dieser  Punktreihe  zur  andern  und  die  Projektion 
der  letzteren  Punktreihe  aus  dem  Scheitel  des  zweiten  Büschels. 
Dazu  gibt  es  dual  eine  zweite  Operationenfolge,  in  der  an  Stelle 
der  Punktreihen  zu  den  Strahlenbüscheln  bzw.  Perspektive  und  daher 
untereinander  projektive  Ebenenbüschel  treten. 

§  6.   Perspektive  Lage  gleichartiger  Gebilde. 

Zwei   projektive   Punktreihen   auf  windschiefen  Trägem  u,  u    er-  36 
wiesen  sich  immer  (Nr.  34)  mit  demselben  Ebenenbüschel  (oder  viel- 
mehr mit  oo^)   perspektiv;   und  umgekehrt   zwei  Punktreihen,  welche 
mit  demselben  Ebenenbüschel  perspektiv  sind,  sind  untereinander  pro- 
jektiv, weil  beide  zu  dem  Ebenenbüschel. 

Ebenso  und  dual  sind  zwei  projektive  Ebenenbüschel  um  wind- 
schiefe Axen  Uf  u'  immer  zu  derselben  Punktreihe  ?  (oder  zu  <x>^) 
perspektiv:  und  zwei  Ebenenbüschel,  die  zu  derselben  Punktreihe 
perspektiv  sind,  sind  untereinander  projektiv. 

Liegen  jene  zu  demselben  Ebenenbüschel  Perspektiven  Punkt- 
reihen in  der  nämlichen  Ebene,  so  sind  sie  auch  beide  zu  dem 
Strahlenbüschel  perspektiv,  den  diese  Ebene  aus  dem  Ebenenbüschel 
ausschneidet;  sie  haben  dann  einen  (ev.  unendlich  fernen)  gemeinsamen 
Punkt;  und  wie  jeder  Strahl  des  Strahlenbüschels  zwei  entsprechende 
Punkte  einschneidet,  so  auch  derjenige,  welcher  nach  diesem  gemein- 
samen Punkt  geht,  der  auf  diese  Weise  sich  selbst  in  der  Projektivität 
entsprechend  wird. 

Und,  dual,  gehen  die  Axen  der  zu  derselben  Punktreihe  Perspek- 
tiven Ebenenbüschel  durch  den  nämlichen  Punkt,  so  sind  sie  auch 
beide  zu  dem  Strahlenbüschel  perspektiv,  welcher  die  Punktreihe  aus 
diesem  Punkte  projiziert;  sie  haben  dann  eine  gemeinsame  Ebene 
(welche  die  beiden  sich  schneidenden  Axen  verbindet);  und  wie  jeder 
Strahl  des  Strahlenbüschels  in  zwei  entsprechenden  Ebenen  liegt,  so 
auch  der  in  dieser  Ebene  liegende,  so  daß  sie  eine  sich  selbst  ent- 
sprechende wird. 

Li  beiden  Fällen  existiert  ein  gemeinsames  und  sich  selbst 
entsprechendes  Element;  diese  Eigenschaft  ist  für  die  Per- 
spektive Lage  charakteristisch.  Wir  haben  also:  Zwei  Punkt- 
reihen, die  mit  demselben  Strahlenbüschel  (und  infolgedessen 
mit  allen  durch  ihn  gehenden  Ebenenbüscheln)  perspektiv  sind, 
deren  Träger  deshalb  in  die  Ebene  jenes  Büschels  fallen 
und  daher  einen  gemeinsamen  Punkt  haben,  sind  projektiv 
und  heißen  in  perspektiver  Lage;  der  gemeinsame  Punkt 
entspricht  sich  selbst. 


46  I-    §  6-  Perspektive  Lage  gleichartiger  Gebilde. 

Zwei  Ebenenbüschel,  welche  mit  demselben  Strahlen- 
büschel  (und  mit  allen  aus  ihm  ausgeschnittenen  Punktreihen)  per- 
spektiv  sind,  deren  Axen  also  durch  den  Scheitel  des  Strahlen- 
büschels gehen  und  durch  eine  den  Ebenenbüscheln  gemein- 
same Ebene  verbunden  werden,  sind  projektiv  und  heißen 
in  perspektiver  Lage;  die  gemeinsame  Ebene  entspricht 
sich  selbst. 

Umgekehrt,  zwei  projektive  Punktreihen  mit  sich  schnei- 
denden Trägern  w,  w',  in  deren  Projektivität  der  Schnitt- 
punkt uu  sich  selber  entspricht,  sind  in  perspektiver  Lage, 
d.  h.  mit  demselben  Strahlenbüschel  perspektiv. 

In  der  Tat,  der  sich  selbst  entsprechende  Punkt  sei  E  als  Pankt 
der  einen  und  E'  als  Punkt  der  andern  Reihe,  und  den  A,  B  in  jener 
mögen  A\  B'  in  dieser  entsprechen;  es  sei  dann  S  der  Schnittpunkt 
von  AA,  BB\  der  im  Sinne  der  Perspektiven  Anschauung  immer 
vorhanden  ist,  weil  diese  Geraden  in  der  Ebene  uu  liegen.  Pro- 
jizieren wir  die  Punkte  A,  By  E  aus  S  und  schneiden  die  projizieren- 
den Strahlen  mit  u^  so  ergeben  sich  Ä,  B,  E'-^  also  erhalten  wir 
(Nr.  33)  durch  diese  beiden  Operationen  aus  jedem  X.  von  u  den  ent- 
sprechenden X!  auf  u'^  d.  h.  je  zwei  solche  Punkte  X,  X!  liegen  auf 
demselben  Strahl  des  Büschels  /S;  beide  Punktreihen  sind  mit  diesem 
Büschel  perspektiv:  seinen  Scheitel  nennen  wir  das  Perspektivit'ats- 
zentrum*). 

Dual,  zwei  projektive  Ebenenbüschel  mit  sich  schnei- 
denden Axen  UyUy  in  deren  Projektivität  die  Yerbindungs- 
ebene  uu  sich  selbst  entspricht,  sind  in  perspektiver  Lage, 
d.  h.  mit  demselben  Strahlenbüschel  perspektiv. 

Jene  Ebene  sei  f,  f';  ferner  mögen  den  Ebenen  a^  ß  die  Ebenen 
a'y  ß>'  entsprechen;  sei  dann  ö  die  Ebene,  welche  die  beiden  durch 
den  Schnittpunkt  uu  der  Axen  gehenden  Schnittlinien  cca^ßß'  ver- 
bindet, so  schneiden  wir  cc,  ß,  a  mit  dieser  Ebene  6  und  projizieren 
die  Schnittstrahlen  (die  wieder  durch  den  Punkt  uu  gehen)  aus  ti, 
wodurch  sich  a'y  ß',  s  ergeben;  also  geht  (Nr.  33)  auch  jede  andere 
Ebene  |  von  u  in  dieser  Weise  in  die  entsprechende  |'  von  u  über; 
d.  h.  ü'  liegt  in  a ,  beide  Ebenenbüschel  sind  mit  dem  Strahlen- 
büschel in  6  um  uu  perspektiv;  (3  ist  die  Perspektivitätsebene. 
37  Was  nun  die  Perspektive  Lage  von  projektiven  Strahlenbüscheln 

anlangt,  so  reicht  die  Voraussetzung  eines  gemeinsamen  Strahls  noch 
nicht  hin;  haben  sie  sowohl  verschiedene  Ebenen  als  auch  verschiedene 
Scheitel,  so  sind  die  weiteren  entsprechenden  Strahlen  durchweg  wind- 
schief, haben  also  weder  gemeinsamen  Punkt,  noch  gemeinsame  Ebene; 
es  kann  folglich  kein  Gebilde  entstehen,  zu  dem  sie  beide  perspektiv 

1)  Früher  weniger  gut  Projektionszentrum  genannt. 
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sind.  Wir  müssen  daher  noch  entweder  gemeinsame  Ebene  oder  ge- 
meinsamen Scheitel  voraussetzen;  in  jenem  Falle  haben  entsprechende 
Strahlen  einen  (veränderlichen)  Schnittpunkt,  in  diesem  eine  (veränder- 
liche) Verbindungsebene. 

Zwei  Strahlenbüschel  in  derselben  Ebene,  welche  mit 
derselben  Punktreihe  perspektiv  sind,  die  natürlich  auch  in 
dieser  Ebene  liegt,  sind  projektiv;  und  wie  nach  jedem  Punkte  der 
Reihe  zwei  entsprechende  Strahlen,  so  gehen  solche  auch  nach  dem, 
welcher  auf  dem  gemeinsamen  Strahle  liegt,  den  sie  als  Büschel 
derselben  Ebene  haben;  er  wird  also  sich  selbst  entsprechend; 
und    man    nennt    die  Strahlenbüschel    in   perspektiver  Lage. 

Dual:  Zwei  Strahlenbüschel  um  denselben  Scheitel, 
welche  mit  demselben  Ebenenbüschel  perspektiv  sind  (dessen 
Axe  durch  diesen  Scheitel  geht),  sind  projektiv;  und  wie  in  jeder 
Ebene  des  Ebenenbüschels  zwei  entsprechende  Strahlen  liegen,  so  auch 
in  derjenigen,  welche  den  gemeinsamen  Strahl  der  Strahlen- 
büschel, den  Schnittstrahl  ihrer  Ebenen,  enthält;  dieser  wird  sich 
selbst  entsprechend.  Die  Strahlenbüschel  heißen  in  per- 
spektiver Lage. 

Umgekehrt,  wenn  bei  zwei  in  derselben  Ebene  gelegenen 
projektiven  Strahlenbüscheln  um  die  Punkte  0,  0'  der  ge- 
meinsame Strahl  00'  sich  selbst  entspricht,  so  sind  sie  mit 
der  nämlichen  Punktreihe  perspektiv  und  daher  selbst  in 
perspektiver  Lage. 

Jener  Strahl  sei  e,  e,  und  weiter  mögen  den  a,  6  die  a',  V  ent- 
sprechen. Wir  verbinden  die  Schnittpunkte  aa\  W  durch  die  Gerade  5; 
es  führt  dann  der  Schnitt  mit  s  und  die  Projektion  aus  0'  von 
a,  &,  e  zu  a'y  ?/,  e  und  daher  auch  von  x  zu  x  j  d.  h.  jede  zwei  ent- 
sprechenden Strahlen  schneiden  sich  auf  5,  mit  dieser  Punktreihe 
sind  beide  Strahlen büschel  perspektiv.  Die  Gerade  s  heißt  die  Per- 
spektivitätsaxe  (perspektiver  Durchschnitt). 

Dual:  Wenn  bei  zwei  von  demselben  Punkte  ausgehen- 
den projektiven  Strahlenbüscheln,  die  in  den  Ebenen  0,0' 
liegen,  der  gemeinsame  Strahl  coa'  sich  selbst  entspricht, 
so  sind  sie  mit  demselben  Ebenenbüschel  perspektiv  und 
daher  selbst  in  perspektiver  Lage. 

Diesmal  sei  s  der  Schnittstrahl  der  Yerbindungsebenen  aa,  hh' 
(der  durch  den  Scheitel  geht),  so  führt  die  Projektion  aus  s  und  der 
Schnitt  mit  co'  von  a,  &,  e  zu  a',  &',  e  und  daher  von  x  zu  a;';  jede 
zwei  entsprechenden  Strahlen  Xj  x  liegen  in  derselben  Ebene  des 
Büschels  von  5,  mit  diesem  Ebenenbüschel  sind  beide  Strahlenbüschel 
perspektiv;  s  heißt  auch  hier  die  Perspektivitätsaxe. 

Damit  sind  die  vier  Fälle  perspektiver  Lage  gleichartiger  Ge- 
bilde erledigt.  ^^.. 

A  OF  THE 
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Wir  werden  im  allgemeinen  an  der  im  vorangehenden  auf- 
gestellten Definition  projektiver  Strahlenbüscliel  in  perspektiver  Lage 
festhalten,  bemerken  jedoch,  daß  es  bisweilen  vorteilhaft  ist,  Strahlen- 
büschel aus  verschiedenen  Scheiteln  und  in  verschiedenen  Ebenen, 
welche  zu  derselben  Punktreihe  oder  zu  demselben  Ebenenbüschel 
perspektiv  sind,  zueinander  perspektiv  nennen  zu  können,  also  pro- 
jektive Strahlenbüschel  ohne  gemeinsamen  und  sich  selbst  ent- 
sprechenden Strahl. 

38  Wir  können  aus  den  vier  eben  betrachteten  Figuren  noch  einiges 
über  Dualität  lernen.  Dazu  aber  müssen  wir  die  Grundgebilde 
zweiter  Stufe  einführen:  das  Feld,  den  Inbegriff  aller  Punkte  und 
aller  Geraden  einer  Ebene,  und  den  Bündel,  der  Inbegriff  aUer 
Strahlen  und  Ebenen  durch  einen  festen  Punkt,  seinen  Scheitel. 
Dieser  Scheitel  und  die  Ebene  dort  sind  je  der  Träger  des  Gebildes. 

Diese  beiden  Gebilde  sind  dual  zueinander  und  zwar 
erstens  die  Punkte  des  Feldes  und  die  Ebenen  des  Bündels,  und 
zweitens  die  Strahlen  des  einen  und  des  anderen  Gebildes,  also  auch 
die  Punktreihen  des  Feldes  und  die  Ebenenbüschel  des  Bündels,  die 
Strahlenbüschel  im  Felde  und  im  Bündel. 

Von  unseren  vier  Figuren  perspektiver  Gebilde  sind  zwei  Feld- 
figuren und  zwar  1)  perspektive  Punktreihen  und  2)  perspektive 
Strahlenbüschel  mit  gemeinsamer  Ebene,  und  zwei  Bündelfiguren: 
1')  Perspektive  Ebenenbüschel  und  2')  perspektive  Strahlenbüschel 
mit  demselben  Scheitel. 

Dual  sind  1)  und  T),  2)  und  2'). 

Innerhalb  eines  jeden  dieser  zweistufigen  Gebilde,  Feld  und 
Bündel,  haben  wir  auch  eine  Dualität:  in  der  Felddualität  stehen 
sich  Punkt  und  Strahl,  Punktreihe  und  Strahlenbüschel,  in  der  Bündel- 
dualität aber  Ebene  und  Strahl,  Ebenenbüschel  und  Strahlenbüschel 
dual    gegenüber.     Die    eine    von  ihnen  ist  räumlich  dual  zur  andern. 

Es  ist  nicht  notwendig,  daß  zwei  feldduale  Figuren  demselben 
Felde,  zwei  bündelduale  demselben  Bündel  angehören. 

Von  den  vier  Figuren  sind  die  beiden  Feldfiguren  1) 
und  2)  felddual  und  ebenso  die  beiden  Bündelfiguren  1')  und 
2')  bündeldual. 

Man  beachte,  daß  auch  in  diesen  Figuren  keine  Maßbeziehungen 
vorkommen,  aber  die  perspektive  Raumanschauung  (Nr.  25)  voraus- 
gesetzt wird. 

39  Aber  Bündel  und  Feld  stehen  noch  in  einer  anderen  Beziehung: 
wir  können  sie  uns  zueinander  in  perspektiver  Lage  denken,  den 
Bündel  als  Projektion  des  Feldes,  das  Feld  als  Schnitt  des  Bündels; 
das  ist  zwar  eine  Verwandtschaft  zwischen  zweistufigen  Gebilden,  aber 
doch  so  einfacher  Art,  daß  sie  jetzt  schon  herangezogen  werden  kann. 


Perspektive  Dreiecke  im  Räume.  49 

In  ihr  entsprechen  den  Punkten  und  Strahlen  des  Feldes  die  Strahlen 
und  Ebenen  des  Bündels,  die  nach  ihnen  gehen,  nicht  umgekehrt, 
wie  vorhin  bei  der  Dualität.  Jetzt  entsprechen  also  Perspektiven 
Punktreihen  in  der  Ebene,  also  der  Figur  1)  Perspektive  Strahlen- 
büschel im  Bündel,  die  Figur  2'),  und  Perspektiven  Strahlenbüscheln 
im  Felde,  Figur  2),  Perspektive  Ebenenbüschel  im  Bündel,  Figur  T). 

§  7.    Perspektive  Dreiecke.    Vollständiges  Viereck  und  Vierseit. 
Beweise  ohne  Maßbeziehungen. 

Wenn    bei  zwei    Dreiecken  ABC,  Ä'JB'C,    welche    in  ver-  40 
schiedenen  Ebenen  (?,  ö'  liegen,    die   drei  Verbindungslinien 
ÄÄ',  JBB'j  CG'  in  einem  Punkt  0  zusammenlaufen,  so  schneiden 
sich    die  entsprechenden    Seiten  BC  und  B' C\   CA  und  CA', 
AB  und  A'B  und   dann   notwendig   auf  der  Schnittlinie  60'. 

Weil  BB"  und  CC  sich  in  0  schneiden,  so  liegen  sie  in  einer 
Ebene  und  mit  ihnen  also  auch  BC,  B'  C ,  die  sich  deshalb  schneiden; 
und  ebenso  in  den  beiden  anderen  Fällen.  Es  erhellt,  daß  die  Punkte 
auch  unendlich  ferne  sein  können;  man  betrachte  insbesondere  die 
Fälle,  wo  0  unendlich  ist,  also  AA',  BB,  CC  parallel  sind  oder  wo 
die  Ebenen  6,  6  parallel  sind  und  dann  auch  die  entsprechenden 
Seiten  parallel  werden,  also  alle  drei  Schnittpunkte  im  Unendlichen 
liegen:  auf  der  unendlich  fernen  gemeinsamen  Gerade  der  Ebenen  (?,  a, 
auf  welche  wir  damit  schon  hingewiesen  werden. 

Umgekehrt:  Wenn  die  entsprechenden  Seiten  der  beiden 
in  verschiedenen  Ebenen  6,  a'  gelegenen  Dreiecke  ABC, 
ÄB'G  sich  schneiden  (und  dann  auf  öö'),  so  laufen  AA',BB, 
CC  in  einen  Punkt   0  zusammen. 

In  der  Tat,  die  sich  schneidenden  Geraden  BC  und  B^  C ,  CA 
und  CA',  AB  und  AB  bestimmen  drei  Ebenen  a,  ß,  y  und  in  deren 
gemeinsamen  Punkt  laufen  die  drei  Schnittlinien  ßy,  ya,  ccß  zusammen; 
aber  auf  ßy  liegen  ersichtlich  A,  Ä,  so  daß  ßy  mit  AA'  und  ebenso 
ya  mit  BB',  aß  mit  CC  identisch  ist. 

Solche  Dreiecke  heißen  perspektiv  gelegen  oder  kurz  per- 
spektiv. 

Räumlich  dual  stehen  unseren  Sätzen  die  beiden  folgenden 
gegenüber. 

Wenn  bei  zwei  Dreiflachen  (Triedem)  aßy  und  a  ß' y  mit  ver- 
schiedenen Scheiteln  S,S'  die  drei  Schnittlinien  aa,  ßß',  yy  in  einer 
Ebene  liegen,  so  schneiden  sich  die  entsprechenden  Kanten  ßy  und 
ß'y,  ya  und  ya,  aß  und  aß',  und  die  verbindenden  Ebenen  gehen 
durch  die  Verbindungslinie  SS'. 

Und  umgekehrt. 

Der  Leser  dualisiere  die  vorherigen  Beweise. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    I.  4 
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41  Die  Sätze   gelten   aber   auch,   wenn   die  Dreiecke  in  der- 

selben Ebene  ö  liegen.  In  diese  fallt  dann  natürlich  auch  0,  und 
das  Schneiden  entsprechender  Seiten,  das  vorhin  bewiesen  oder  voraus- 
gesetzt werden  mußte,  ist  selbstverständlich,  das  Liegen  der  drei 
Schnittpunkte  in  gerader  Linie  ist  dann  Behauptung,  bzw.  Voraus- 
setzung. 

Wir  wollen  die  beiden  Sätze,  obwohl  es  sich  um  Figuren  einer 
Ebene  handelt,  räumlich  beweisen,  weil  dann  die  Beweise  viel  an- 
schaulicher sind  und  nur  Lageneigenschaften  vorführen.^) 

Wir  setzen  erstens  voraus,  daß  ÄA',  BJB",  CG'  in  einen  Punkt  0 
(von  ö)  zusammenlaufen.  Durch  ihn  ziehen  wir  eine  nicht  in  6  ge- 
legene Gerade;  8,  S'  seien  zwei  Punkte  auf  ihr,  aus  denen  wir  bzw. 
die  Ecken  der  beiden  Dreiecke  projizieren.  Die  Geraden  ÄÄ'  und 
SS'  treffen  sich  in  0,  und  in  ihrer  Ebene  liegen  ÄS  und  Ä'S',  die 
also  einen  Schnitt  Ä^  haben,  und  ebenso  haben  BS  und  B' S'  einen 
Schnitt  B^  und  CS  und  CS'  einen  Schnitt  Cj-,  es  ergibt  sich  ein 
drittes  in  anderer  Ebene  6^  gelegenes  Dreieck  Ä^B^C^^  das  sowohl 
zu  ABC  als  za  Ä B' C  perspektiv  liegt  mit  dem  Zentrum  S  bzw.  S'. 
Daher  schneiden  sich  seine  Seiten  B^C^,  C^A^,  A^B^  auf  66^  sowohl 
mit  BC,  CA,  AB,  als  mit  B'C,  CA,  AB-,  d.  h.  BC  und  B'C,  CA  und 
CA ,  AB  Vindi  AB'  schneiden  sich  in  den  Punkten  der  Gerade  o  =  öö^, 
durch  welche  B^C^,  C^A^,  A^B^  gehen. 

Umgekehrt  sei  nun  vorausgesetzt,  daß  die  drei  Schnittpunkte 
(BC,  B'C),  {CA,  CA),  {AB,  AB)  in  einer  Gerade  o  liegen.  Durch 
diese  sei  dann  eine  zweite  Ebene  <3^  gelegt  und  auf  sie  aus  einem 
beliebigen  Punkt  S  das  Dreieck  ABC  in  A^B^C^  projiziert;  mithin 
schneiden  sich  B^C^,  C^A^,  A^B^  mit  BC,  CA,  AB  auf  <56^  =  o,  also 
in  den  Punkten,  durch  welche  auch  BC,  CA,  AB'  gehen;  und 
demnach  liegen  auch  AB'C  und  A^B^C^  perspektiv:  AA^,BB^, 
CC^  laufen  in  >S"  zusammen.  Nun  haben  AS  und  AS'  den  Punkt 
A-^  gemeinsam;  in  ihrer  Ebene  liegen  AA  und  SS'  und  schneiden 
sich;  AA,  in  (5,  geht  also  durch  den  Punkt  0,  in  dem  diese  Ebene 
von  SS'  geschnitten  wird,  und  dasselbe  läßt  sich  für  BB  und  CC 
beweisen.^) 

0  und  0  heißen  natürlich  Perspektivitäts-Zentrum  und  -Axe. 

1)  Deshalb   vermeide  ich  die  Worte  planimetrisch  und  stereometrisch. 

2)  Man  kann  aber  auch,  durch  andere  Auffassung  der  Figur,  jeden  der 
beiden  Sätze  aus  dem  andern  ableiten,  z.  B.  den  ersten  aus  dem  zv^reiten  so: 
Wenn  vorausgesetzt  ist,  daß  AA\  BB\  CG'  durch  denselben  Punkt  0  gehen 
und  die  Punkte  {BC,  B'C),  {CA,  CA'),  {AB,  A'B'),  deren  Geradlinigkeit  er- 
kannt werden  soll,  mit  21,  33,  (£  bezeichnet  werden,  so  liegen  in  gerader  Linie 
{AA',BB')  =  0,  (^S3,52l)  =  C,  {A"B,B"ä)  =  C;  daher  sind  die  Dreiecke 
AA'^,  BB'%  perspektiv,  AB,  A' B\  2133  laufen  in  einen  Punkt  zusammen; 
d.  h.  ^  =  {AB,  AB')  liegt  auf  2133. 
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Diese  beiden  Sätze  über  Perspektive  Dreiecke  in  derselben  Ebene  42 
stehen  sich  dual  gegenüber  nach  der  Dualität  im  Felde.  Aus  ihnen 
leitet  man  zwei  im  Bündel  duale  Sätze  über  Perspektive  Dreiflache 
aus  demselben  Scheitel  entweder  durch  Dualisieren  im  Räume  oder 
durch  Perspektive  Lage  von  Feld  und  Bündel  ab,  wobei  in  dem  einen 
Falle  die  beiden  Sätze  in  umgekehrter  Reihenfolge  sich  ergeben  als 
im  anderen. 

Die  Dualität  tritt  aber  noch  etwas  deutlicher  hervor,  wenn  man 
die  Bezeichnung  ändert,  die  Dreiecke  in  dem  einen  Satze  nach  den 
Ecken,  in  dem  andern  nach  den  Seiten  benennt,  sie  als  Dreiseite  auf- 
faßt.    Dann  lauten  die  Sätze: 

Wenn  bei  zwei  Dreiecken  ABC,  A' B' C  derselben  Ebene 
die  drei  Verbindungslinien  AA\  BB',  CC  in  einen  Punkt  zu- 
sammenlaufen, so  liegen  die  drei  Schnittpunkte: 

{BC,  B'G),  {CA,  CA'),  {AB,  AB) 

in  gerader  Linie. 

Wenn  bei  zwei  Dreiseiten  al)C,  aV c  derselben  Ebene  die 
drei  Schnittpunkte  aa ,  W ,  cc  in  gerader  Linie  liegen,  so 
laufen  die  drei  Verbindungslinien: 

(hc,  h'c),  [ca,  cd),  {ah,  dV) 

in  einen  Punkt  zusammen. 

Und  ähnlich  bei  zwei  Dreiflachen  bzw.  Dreikanten  in  demselben 
Bündel. 

Wir  haben  im  vorangehenden  immer  die  unbegrenzten  Figuren  43 
im  Auge  gehabt.  Fassen  wir  aber  das  Dreiflach  in  dem  engeren 
Sinne  der  elementaren  Stereometrie  als  dreiseitige  oder  dreikantige 
Ecke  auf,  wo  die  Kanten  nur  Halbstrahlen,  die  Seitenflächen  nur 
Winkel  sind,  so  enthält  jedes  Dreiflach  deren  8,  von  denen  viermal 
je  zwei  Scheitelecken  sind. 

Stellen  wir  nun  eine  solche  Ecke  (und  ihre  Scheitelecke)  über 
ein  (begrenztes)  Dreieck  ABC,  so  daß  ihre  Kanten  (Halbstrahlen) 
durch  A,  B,  C  gehen  und  ihre  Kantenwinkel  über  den  begrenzten 
Seiten  stehen,  dann  entsprechen  perspektiv  den  drei  anderen  Scheitel- 
ecken-Paaren uneigentliche  Dreiecke,  von  denen  zwei  Seiten 
Staudtsche  im  Unendlichen  zusammenhängende  Strecken  sind  in 
folgenden  drei  Zusammenstellungen: 

BC,  C-A,  AB-  CA,  AB,  B-C-,  AB,  BC,  CA- 

man  wird  diese  Dreiecke  mit  Stau  dt  passend   durch  BC  ■  A,  CAB, 
ABC  bezeichnen.^)     Wir   werden  später  erkennen,  wie  gewöhnliche 

1)  In  BCA  ist  '^B^C  —  Ä  =  7t. 
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Dreiecke  durch  Transformationen  in  solche  uneigentliche  Dreiecke  über- 
gehen können. 
44  Dreieck  und  Dreiseit,  sich  felddual  gegenüberstehend^  sind  doch 

im  Grunde  dieselbe  Figur.  Das  ändert  sich,  wenn  die  Zahl  der  Ecken 
oder  Seiten  sich  vermehrt;  wir  gelangen  damit  zu  den  sogenannten 
und  von  Carnot  eingeführten  vollständigen  Figuren,  die  wir 
zunächst  in  der  Ebene  betrachten. 

Vier  Punkte  K,  L,  M,  N  in  derselben  Ebene  bilden  ein  voll- 
ständiges Viereck  mit  sechs  Seiten,  allen  sechs  (unendlich  langen) 
Verbindungslinien,  welche  drei  Paare  Gegenseiten  bilden:  KL 
und  MNy  usw.  Die  Schnittpunkte  dieser  Gegenseiten  heißen  die 
Diagonalpunkte  des  Vierecks;  sie  sind  die  Ecken  des  Diagonal- 
dreiecks und  dessen  Seiten  heißen  die  Diagonalen  des  Vierecks, 
so  daß  dies  Wort  hier  in  anderer  Bedeutung  gebraucht  wird  als  in 
den  Elementen. 

Dem  vollständigen  Vierecke  steht  felddual  gegenüber  das  voll- 
ständige Vierseit,  eine  ganz  andere  Figur ^):  vier  gerade  Linien 
ICj  l,  m,  n  in  der  Ebene,  mit  sechs  Ecken,  allen  sechs  Schnittpunkten, 
drei  Paaren  Gegenecken,  den  Diagonalen,  welche  Gegenecken  ver- 
binden, dem  Diagonaldreiseite  und  den  Diagonalpunkten,  den 
Ecken  desselben. 

Ein  Parallellogramm  z.  B.  können  wir  ebenso  als  die  eine,  wie 
als  die  andere  Figur  auffassen;  betrachten  wir  es  als  vollständiges 
Viereck,  so  wird  das  dritte  Paar  Gegenseiten  durch  die  Diagonalen 
(im  Sinne  der  elementaren  Geometrie)  gebildet,  und  deren  Schnitt  ist 
auch  einer  der  drei  Diagonalpunkte  der  vollständigen  Figur,  die  beiden 
anderen  sind  unendlich  fern,  von  den  drei  Diagonalen  geben  zwei 
durch  den  elementaren  Diagonalpunkt  parallel  zu  den  elementaren 
Gegenseiten,  die  dritte  ist  unendlich  fern. 

Fassen  wir  es  aber  als  vollständiges  Vierseit  auf,  so  kommen 
zu  den  beiden  Paaren  elementarer  Gegenecken  noch  zwei  unendlich 
ferne  Gegenecken,  und  deren  verbindende  Diagonale  ist  wieder  un- 
endlich fern;  die  beiden  andern  sind  die  elementaren  Diagonalen. 
Diagonalpunkte  sind  ihr  Schnitt  (der  elementare  Diagonalpunkt)  und 
ihre  unendlich  fernen  Punkte. 

Durch  Projektion  ergeben  sich  die  zueinander  dualen  Figuren 
der  vollständigen  Vierkante  und  Vierflache  im  Bündel. 

Ein  vollständiges  Viereck  im  Räume  hat  sechs  Verbindungs- 
kanten und  vier  Verbindungsebenen;  ein  vollständiges  Vierflach 
(Tetraeder)  im  Raum  hat  sechs  Schnittkanten  und  vier  Schnittpunkte 
und  ist  dieselbe  Figur. 


1)  Während  ein  einfaches  Vierseit  zugleich   ein  einfaches  Viereck  ist  und 
umgekehrt. 
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YervoKständigen  wir  bei  der  Figur  zweier  perspektiver  Dreiecke  45 
ABC,  A'JB^C  in  derselben  Ebene,  von  denen  wir  aber  das  eine  Ä B' C 
als  Dreiseit  ah'c  (wo  a  =  B" C  .  .  .)  auffassen,  ABC  durch  das 
Zentrum,  das  nun  D  heiße,  zum  vollständigen  Vierecke  und  ab'c 
durch  die  Axe  d'  zum  vollständigen  Vierseite,  so  haben  diese  beiden 
Figuren  die  Lage,  daß  das  Viereck  dem  Vierseite  verkehrt  um- 
geschrieben ist,  d.  h.  so,  daß  auf  jeder  Seite  von  jenem  die  Gegen- 
ecke der  entsprechenden  Ecke  von  diesem  liegt:  auf  AB  liegt 
cd'  usw.^) 

Die  Figur  zweier  perspektiver  Dreiecke  in  einer  Ebene  ist  eine 
Konfiguration  von  zehn  Punkten  und  zehn  Geraden,  von  denen 
durch  jeden  der  Punkte  drei  Geraden  gehen,  auf  jeder  der  Geraden 
drei  Punkte  liegen,  weshalb  sie  mit  (IO3,  IO3)  bezeichnet  werden 
möge.  Sie  kann  in  zehn  Weisen  als  Figur  zweier  perspektiver  Drei- 
ecke aufgefaßt  werden;  jeder  der  zehn  Punkte  ist  Zentrum. 

In  der  Tat,  es  seien  ABC,  ABC  die  Dreiecke,  0  das  Zentrum 
und  %  =  {BC,  BC),  33  =  (C^,  CA),  ^  =  {AB,  A'B)  die  drei 
Punkte  auf  der  Axe  0.  Nehmen  wir  A  als  Zentrum,  so  sind  OBC 
und  A'ii)&  die  Dreiecke  und  BC%  die  Axe;  nehmen  wir  %  als 
Zentrum,  so  sind  CC^  und  BB%  die  Dreiecke  und  OAÄ  die  Axe. 

Auf  eine  Gerade  s  seien  zwei  Punktepaare  AA' ,  BB  und  46 
ein  einzelner  Punkt  C  gelegt,  dann  sei  in  einer  Ebene 
durch  s  ein  vollständiges  Viereck  so  konstruiert,  daß  fünf 
seiner  Seiten  durch  jene  Punkte  gehen,  und  zwar  zwei  Paare 
Gegenseiten  durch  A,  A-^  B,  B,  die  fünfte  durch  C.  Wir 
fangen  am  besten  mit  dieser  an.  Auf  eine  Gerade  durch  C  seien 
zwei  Ecken  K,L  gelegt;  wir  schneiden  KA  mit  LB  in  M  und  KB 
mit  LA  m.  N,  so  haben  wir  in  KLMN  ein  solches  Viereck:  es 
gehen  KM,  LN,  KN,  LM,  KL  durch  A,  A,  B,  B,  C.  Wir 
können  ersichtlich  unendlich  viele  konstruieren.  Wir  stellen 
in  der  nämlichen  Weise  ein  zweites  her:  K B M N"  in  derselben 
oder  in  einer  andern-)  Ebene  durch  s.  Dann  gehen  die  sechsten 
Seiten  JiJV,  M N'  ebenfalls  durch  den  nämlichen  Punkt  von 
s,  und  also  bei  allen  derartigen  Vierecken.  Die  beiden  Sätze  über 
Perspektive  Dreiecke  haben  wir  zum  Beweise  allein  anzuwenden.  Von 
den  beiden  Dreiecken  KL 21  und  K'  L' 2L  liegen  die  Schnittpunkte 
entsprechender  Seiten  C,  B,A  in  gerader  Linie  s,  also  laufen  KK\ 
LB,  MM  in  einen  Punkt  zusammen;  die  Dreiecke  ^ZA^und  KBN', 
deren  entsprechende  Seiten  sich  in  C,  A,  B  schneiden,  lehren  das- 
selbe für  KK,  LB,  NN',   so   daß   alle   vier  Linien   durch   denselben 

1)  Pasch,  Math.  Annalen  Bd.  26  S.  211. 

2)  Durch  Drehung  um  s  läßt  sich  der  eine  Fall  auf  den  andern  zurück- 
führen. 
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Punkt  gehen.  Nunmehr  zeigen  die  Dreiecke  KMN,  K'  M  N\  bei 
denen  KK\  MM\  NN'  durch  denselben  Punkt  gehen,  daß  auch 
MN,  M'N  sich  auf  derjenigen  Gerade  begegnen,  auf  der  sich  KM 
und  KM  m  A  und  KN,  K N'  in  B  begegnen,  also  auf  s:  in  C\ 

Dieser  so  eindeutig  den  Paaren  ÄÄ\  BB  und  dem  ein- 
zelnen Punkte  G  zugeordnete  Punkt  C  ist  der  sechste  Punkt 
in  Involution,  der  dem  Punkte  C  in  der  Involution  (ÄÄ\ 
BB)  gepaarte  Punkt. 

Oder  die  drei  Punktepaare  AA'y  BB,  CO,  in  denen  die 
Gegenseiten  KM,  LN.,  KN,  LM-^  KL,  MN  eines  vollständigen 
Vierecks  von  einer  Gerade  s  geschnitten  werden,  sind  drei 
Paare  in  Involution. 

Ist  nämlich  der  Diagonalpunkt  (KL,  MN)  =  0,  so  projizieren 
wir  den  Wurf  CO  KL  aus  M  und  N  auf  s,  wodurch  wir  zwei  Würfe 
gleichen  Doppelverhältnisses  erhalten: 

(CO  KL)  =  (CC'AB)  =  (CCBA)  =  {C'CA'B)-, 
aber: 

(CCAB)  =  (CCAB) 

sagt  aus,  daß  CC,  AÄ,  BB  in  Involution  sind  (Nr.  11).  Unser 
Ergebnis  liefert  uns  eine  lineare  Konstruktion  des  sechsten 
Punktes  in  Involution,  bei  der  freilich  aus  dem  einstufigen  Ge- 
biete herausgegangen  wird. 

Nehmen  wir  an,  daß  von  unsern  Punkten  Ä  nach  A  und  B 
nach  B  rücke,  so  daß  zwei  Gegenseiten  KM,  LN  durch  A,  zwei 
andere  KN,  LM  durch  B  gehen,  die  s  also  eine  Diagonale  des  Vier- 
ecks wird,  so  haben  wir  die  Involution  AA,  BB,  CC]  A,  B  werden 
Doppelpunkte  und  C,  C  zu  ihnen  harmonisch,  und  wir  erhalten 
analog  eine  lineare  Konstruktion  des  vierten  harmonischen 
Punktes.^) 

Also  auf  jeder  Diagonale  eines  vollständigen  Vier- 
ecks werden  die  beiden  Diagonalpunkte  durch  die  Schnitte 
mit  den  im  dritten  Diagonalpunkte  sich  schneidenden  Gegen- 
seiten oder,  wie  man  einfacher  sagt,  durch  diese  Gegen- 
seiten harmonisch  getrennt.^) 


1)  Ist  0  wieder  der  Diagonalpunkt  {KL,  MN),  so  projiziere  man  MO  NC 
aus  K  und  L  auf  die  Diagonale  s  und  hat: 

also 

AG  AC  ^_ 
Bö' BÖ' 

2)  Die  harmonische  und  die  involutorische  Eigenschaft  des  vollständigen 
Yierecks  finden  sich  (metrisch  bewiesen)  schon  bei  Pap pus:  Collectio  Buch  VII 
Satz  130,  131. 
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Beachten  wir^  daß  diese  Konstruktion  ganz  von  Maßbeziehungen 
frei  ist  und  damit  auch  die  Involution  und  Harmonizität  auf 
reine  Lageneigenschaften  basiert  sind.  In  Staudts  Geometrie 
der  Lage,  in  der  von  allen  Maßbeziehungen  abgesehen  wird,  wird 
von  dieser  Grundlage  ausgegangen  und  in  Rejes  Geometrie  der 
Lage  geschieht  es  gleichfalls. 

Dieser  harmonische  Wurf  auf  einer  Diagonale  führt  durch  Pro- 
jektion zu  einem  solchen  um  einen  Diagonalpunkt  und  auf  einer 
Seite,  so  daß  die  harmonische  Eigenschaft  des  vollständigen  Vierecks 
noch  auf  zwei  Weisen  ausgesprochen  werden  kann:  Um  einen  Dia- 
gonalpunkt sind  harmonisch  die  beiden  Gegenseiten  zu  den  beiden 
Diagonalen,  auf  einer  Seite  der  Diagonalpunkt  und  der  Schnitt  mit 
der  Gesendiaoronale  zu  den  beiden  Ecken. 

Das  vollständige  Yierseit  kann  man  dual  ganz  ebenso  behandeln.  47 
Es    seien    in    einem    Strahlenbüschel    S   zwei    Strahlenpaare 
aa\  hV  und  ein  einzelner  Strahl  c  gegeben. 

Man  konstruiere  beliebig  viele  vollständige  Yierseite, 
von  denen  eine  Ecke  auf  c,  zwei  Gegenecken  auf  a  und  a, 
die  des  dritten  Paares  auf  h  und  h'  liegen;  die  sechste  der 
ersten  gegenüberliegende  Ecke  liegt  auf  einem  festen  Strahle 
c'  des  Büschels. 

Der  Beweis  ist  einfach  dual  zum  vorherigen  zu  führen,  wobei 
die  beiden  Sätze  über  Perspektive  Dreiecke  in  umgekehrter  Reihen- 
folge zur  Verwendung  kommen. 

In  derselben  Weise  stellt  sich  c  als  sechster  Strahl  in  Involution 
zu  aa,  l)h\  c  heraus.     Man  hat: 

Die  Gegeneckenpaare  eines  vollständigen  Vierseits 
werden  aus  jedem  Punkte  der  Ebene  durch  drei  Strahlen- 
paare in  Involution  projiziert. 

Die  Vereinigung  von  a  mit  a,  V  mit  h  führt  zur  harmonischen 
Eigenschaft  des  vollständigen  Vierseits: 

Zwei  Diagonalen  des  Vierseits  werden  durch  die  Ecken 
auf  der  dritten  Diagonale  harmonisch  getrennt, 
die    wiederum    noch   in   zwei   anderen  Formen   ausgesprochen   werden 
kann. 

Wir  haben  lineare  Konstruktionen  des  sechsten  Strahls  in  In- 
volution und  des  vierten  harmonischen  Strahls. 

Durch  Übergang  vom  Felde  in  den  Bündel  erhält  man  analoge 
Ergebnisse  für  das  vollständige  Vierkant  oder  Vierflach  und  damit 
eine  zweite  lineare  Konstruktion  für  den  sechsten  Strahl  in  Involution 
und  den  vierten  harmonischen  Strahl  und  eine  für  die  sechste  Ebene 
in  Involution  und  die  vierte  harmonische  Ebene. 

Daß  die  Involution  und  die  Harmonizität  projektiv  sind,  ergibt 
sich  aus  der  gegenwärtigen  Betrachtung  unmittelbar. 
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48  Von  den  beiden  involutorisclien  Eigenschaften  für  das  voll- 
ständige Viereck  und  Vierseit  wollen  wir  die  letztere  aus  der  ersteren 
ableiten.  Von  den  secbs  Ecken  des  Vierseits  liegen  drei  Ä',  B\  C 
auf  einer  Seite;  die  drei  Gegenecken  Ä,  B,  C  und  der  Punkt  S,  aus 
welchem  projiziert  wird,  bilden  ein  Viereck,  dessen  Seiten  BC,  CA, 
AB  jene  Seite  in  A'y  B\  C  treffen,  während  A^,  B^,  G^  die  Schnitte 
von  ÄB'C  mit  den  Gegenseiten  S{Aj  B,  G)  seien.  Nach  dem 
ersten  Satze  sind  ^j,  ^';  A?  ^';  ^i;  ^'  ^^  Involution,  woraus  durch 
Projektion  aus  S  folgt,  daß  auch  die  Strahlenpaare 

S{A,A'-  B,B'i  G,G') 

in  Involution  sind;    und   ähnlich   kann   umgekehrt  verfahren   werden. 

Wenn  auf  einer  Gerade  u  eine  Involution  sich  befindet, 
in  der  den  Schnitten  51,  35,  S  mit  den  Seiten  BG^  GA,  AB 
eines  Dreiecks  die  Punkte  51',  33',  S'  gepaart  sind,  so  laufen 
A%\  jBS3',  G^'  in  einen  Punkt  zusammen.  Denn  sei  B  der 
Schnitt  von  AW  und  -B33',  so  werden  vom  Viereck  ABGB  fünf 
Seiten  in  den  Punkten  51,  51';  35,  33';  ©  geschnitten,  also  geht  die 
sechste  GB  nach  dem  sechsten  ^'  in  Involution,  oder  CS'  geht 
durch  B. 

Aus  vier  gegebenen  Geraden  a,  &,  c,  d  kann  man  drei  einfache 
Vierseite  (oder  Vierecke)  bilden:  ahcd,  acdh,  adhc-^  je  acht  Per- 
mutationen geben  dieselbe  Figur.  Wir  denken  sie  uns  als  vollständige 
Vierecke  mit  den  Gegenseiten: 

a,  c;   h,  dj         a,  d-^   c,  &,         a,  h-^   d^  c 

und  schneiden  mit  einer  gegebenen  Gerade  e,   so   daß  wir  auf  dieser 
dreimal  zwei  Paare  erhalten,  aus  denselben  vier  Punkten  gebildet: 

e(a,  c;  l>,d)j      e{ayd'^  h^)p      e(a^h'^  d,  c). 

Sie  bestimmen  drei  Involutionen,  von  denen  zwei  hyperbolisch 
sind  und  eine  elliptisch  (Nr.  9).  Daraus  folgt,  daß  man  aus  vier 
gegebenen  Geraden  ein  einfaches  Vierseit  so  herstellen 
kann,  daß  das  zugehörige  vollständige  Viereck  von  einer 
gegebenen  Gerade  in  einer  Involution  von  gegebener  Art 
geschnitten  wird.  Dabei  ist  zu  vermeiden,  daß  von  den  fünf 
Geraden  drei  durch  einen  Punkt  gehen. 

Und  analoges  gilt  für  fünf  Punkte  Aj  B,  (7,  B\  E. 

49  Wir  haben  gefunden  (Nr.  34),  daß  drei  windschiefe  Geraden 
^1?  \y  \  ^^  einer  Regelschar  voii  lauter  untereinander 
windschiefen  Geraden  führen,  welche  alle  drei  treffen.  Wir 
nehmen  drei  aus  ihr:  a^,  a^j  «3,  welche  dann  ihrerseits  zu 
einer  Regelschar  führen,  zu  der  \y  ^y  h^  gehören.  Wenn  a 
eine  beliebige  Gerade  jener  Regelschar  [b^b^^^  nnd  1)  eine   beliebige 
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aus  dieser  [«jög^]  ^^^j  ^^  ^^^  bewiesen  werden,  daß  sie  sich  schneiden 
müssen. 

Es  seien  P^,  P,  die  Schnittpunkte  a^h^y  a^h^  und  iZg  die 
Ebene  flg^g.  In  letzterer  liegen  dann  die  Schnitte  A^^  A^,  A  von 
a^,  «2,  a  mit  \,  sowie  die  Schnitte  B^y  B^,  B  von  \,  h^y  b  mit  flg. 
Die  Punkte  P^y  Pg  liegen  in  beiden  Ebenen  a^h^y  ci^K'^  ^^so  ist 
deren  Schnittlinie  mit  P1P2  identisch  und  weil  A^B,,^  ^2  A  ^i^  Spuren 
von  a^h^y  a^\  in  TJg  sind,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  C^2  =  {A^B.2y  A^B^ 
die  Spur  der  P^Pc>  in  TIg.  Ebenso  ist  die  Gerade  i\y  die  durch  Pj^ 
geht  und  a,  h  trifft,  die  Schnittlinie  der  Ebenen  P^a,  P^ö,  die  wir 
auch  als  Ebenen  b^a,  a^h  bezeichnen  können,  da  z.  B.  h^^  durch  P^ 
geht  und  a  trifft,  also  in  P^a  fällt;  folglich  ist  die  Spur  von  p^^ 
in  n^  der  Punkt  (7^  =  (P^^,  J-iP),  und  in  gleicher  Weise  ist  die 
Spur  der  Gerade  _po  aus  Pg,  welche  a,  ?)  trifft,  oder  der  Schnittlinie 
von  1)2(1  y  a^l»  der  Punkt  0^=  {B^^A,  A^B). 

Betrachten  wir  nun  die  beiden  in  ü^  gelegenen  vollständigen 
Vierecke  A^B^AB^  und  B^A^BA^y  von  denen  die  Seiten  A^A  und 
A^A^  in  \y  die  Seiten  B^B^  und  B^B  in  «g  liegen;  so  zeigt  sich, 
daß  die  Seiten 

A,Ay  B^B,-     A,B„  B^A-    AB,, 
bzw. 

A^A^y  B,B',    A,B,y  A^B-,    BA, 

die  Gerade  C^C2  =  c  in  denselben  Punkten  treffen,  nämlich  in  den 
Schnitten  mit  \,  a^,  ^i-^i  ^^^  ^^^  Punkten  Cg,  (7^;  also  gehen 
auch  die  sechsten  Seiten  A^B.2  und  B^A2  durch  den  nämlichen  Punkt 
dieser  Gerade,  d.  h.  C^^  ^^^^  auf  c;  daher  ist  C^^  Schnittpunkt  von 
P^P^  ^^d  c.  In  ihre  Ebene  fällt  p^,  welche  PiPg  in  P^  und  c  in 
Cj  trifft,  und  ebenso  p^- 

Diese  Geraden  p^,  p^  schneiden  sich  also.  Sie  werden  von  a,  h 
geti'offen.  Dies  kann  so  geschehen,  daß  beide  durch  den  Schnittpunkt 
gehen  oder  beide  in  die  Ebene  fallen  oder  die  eine  jenes,  die  andere 
dies  tut.  Aber  in  die  Ebene  kann  weder  a,  noch  h  fallen.  Denn 
sie  können  weder  durch  P^  oder  Pg  gehen,  noch  kann  eine  von  ihnen 
mit  P^P^  identisch  sein,  weil  das  nicht  vereinbar  mit  dem  Wind- 
schiefsein gegen  a^,  «g,  bzw.  \y  t^  ist.  Fiele  nun  a  oder  h  in  die 
Ebene  PiP2y  ^^  würde  sie  die  P1P2  treffen,  die  aucb  in  dieser 
Ebene  liegt,  und  zwar  in  einem  von  P^,  Pg  verschiedenen  Punkte; 
dann  kämen  von  diesem  zwei  Geraden,  a  und  P^P2y  oder  h  und  P^P^y 
welche  h-^,  ig?  bzw.  a^,  «3  treffen,  was  nicht  möglich  ist.  Also  kann 
nur  der  erste  Fall  eintreten,  daß  a  und  &  beide  durch  den  Punkt 
P1P2  gehen,  d.  h.  sie  schneiden  sich. 

Jede  Gerade  aus  der  Regelschar  [^i^g^s]  trifft  folglich 
jede    aus    der    Regelschar    [0^102%]?    ^^^    beliebige    drei    aus 
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der    einen   können    als    Leitgeraden    der    andern    genommen 
werden. 

Faßt  man  vorzugsweise   die  eine  ins  Auge,  so   wird   die  andere 
als  ihre  Leit schar  bezeichnet;    will   man   sie    gleichartig  behandehi, 
so  wird  man  sie  besser  verbundene  Regelscharen  nennen. 
50  Wenn  fünf  Ecken   eines  vollständigen   ebenen  Vierseits 

auf  fünf  windschiefen  Geraden  laufen,  so  bewegt  sich  auch 
die  sechste  auf  einer  Gerade. 

Jene  fünf  Ecken  seien  Ä^  J5,  C,  D,  E^  die  sechste  F^  und  es 
seien  BGB,  GAE,  ABF,  BEF  die  vier  Seiten,  also  A  und  D, 
B  und  E,  G  und  F  Gegenecken.  Die  fünf  Geraden  seien  a,  d,  c,  d,  e. 
Auf  eine  beliebige  Projektionsebene  77  projizieren  wir  aus  einem 
Punkte  P,  in  dem  sich  eine  Gerade,  welche  a,  h,  c  trifft,  mit  einer 
Gerade,  welche  d,  e,  c  trifft,  schneidet;  jede  Ebene  durch  c  enthält 
in  dem  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  der  Spuren  von  a  und  h 
und  von  d  und  e  einen  solchen  Punkt.  Die  Projektionen  seien  mit 
A'j  .  .  .,  a\  ...  bezeichnet.  Es  laufen  a,  h\  c  in  einen  Punkt  0 
zusammen,  ebenso  c ,  d' ,  e  in  einen  Punkt  Q  zusammen;  Ä  liegt  auf 
a ,  usw.  Es  seien  dann  noch  A^,  B^,  G^  die  Schnitte  von  a,  V ,  c 
mit  B'E'F',  und  B,  S  die  Schnitte  h'd',  ae.  Da  das  Projektions- 
zentrum nur  von  a,  h,  c,  d,  e  abhängt,  nicht  von  dem  beweglichen 
Vierseite,  so  gilt  dies  auch,  bei  fester  77,  von  den  Punkten  B,  8. 
Durch  A^,  B']  B^,  E'-^  G^,  F' ,  sechs  Punkte  einer  Gerade,  gehen 
die  Gegenseiten  0A\  B'G'-,  OB',  G'A'-,  OG',  A'B'  von  OÄB'G'-, 
durch  die  fünf  ersten  Punkte  gehen  ebenfalls  zweimal  zwei  Gegen- 
seiten und  eine  fünfte  Seite  des  Vierecks  OQBS,  nämlich  OS,  QR-^ 
OB,  QS-,  0§;  daher  muß  die  sechste  Seite  BS  durch  F'  gehen, 
oder  die  Projektion  F'  von  F  bleibt  auf  der  festen  Gerade  BS,  also 
der  Punkt  F  in  der  Ebene  von  P  nach  derselben.  Nimmt  man  das 
Zentrum  P  in  einer  andern  Ebene  durch  c,  so  ergibt  sich,  daß  F 
in  der  Ebene  aus  diesem  nach  der  dann  sich  ergebenden  Gerade  BS 
bleibt.  Folglich  muß  F  auf  der  Schnittlinie  f  dieser  beiden 
Ebenen  (und  aller  den  verschiedenen  Lagen  von  P  entsprechenden) 
bleiben. 

Es  liegen  zwei  Punktreihen  a  und  h  vor;  jede  sei  mit  einer 
dritten  c  projektiv  gemacht  vermittelst  eines  Ebenenbüschels  um  e, 
bzw.  d^)  Es  liegen  dann  zwei  entsprechende  Punkte  von  a  und  c 
auf  einer  Gerade,  welche  a,  c,  e  trifft,  und  zwei  entsprechende  von  b 
und  c  auf  einer  Gerade,  welche  h,  c,  d  trifft,  zwei  entsprechende 
Punkte  also  von  a  und  b  auf  solchen  Geraden  l,  m  der  Regelscharen 
[ace\,    \bcd^,    welche   c   in   dem   nämlichen  Punkte   treffen.     Nennen 


1)  Die  Projektion  vermittelst  eines  Ebenenbüschels   von   einer  Gerade   auf 
eine  andere  umfaßt  zwei  elementare  Operationen,  Projektion  und  Schnitt. 
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wir  die  fünf  Treffpunkte  der  beiden  Geraden  l,  m  mit  a,  ...,  e,  bzw. 
Aj  ...,  Ej  so  liegen  A,  C,  E  auf  l  und  B,  0,  B  auf  m  und 
F  =  (AB,  ED)  ist  die  sechste  Ecke  eines  vollständigen  Yierseits, 
von  dem  sie  fünf  Ecken  sind.  Daher  bewegt  sich  F  auch  auf  einer 
Oerade  f,  und  entsprechende  Punkte  von  a  und  h  liegen  je  in  einer 
Ebene  des  Büschels  f. 

Folglich  sind  die  beiden  Ebenenbüschel  e  und  d,  von 
denen  der  erste  die  Punktreihe  a  in  die  Punktreihe  c  durch 
Projektion  überführt  und  der  zweite  c  in  h,  ersetzt  durch 
einen  Büschel  f,  welcher  direkt  a  in  &  überführt. 

Sind  daher  a  und  h  durch  eine  größere  Zahl  von  Pro- 
jektionen vermittelst  Ebenenbüscheln  projektiv  gemacht,  so 
erhält  man,  immer  zwei  aufeinander  folgende  Projektionen 
durch  eine  ersetzend,  schließlich  eine  einzige  Projektion, 
welche  die  Projektivität  bewirkt. 

Dabei  ist  immer  vorausgesetzt,  daß  man  es  mit  windschiefen 
Trägern  zu  tun  hat. 

Handelt  es  sich  nun  um  eine  Projektivität  zwischen  den  Punkt- 
reihen u,  lij  in  der  den  Punkten  A,  B,  C  die  Punkte  A',  B',  C 
entsprechen,  so  muß  die  Axe  l  des  Ebenenbüschels,  durch  den  allein 
diese  Projektivität  bewerkstelligt  werden  kann,  die  di-ei  Geraden 
a  =  AA\  h  =  BB\  c  =  CG'  treffen,  also  zu  der  Regelschar  [a,  &,  c\ 
gehören,  und  die  weiteren  Ebenen  des  Büschels  /  geben  weitere  ent- 
sprechende Punkte  X,  X!  auf  u,  u-^  jede  Gerade  ä;  =  XX'  ist  eine 
Gerade,  welche  w,  u,  l  trifft.  Aber  a,  6,  c;  ?(,  u,  l  gehören  zu  ver- 
bundenen Regelscharen;  es  sei  l^  eine  andere  Gerade  der  letzteren 
Schar,  so  treffen  sich  nach  dem  Satze  in  Nr.  49  x  und  Z^;  d.  h.  es 
gibt  eine  Ebene  durch  Z^,  welche  X,  X!  einschneidet.  Welche  Ge- 
rade l  aus  der  Regelschar  \a,  h,  c]  auch  genommen  wird,  die  Ebenen 
ihres  Büschels  schneiden  dieselben  Punktepaare  X,  X'  in  k,  ii  ein. 
Die  Projektivität  ist  eindeutig  durch  die  drei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  bestimmt.  Damit  ist  dieser  funda- 
mentale Satz  (Nr.  32)  ohne  jede  Maßbeziehung  bewiesen, 
wenn  die  Cremonasche  Definition  projektiver  Gebilde  zu 
Grunde  gelegt  ist.  Es  genügt,  wie  wir  wissen,  der  eine  Fall,  da 
die  andern  sich  auf  ihn  zurückführen  lassen.^) 

Wenn  zwei  Tetraeder  aßyd  =  ABCD  und  aß'yd'  =  ÄBC'D'  51 
so    liegen,    daß    die    vier    Schnittlinien    aa ,    ßß\    yy,    68'    in 
einer    Ebene    co    sich    befinden,    so    laufen    die    vier    Verbin- 
dungslinien   entsprechender   Ecken    A  =  ßyd,    Ä=ß'y'd''^  ... 
in  einen  Punkt   0  zusammen.    N.  V.  schneiden  sich  aa    und  ßß'-^ 


1)  Die  vorangehenden  Betrachtungen  Nr.  49,  50  rühren  von  Zeuthen  her: 
Comptes  rendus  Bd.  125  S.  638. 
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durch  den  Schnittpunkt  gehen  aß  =  CD,  aß'  =  O'D';  und  so 
schneiden  sich  jede  zwei  entsprechenden  Kanten  in  co;  die  Schnitt- 
punkte {BG,  B'C),  {CD,  CD'),  (DB,  B'B')  liegen  auf  der  Ge- 
rade f^c^';  also  sind  die  beiden  Dreiecke  BGB,  B^ C B'  perspektiv: 
BB',  GCy  BB'  laufen  in  einen  Punkt  zusammen,  ebenso  GG,  BB\ 
ÄÄ',  d.  h.  alle  vier  Verbindungslinien  in  denselben  Punkt. 

Die  duale  Betrachtung  liefert  die  Umkehrung.  Wir  nennen 
zwei  solche  Tetraeder  perspektiv. 

§  8.   Hauptsätze  der  Transversalentheorie. 

52  Auch   den  Inhalten  ebener  Figuren  gibt  man  (Möbius), 

je  nachdem  sie  in  dem  einen  oder  andern  Sinne  umlaufen 
werden^  verschiedene  Vorzeichen^  so  daß  z.  B. 

AÄBC  =  BGA  =  -ÄGB 
ist. 

Wenn  die  Träger  zweier  Strecken  PQ^  MN  sich  in  0  schneiden^ 
so  ist  unmittelbar  ersichtlich,  daß,  wie  auch  0  auf  ihnen  liege,  auch 
dem  Vorzeichen  nach  gilt: 

:pO  ^  PMN 

Q0~  QMN' 

Schneidet  eine  Transversale  s  die  Seiten  BG^  GÄ,  AB 
eines  Dreiecks  in  A\  B\  G\  so  ist: 

BA'     CB^     AC'  ^       ^ 
CA  'AB'  '  BÖ'  -  +  ^• 

In  der  Tat,  wenn  M,  N  auf  s  liegen,  so  hat  man : 

BA  _  BMN       CB'  _  CMN       AC  _  AMN 
CA'~CMN^     AB'~AMN^      BC       BMN^ 

woraus  die  Behauptung  folgt. 

Die  linke  Seite  nennt  man,  auch  wenn  Ä,  B',  G'  nicht  in  gerader 
Linie  liegen,  das  Dreiseitschnitt-Verhältnis,  das  sie  bilden;  es 
gehört  gleichmäßig  zum  eigentlichen  Dreiecke,  wie  zu  den  drei  un- 
eigentlichen (Nr.  43). 

Umgekehrt,  drei  Punkte  Ä,  B'y  G'  auf  den  Seiten  eines 
Dreiecks,  deren  Dreiseitschnitt-Verhältnis  +  1  ist,  liegen 
in  gerader  Linie.  Es  ist  nun  die  obige  Relation  vorausgesetzt;  ist 
dann  6'/  der  Schnitt  von  AB'  mit  AB,  so  ist  nach  dem  vorigen 
Satze: 

BA     CB'    AC^  _  I    1  . 
CA  '  AB'  '  BC^'~^     "> 

daraus  und  aus  der  Voraussetzung  folgt:  ^^,  =  XC^'  ^^^^  ^^^^  diese 
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Gleicliung  auch  dem  Vorzeichen  nach  richtig  ist,  die  Identität  von 
(7/  mit  (7;  d.  h.  die  Geradlinigkeit  von  A\  B',  C\ 

Beide  Sätze  werden  nach  Menelaus^)  (100  n.  Chr.)  benannt. 

Die  Relation  lehrt,  daß  von  den  drei  Punkten  Ä\  B',  C\  weil 
die  drei  Verhältnisse  alle  positiv  sind  oder  nur  eins,  entweder  alle 
drei  auf  den  Strecken  BCy  C-A,  AB  liegen  oder  nur  einer. 

Sind  dagegen  A',B\C'  die  Schnitte  der  Seiten  mit  den 
Transversalen,  welche  einen  beliebigen  Punkt  S  der  Ebene 
mit  den  Gegenecken  verbinden,  so  ist: 

BA     CB'     -^C'  _  _. 

CA  '  :aW  '  BC  ~       ^  ' 
und  umgekehrt. 
Denn  die  drei  multiplizierten  Verhältnisse  sind  gleich 

BAS      CBS      ÄCS 
CAS'    ABS'    BCS' 

Der  Beweis  der  ümkehrung  erfolgt  ähnlich  wie  vorhin. 

Das  ist  der  Satz  von  Ceva-). 

Hier  liegen  entweder  alle  drei  Punkte  A\B',C'  in  den 
Strecken  BC,  CA,  AB  oder  nur  einer. 

Den  Vorzeichen -Unterschied  hat  erst  unsere  Zeit  gebracht^).  Ins- 
besondere diesem  letzteren  Satze  subsumieren  sich  bekannte  Sätze 
der  Elementargeometrie,  aber  auch  folgender:  Die  Berührungs- 
punkte eines  jeden  der  4  einem  Dreiseite  eingeschriebenen 
Kreise  mit  den  Seiten  geben  mit  den  Gegenecken  verbunden 
drei  in  einen  Punkt  zusammenlaufende  Geraden.  Und  dem 
ersteren  subsumiert  sich: 

Die  Tangenten  des  einem  Dreiecke  umgeschriebenen 
Kreises  in  den  Ecken  schneiden  die  Gegenseiten  in  Punkten, 
die  in  gerader  Linie  liegen. 

Konstruiert  man  zu  den  Punkten  A',B',  C  des  einen  oder 
andern  Falls  die  vierten  harmonischen  Ä',B'\C"  bezüglich 
der  Ecken,  so  wird: 

BA'     CB"     AC" BA^     CB^    AC^  ^ 

CJT  '  ÄW  '  B^  ~       CA  '  AB'  '  BC  ' 

so  daß  im  ersteren  Falle  AA'\BB'\CC"  in  einen  Punkt  S 
zusammenlaufen,  im  andern  aher  A",B'',C"  in  gerader  Linie  s 


1)  Dieser  hat  den  entsprechenden  sphärischen  Satz  (vgl.  Nr.  53)  zum  Aus- 
gangspunkt der  sphärischen  Trigonometrie  gemacht:  Menelai  Sphaericorum 
libri  tres.  Der  sphärische  Satz  wird  schon  von  Ptolemäus  Satz  des  Menelaus 
genannt. 

2)  Giov.  Ceva,  De  lineis  rectis  se  invicem  secantibus,  1678. 

3)  Wird  die  ältere  Schreibweise  des  Teilverhältnisses  benutzt,  so  kehren 
sich  die  Vorzeichen  um;  der  Menelaus-Satz  hat  — 1,  der  Ceva-Satz  +1. 
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liegen.  Es  wird  so  durch  ein  gegebenes  Dreieck  jeder  Gerade  s 
ein  Punkt  S  eindeutig  zugeordnet  und  umgekehrt:  harmonischer 
Pol  von  Sj  harmonische  Polare  von  S  in  bezug  auf  das  Drei- 
eck.    Die  harmonische  Polare   des  Schwerpunkts   ist   unendlich  fern. 

Wenn  J.'',  5",  C' in  gerader  Linie  liegen^  so  gilt  dies  auch 
für  B',C\Ä''-  C\A\B"',  Ä,B\C",  und  AA\BB'\CC"',  usw. 
laufen  je  durch  einen  Punkt. 

Betrachtet   man   im   ersten  Falle   die  Seiten  des  Dreiecks  und  s 
als  vollständiges  Vierseit,  so  sind  AÄ,  BB',  CC  die  Diagonalen  und 
im  zweiten  Falle  sind  A\  B\  C  die  Diagonalpunkte  des  vollständigen 
Vierecks  {A,  B,  C,  S). 
53  Wir  stellen  über  das  Dreieck  ABC  ein  Dreikant  ahc  mit   dem 

Scheitel  0;  die  beliebig  auf  den  Seiten  gelegenen  Punkte  AjB',C' 
mögen  sich  aus  0  in  die  in  den  Seitenebenen  des  Dreikants  gelegenen 
Strahlen  a\  V,  c  projizieren.  Der  Sinussatz  gibt,  wenn  A'  einer  der 
beiden  Supplementwinkel  bei  A  ist^  zunächst  absolut: 


also: 


Dies  erkennt  man  als  auch  dem  Vorzeichen  nach  richtig.  Denn  es 
seien  vorderhand  OBy  0  C  die  positiven  Sinne  auf  6,  c,  so  ist -^1)0  =  BO  C; 
und  gleichzeitig  liegt  A'  in  BC  und  a    in  hc  oder  A'  in  BC,  a   in 

h-c,    so   daß  T^-T,-    und    -^ >,    dasselbe   Vorzeichen    haben;    -77-^   ist 

'  CA  ein  ca  '  ^     OC 

positiv.     Kehrt   man   nun   auf  h   oder  c  den  Sinn  um,   so  ändern  in 

der  Formel  zwei  Größen  ihr  Vorzeichen,  sie  bleibt  richtig. 

Ebenso  ist: 

CB'         sin  cb' 
AB'         sina6' 
daher: 

BA'     CB'     AC^ 

CA'  '  AB'  '  BC 

Folglich  geht  das  Dreiseitschnitt-Verhältnis  unverändert  in 
das  Dreiflachschnitt-Verhältnis  über. 

Ist  also  dies  letztere  +  1  oder  —  1,  so  liegen  die  drei 
Strahlen  a,  h',  c  in  einer  Ebene,  bzw.  die  drei  Verbindungs- 
ebenen aa\  Wj  CC    gehen  durch  einen  Strahl;  und  umgekehrt^). 

Schneiden  wir   das  Dreiflach  in  einem  andern  Dreiseit  oder  pro- 


BA' 
OB 

sin  5  a'        CA'        sin  ca' 

~   sin^'  '      OC  ~  BinA"> 

BA'        sin  6a'     OB 

CA'  ~~  sinca'      OC 

OC 
OA 

AC 
'     BC 

sin  ac'     OA 
^  sin~67  '  OB  ' 

sin  6  a' 

sine  6' 

sin  ac' 

" 

sin  ca' 

sina6' 

sin  h  c 

1)  Der  erstere  Fall,  für  das  sphärische  Dreiseit  (auf  einer  Kugel  um  0), 
über  dem  das  Dreiflach  steht,  ausgesprochen,  ist  der  sphärische  Satz  von  Mene- 
laus,  von  ihm  freilich  in  Sehnen,  statt  in  Sinussen  ausgesprochen. 


CB'        sina&' 

BC 

AC 

sin  bc' 

CA 

AB'  ~  sinc&' 

BA' 

BC 

sm  ac 

CB' 

BA'     CB'     AC 

=  - 

1 

CA'     AB'     BC 

sin  6a' 

sine  5' 

sin  ae' 

sin  ca' 

sin  a  h' 

sin&c' 
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jizieren  wir  das  Dreiseit  in  ein  anderes  Dreiflacli,  so  zeigen  sich 
beide  Verhältnisse  als  projektive  Größen. 

Kehren  wir  zum  Dreiseit  zurück  und  bezeichnen  die  Geraden 
BCy  CAy  AB  mit  a,h,Cy  die  Verbindungslinien  AA',BB'j  CG'  mit 
a,  h',  c',  so  ergibt  sich  wie  oben: 

BA'  sin  ca     AB 

CA'  ~  sin  ba   '  ÄC  ' 

wobei  zu  beachten  ist,  daß  hier  A  an  Stelle  von  0  getreten  ist,  h,  c 
vorhin  OB,  OC  waren,  jetzt  AC,AB  sind,  also  vertauscht  werden 
müssen.     Ebenso  ist: 


also: 


Die  Größe  im  Nenner  rechts,  die  nur  äußerlich  der  obigen  gleicht, 
nennen  wir  Dreieckschnitt-Verhältnis. 

Man  erkennt,  daß  man  die  Formeln  von  Menelaus  und  Ceva 
auch  mit  diesem  Verhältnisse  schreiben  kann,  aber  mit  um- 
gekehrtem Vorzeichen  rechts,  nämlich: 
Wenn 

sin  b a      sin  c V     sin  ac  ^ 

sin  ca      sin  ah'     sin  bc  ' 

SO  liegen  die  drei  Schnittpunkte  aa\  hh\  cc  in  einer  Gerade  und 
umgekehrt  (Satz  des  Menelaus);  wenn  aber 

sin  ba'     sin  cb'     sin  ac  ^ 

sin  c a'     sin  c a'  '  sin  bc  ' 

SO  laufen  a,  h\  c  in  einen  Punkt  zusammen  und  umgekehrt  (Satz 
des  Ceva). 

Sie  stehen  hier,  in  erweitertem  Sinne,  in  welchem  man  bisweilen 
auch  Maßbeziehungen  an  der  Dualisierung  teilnehmen  läßt,  felddual 
gegenüber,  wenn  man  die  eine  Formel  mit  dem  Dreiseitschnitt -Ver- 
hältnisse, die  andere  mit  dem  Dreieckschnitt -Verhältnisse  schreibt. 

Wir  werden  uns  mehr  und  mehr  überzeugen,  daß  diese  Aus- 
dehnung der  Dualisierung  auf  Maßbeziehungen  jedesmal  er- 
laubt ist,  wenn  es  sich  um  projektive,  d.  h.  bei  projektiven  Operationen 
invariante  Maßbeziehungen  handelt. 

Im  Dreiflach  mit  den  Kanten  a,  &,  c,  den  Ebenen  a,  ß,  y,  seien 
in  den  Ebenen  die  Strahlen  a,  h\  c  durch  den  Scheitel  gezogen;  so 
gilt    die    zweimalige    Anwendung    des    Sinussatzes    der    sphärischen 
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Trigonometrie^   wenn    die    Ebenen  aa ,  W,  cc   mit  a,  ß\  y    bezeichnet 
werden: 

sin  h  a         sin  y  a      sin  a  b 

sin  ca'        sin  |3o:'     sinac' 


Also  wiederum: 

sinöa'     sinc&'      sin  ac' 


sin  c  a      sin  c  a      sin  h  c  sin  (3  cc      sin  y  | 


sm  ya      sin  cc  p      sin  §  y 

SO  daß  auch  die  Formeln  für  das  Trieder  noch  in  einer  zweiten  Weise 
geschrieben  werden  können: 
Je  nachdem 

sinßo;'     sinyß'     sin  ay'  ^         ,  ,     ^ 

.        /  •    .  -   ^,  •  ~ — ^  =  —  1    oder    +  1 
smya      sm  o;j3      sm  j3y  ' 

ist,  liegen  die  Schnittlinien  aa  ^  ßß\  yy  in  einer  Ebene  oder  laufen 
die  drei  Ebenen  a,  ß',  y    in  einen  Strahl  zusammen. 

Man  kann  wiederum  direkt  zeigen,  daß  dies  Dreikantschnitt- 
Verhältnis  gleich  ist  dem  Dreieckschnitt -Verhältnis 

sin  ha      sin  ch'     sin  ac 
sin  c  a      sin  a  h'     sin  h  c  ' 

wenn  a,  ßy  y,  a,  ß',  y    durch  die  Ebene  des  Dreiecks  in  a^h^Cya,  ¥,  c 
geschnitten  werden. 
54  Wir   fügen,    als  Anwendung,    einen    metrisch    und    planimetrisch 

geführten  Beweis  der  Sätze  über  Perspektive  Dreiecke  in  derselben 
Ebene  hinzu,  wobei  wir  die  in  dualer  Form  geschriebenen  Sätze  von 
Menelaus  und  Ceva  benutzen. 

Bei  ABC,  A'B'C  sei  vorausgesetzt,  daß  AA,BB\CC'  in 
einen  Punkt  0  zusammenlaufen;  es  sei  dann 

%  =  {BG,B'C'),    ^  =  {CA,C'A),    ^  =  {AB,ABy 

Der  Satz  von  Menelaus,  angewandt  auf  die  Dreiecke  OBCj 
OCA,  OAB  und  die  sie  bzw.  schneidenden  Transversalen  B'C'% 
C'A'^.A'B'^,  gibt: 

B%    CC     OB'  ^  .  C^    AA^    qC'  _  -,         A^_    BB^    OA^  _  .  , 

G%'  OC'  BB'~  ^       A'^'  OA''  Ca~     '      B^'  OB''  AA'  ' 

woraus  durch  Multiplikation  folgt: 

B%     C33     ^g  ^  1 
CSU  *^S3  '  B^  ' 

d.  h.  51,  33,  S  liegen  in  gerader  Linie. 

Umgekehrt  sei  bei  den  Dreiseiten  abc^dh'c  vorausgesetzt,  daß 
aa\  hh\  cc    in    gerader  Linie  o   liegen;    die  Verbindungslinien    seien: 

(hc,  Vc)  =  a,      (ca,  ca)  ==  B,      {ah,  ah')  =  c. 
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Der  Satz  von  Ceva,  angewandt  auf  die  Dreiseite  ohCyOca,  oah 
und  die  Punkte  b'ca,cah,  ah'z,  gibt: 

sin  6a     sin  cc'      sin  06'        ^ 
sin  ca     sin  oc'      sin  66'  ?••? 

also: 

sin  6  a       sin  cb       sinrtc         ^ 
sin  ca      sin  ab      sin  6c  ' 

d.  ii.  a,  b,  C  laufen  in  einen  Punkt  zusammen. 

Wenn  aus  einem  Punkte  0  die  Geraden  gezogen  werden,  55 
welche    die    Gregenkanten    eines    Tetraeders    ABCD    treffen, 
und  zwar: 

BC,  AB  in  E,  E',  CA,  BB  in  F,  F',*AB,  CB  in  G,  G\ 

so  haben  wir  auf  den  Seiten  eines  jeden  der  vier  Dreiecke  drei 
Punkte,  deren  Verbindungslinien  mit  den  Gegenecken  zu- 
sammenlaufen. Z.  B.  für  die  drei  Punkte  Ej  F,  G  auf  den  Seiten  von 
ABC  ist  dieser  Punkt  der  Punkt  B\  in  dem  OB  die  Ebene  d  dieses  Drei- 
ecks trifft;  denn  OEE'  ist  Schnittlinie  der  Ebenen  OBC  und  OAB, 
liegt  also  mit  OD  in  letzterer,  so  daß  deren  Spur  AE  m  8  durch 
B'  geht,  und  ebenso     BF,  CG. 

Man  dualisiere  diesen  Satz  im  Räume. 

Wenn  auf  drei  Kanten  des  Tetraeders,  die  von  einer 
Ecke  ausgehen,  z.B.  SLuf  BA,  BB,  BC^)  die  Punkte  E\  F\  G' 
beliebig  angenommen  werden,  so  seien  in  den  Dreiecken 
BBC,  BCA,  BAB  die  Punkte  E,  F,  G  auf  BC,  CA,  AB  so  be- 
stimmt, daß  jedesmal  die  Relation  des  Ceva  gilt,  so  folgt, 
daß  sie  auch  am  vierten  Dreiecke  gilt.  Sind  dsLim  A',B\C\B' 
die  Konkurrenzpunkte  in  den  vier  Dreiecken,  so  laufen  die 
sieben  Geraden  AA,  BB',  CC,  BB\  FE',  FF\  GG'  in  einen 
Punkt  0  zusammen. 

Denn  die  Geraden  AA,  BB'  liegen  beide  in  der  Ebene  ABG', 
weil  Ä  auf  BG'  und  B^  auf  AG'.  Nimmt  man  ihren  Schnitt  als 
den  Punkt  0  des  vorigen  Satzes,  so  fallen  die  Punkte  Ä,  B'  des- 
selben mit  den  jetzigen  zusammen,  daher  auch  in  den  Ebenen  a,  ß 
die  Punkte  E,  F',  G'  bezw.  F,  E' ,  G'  und  daher  auch  der  sechste 
Punkt  (r;  denn  er  ist  eindeutig  durch  die  beiden  andern  Punkte  in 
y  oder  d  bestimmt.  Oder  auch  von  den  vier  Geraden  AA',  .  .  .  BB' 
treffen  sich,  wie  AA',  BB",  so  jede  zwei;  also  müssen  sie,  weil  sie, 
durch  die  Ecken  des  Tetraeders  gehend,  nicht  in  derselben  Ebene 
liegen,  durch  den  nämlichen  Punkt  gehen.  FE'  trifft  aber  auch  diese 
vier  Geraden,  mit  der  BB'  z.  B.  liegt  sie  in  der  Ebene  ABE-^  also 
muß  sie  durch  ihren  Schnittpunkt  gehen,  und  ebenso  FF',  GG'. 

1)  Oder  auf  zwei  Gegenkanten  und  einer  dritten  Kante. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    I.  5 
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Den  Punkt  0  gewinnt  man  am  einfachsten  als  den  Schnittpunkt 
der  drei  Ebenen,  welche  JE',  F\  G',  die  Punkte,  von  denen  wir  oben 
ausgingen,  mit  den  Gegenkanten  -B(7,  CA,  AB  verbinden. 

Die  harmonischen  Polaren  der  Punkte  Ä,  B'  in  bezug  auf  die 
Dreiecke  BGB,  GAB  schneiden  sich  im  vierten  harmonischen  Punkte 
zu  G'  in  bezug  auf  0,  D;  also  fallen  alle  vier  harmonischen  Polaren 
in  dieselbe  Ebene,  in  der  die  sechs  vierten  harmonischen  Punkte 
liegen:  die  harmonische  Polarebene  des  Punktes  0  in  bezug 
auf  ABCB. 

§  9.   Ausgezeiclmete  Elemente  von  projektiven  gleichartigen  Grebilden, 

56  Bei  projektiven  Puilktreihen  treten  die  beiden  Punkte  B  und  Q', 

welche  je  dem  unendlich  fernen  Punkte  BL,  Qo=  der  anderen  Reihe 
entsprechen,  besonders  hervor.  Sie  heißen  die  Fluchtpunkte  (Gegen- 
oder Grenzpunkte)  der  Reihen.  Sind  X  und  X',  F  und  Y'  irgend 
zwei  andere  entsprechende  Punkte,  so  ist: 

{bq.xy)  =  {b:^q'x'y'), 

also: 

BX     Q^Y  ^B'^X'     Q'Y' 
BY'  Q^X       B'^Y'  '  Q'X'^ 

da  aber  .     , 

Q^Y  ^B'^X'  _ 

Q^X       B^^Y' 

(Nr.  14),  so  ergibt  sich: 

BX  _  Q'  r 

BY       Q'X' 
oder: 

BX'Q'X'=BY-  Q'Y'. 

Das  Produkt  der  Entfernungen  entsprechender  Punkte 
je  von  dem  Fluchtpunkte  ist  konstant. 

Es  heißt  die  Potenz  (wohl  besser  das  Rechteck)  der  projek- 
tiven Beziehung. 

Es  seien  in  der  bilinearen  Relation  der  Projektivität: 

iw  -\-iii-Vii'l'-{-v  =  o 

die  Veränderlichen  |  und  |'  Abszissen,  so  folgt  aus: 

daß  zu  |'=  C50  der  Wert  |  ==  —  ^  gehört;   dies  ist  also  die  Abszisse 

des  Fluchtpunktes  B  und  |'=  —  ^  ist  die  von  Q'-^  schreiben  wir  die 
Relation  in  der  Form: 
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SO  haben  wir  unsern  Potenzsatz;   denn  ^ -\- ^  =  OX — OjR  =  jRXund 


t'j^f^=Q'X'',    also  ist    ^^  ..  die  Potenz 


,  -^!^=Q'X'',    also  ist  ^^^^ 

Das  Vorzeichen  der  Potenz  p  ist,  wenn  die  Punktreihen  auf  ver- 
schiedenen Trägern  liegen,  willkürlich;  wenn  der  positive  Sinn  der 
einen  Reihe  umgekehrt  wird,  so  ändert  sich  das  Vorzeichen  von  p. 
Wir  wollen  daher  die  Sinne  so  bestimmt  denken,  daß  p  positiv  ist. 
Liegen  die  Reihen  freilich  auf  derselben  Gerade,  so  ist  das  Vor- 
zeichen der  Potenz  bestimmt,  weil  bei  der  Umkehrung  des  Sinnes 
beide  Faktoren  der  Potenz  ihr  Vorzeichen  ändern.  Die  im  folgenden 
erhaltenen  Ergebnisse  bleiben  jedoch,  wie  man  sich  leicht  überzeugen 
wird,  erhalten,  wenn  die  Punktreihen  auf  dieselbe  Gerade  gebracht 
werden. 

Wenn  G  und  H  die  Punkte  der  ersten  Punktreihe,  welche 
vom  Fluchtpunkt  R  die  Entfernung  ±  Yp  haben,  und  G\  H'  die  ent- 
sprechenden Punkte  sind,  so  folgt  aus: 

RG.  Q'G'=EH-  Q'H'  =  p, 

daß  G'  und  JH.'  von  Q'  auch  die  Entfernungen  +  Yp  haben.  Man 
pflegt  diese  vier  Punkte  die  Potenzpunkte  der  projektiven  Reihen  zu 
nennen;  bei  ihnen  wird  die  Potenz  ein  Quadrat.  Daher  der  Name 
Potenz  (vgl.  Nr.  8). 

Es    seien  X  und  X'    zwei    beliebige    entsprechende    Punkte,    so  57 
konstruiere  man  in  der  zweiten  Reihe  Y^,  Y^  so,  daß: 

Q'Y^=-EX,     Q'Y,'=-EX; 

Y^  und  Yg  seien  ihnen  in  der  ersten  Reihe  entsprechend;  aus 

RX  •  Q' X'  =  RY,'  Q'Y,'  =  RY.Q'Y,' 
folgt: 

RY,=  Q'X',    RY,=  -qX\ 

Es  ist  also  R  die  Mitte  von  Y^Y^  und  Q'  die  von  Y^Y^'.    Femer  ist: 

RY,-RX=  Q'X'-  QY;,    RY,-RX=-  Q'X'+Q'Y,' 

oder: 

XY,  =  -X'Y,',     XY,=  X'Y,'. 

Umgekehrt,  aus 

RXQ'X'^RY-  Q'Y' 


folgt: 
ist  also 
oder 


RY=IRX,    Q'X'=^XQ'Y',    A^l; 

XY=  +  X'Y' 

RY  -  RX=-  ±{Q'X'  -  Q'Y'), 
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so  liat  man 

{i - i)Bx  =  ±{i-i) qY\   qr=  ± bx, 

oder  getrennt: 

qY;=Bx,   qY^==-Bx. 

Liegt  X  in  Y^  Yc^  oder  in  Y^Y^,  so  haben  X  Y^  und  X  Y^  un- 
gleiche oder  gleiche  Vorzeichen,  also  X'Y^  und  X'Y^  gleiche  oder 
ungleiche  und  X'  liegt  in  F/  •  Y^  oder  in   F/  Y^. 

Jedes  Paar  entsprechender  Punkte  X,  X'  liefert  zwei 
Paare  gleicher  Strecken  zwischen  entsprechenden  Punkten, 
wie  wir  zunächst  noch  vorsichtig  sagen,  und  wir  erhalten  zwei 
Systeme  solcher  gleicher  Strecken,  die  wir  als  jTj  und  JTg 
unterscheiden  wollen,  je  nachdem  es  sich  um  Strecken  XY^ 
und  X'Y^  oder  XY^  und  X'Y^'  handelt. 

Wegen  der  positiven  Potenz  haben  je  i^X  und  Q' X\  BY^  und 
Q'Y^,  BY2  und  Q'Y^  dasselbe  Vorzeichen,  mithin  haben  BX,  Q'X\ 
BY^,  QY^  alle  vier  das  nämliche  Vorzeichen,  folglich  schließt  XY^ 
den  Fluchtpunkt  B  aus  und  X'Y(  den  Fluchtpunkt   (^ . 

Die  gleichen  Strecken  des  Systems  T^  schließen  bzw. 
die  Fluchtpunkte  aus.  Folglich  liegen  B  und  j^^,  Q^  und  Qi 
zugleich  in  X-Y^  und  X' -Y^-^  diese  Strecken  sind  entsprechend, 
und  daher  gilt  dies  auch  für  XY^  und  X'Y-['^  diese  endlichen  Strecken 
sind  also  im  engeren  Sinne  entsprechend,  d.  h.  sie  enthalten  ent- 
sprechende Punkte. 

Die  Strecken  des  Systems  T^  kann  man  daher  auch  im 
engeren  Sinne  entsprechende  gleiche  Strecken  nennen. 

Beim  System  T^  hingegen  haben  jRX,  Q X'  das  eine,  BY<^^  Q  Y^' 
das  andere  Vorzeichen,  folglich  wird  B  von  XY^j  Q'  von  X' Y^  ein- 
geschlossen. Die  Strecken  des  Systems  F^  schließen  die 
Fluchtpunkte  ein.  Es  liegen  diesmal  B  in  XY^,  B'^  in  X'Y^, 
Q^  in  X  •  Y2,  Q  in  X'Y<^,  Folglich  sind  die  endlichen  gleichen 
Strecken  XY^  und  X'Y^  nicht  im  engeren  Sinne  entsprechend, 
sondern  jeder  entspricht  die  unendliche  Ergänzungsstrecke 
der  andern.  Für  das  System  V^  ist  der  Name:  System  der  ent- 
sprechenden gleichen  Strecken  nicht  richtig;  wir  wollen  daher  die 
beiden  Systeme  T^  und  T^  als  das  der  entsprechenden  gleichen 
Strecken  und  das  der  gleichen,  aber  nicht  entsprechenden 
Strecken  zwischen  entsprechenden  Punkten  unterscheiden. 

Beachten  wir,  daß  in  beiden  Fällen  solche  Endpunkte  dieser 
Strecken,  die  von  B  bzw.  Q  gleiche  Entfernung  haben,  also  die 
beiden  entfernteren  oder  die  beiden  näheren  nicht  entsprechend  sind. 

Wir  haben  weiter  im  ersten  Systeme: 

BX'BY,==BXQ'X'  =  p,     qX'Q'Y^=BY^'Q'Y^  =  p', 
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beim  zweiten: 

RX' RY,  =  - RX-  Q' X'  =  - p ,     Q' X'  Q'  1\'  =  - RY,-  Q'  1\^  =  -p. 

In  jeder  der  beiden  Punktreihen  bilden  die  Endpunkte 
der  Strecken,  welche  ihren  entsprechenden  gleich  sind, 
eine  hyperbolische  Involution  mit  dem  Zentralpunkte  R, 
bzw.  Q'  und  der  Potenz  p. 

Dagegen  bilden  die  Punktepaare,  welche  je  dieselbe 
Entfernung  haben  wie  die  entsprechenden,  ohne  daß  jedoch 
die  endlichen  Strecken  entsprechend  sind,  eine  elliptische 
Involution  mit  dem  Zentralpunkte  it,  bzw.  Q'  und  der 
Potenz  —  p. 

Doppelpunkte  jener  hyperbolischen  Involutionen  sind  G,  H, 
bzw.  G'j  H'  und  die  Länge  der  entsprechenden  gleichen  Strecken 
geht  bis  0  herab;  in  den  andern  Involutionen  bilden  G  und  H, 
G'  und  IT  ein  Paar  und  GH=  G'H'  ist  die  kleinste  Entfernung; 
denn  die  Summe  zweier  Faktoren  eines  konstanten  Produkts  ist  am 
kleinsten,  wenn  sie  gleich  sind  (vgl.  auch  Nr.  8). 

Soll  die  Entfernung  der  Punkte  in  der  ersten  Reihe  Ä-mal  so 
groß  als  die  der  entsprechenden  Punkte  der  zweiten  Reihe  sein,  so  erhält 
man  in  jener  Involutionen  mit  dem  Zentralpunkt  R  und  der  Po- 
tenz +  l^-Py  in  dieser  Involutionen  mit  dem  Zentralpunkt  Q'  und  der 

Potenz  i  y  • 

Nehmen   wir   an,   daß   in   der  bilinearen  Relation  für  projektive  58 
Büschel  (von  Strahlen  oder  Ebenen): 

die  Veränderlichen  Kotangenten  sind,  so  wollen  wir  zusehen,  ob  es 
sie  befriedigende  Werte  |,  ^'  gibt,  so  beschaffen,  daß  auch  —-y,  ~y^ 
für  g,  I'  eingesetzt,  genügen;  dann  müssen  |  und  |'  auch  die 
Relation: 

befriedigen.  Wir  haben  dann  zwei  rechtwinklige  Elemente  des  einen 
Büschels,  denen  wiederum  rechtwinklige  im  andern  entsprechen.  Die 
Elimination  von  ^'  liefert  die  quadratische  Gleichung: 

(Xa  +  ^ai;)|2  +  (^'^  ^  ^2  _  ;^2  _  ^^2)^  _  ^^^^^  _|.  ^.^-j  _  q 

Jede  der  beiden  Wurzeln  liefert  ein  solches  Element  im  ersten 
Büschel,  daß  ihm  und  dem  zu  ihm  rechtwinkligen  Elemente  zwei 
ebenfalls  rechtwinklige  entsprechen.  Aber  dies  zu  ihm  rechtwinklige 
Element  hat  ja  dann  auch  diese  Eigenschaft,  seine  Kotangente  ist  die 
zweite  Wurzel;  das  Produkt  der  beiden  Wurzeln  ist  ja  auch  —  1, 
d.  h.   sie   gehören    zu   Elementen,    die    zueinander   rechtwinklig    sind. 


70    I-    §  9.  Ausgezeiclinete  Elemente  von  projektiven  gleichartigen  Gebilden. 

Und  die  Wurzeln  sind  stets  reell;    denn   die  Diskriminante  (Nr.  12) 
ist  positiv: 

Zwei  projektive  Büschel  (gleicher  oder  ungleicher  Art) 
haben  stets  zwei  reelle  entsprechenden  rechten  Winkel. 

Den  Fall  eines  Ebenenbüschels  kann  man  stets  durch  einen  zur 
Axe  normalen  Schnitt  auf  den  eines  Strahlenbüschels  zurückführen. 
Zwei  projektive  Strahlenbüschel  kann  man,  ohne  daß  dabei  an  der 
Größe  der  entsprechenden  Winkel  etwas  geändert  wird,  zunächst  in 
dieselbe  Ebene  bringen  und  darauf  durch  Drehung  des  einen  um  den 
Scheitel,  bis  im  Yerbindungsstrahl  sich  entsprechende  Strahlen  ver- 
einigen, perspektiv  machen.  Auf  der  Perspektivitätsaxe  schneiden 
sich  dann  entsprechende  Strahlen.  Es  gibt  stets  einen  Kreis  durch 
die  Scheitel,  der  auf  dieser  Axe  seinen  Mittelpunkt  hat  und  daher 
sie  reell  schneidet.  Nach  diesen  Schnittpunkten  gehen  die  Schenkel 
der  entsprechenden  rechten  Winkel. 
59  Es  seien  nun  sty  st'  diese  entsprechenden  rechten  Winkel  (von 

Strahlen    oder   Ebenen)    und    Xj  x\    y^  y    zwei    beliebige    Paare    ent- 
sprechender Elemente.     Es  ist  dann: 

sin  sx  =  sin  {st  +  tx)  =  sin  st  cos  tx,     da     cos  st  =  0; 

während  sin  5^  =  +  1;  ebenso: 

sin  ^ X  ==  sin  i^ s  •  cos  s  x\     sin  5?/  =  sin  5^  •  cos  ty, 

sin  ^y  =  sin  t's  •  cos  s'y'-^ 
also  folgt  aus: 

(stxy)  =  {st'xy), 
daß: 

cotg  tx  :  cotg  ty  =  tang  s'x' :  tang  sy'j 
oder: 

cotg  tx  '  cotg  s'x  =  cotg  ty  •  cotg  s'y. 

Das  Produkt  der  Kotangenten  der  Winkel  von  zwei 
nicht  entsprechenden  Schenkeln  der  entsprechenden  rechten 
Winkel  nach  zwei  entsprechenden  Elementen  ist  konstant. 
Denselben  Wert  hat  tang  sx  •  tang  fx-  denn  weil  s  und  t  recht- 
winklig sind,  so  ist  coig  sx  ■  Goig  tx  = —1  oder  tang5^  =  — cotgi^^r', 
und  ebenso  ist  tangf^'=  —  cotg  s'i)?'.  Den  reziproken  Wert  haben 
cotg  sx  •  cotg  fx'  und  tang  tx  •  tang  sx\ 

Wir  haben  also  hier  zwei  Potenzen,  welche  zueinander 
reziprok  sind  und  von  denen  jede  als  Kotangenten-  und  als 
Tangentenprodukt  geschrieben  werden  kann: 

cotg  tx  •  cotg  s'x  =  tang  sx  •  tang  t'x, 
cotg  sx  '  cotg  f  x'  =  tang  tx  •  tang  sx. 
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Das  erinnert  an  ähnliche  Ergebnisse  bei  der  Involution  und  wird 
auch  damit  in  Zusammenhang  gebracht  werden.    Statt  cotgtx-cotgs'x' 

kann  man  auch  schreiben: lr~^^~'f  ^^  ^^^  B^uch  dies  Kotangenten- 

Verhältnis  konstant  ist. 

Schneiden  wir  die  Büschel  U,  U'  mit  Transversalen  w,  Uj  die 
senkrecht  bzw.  zu  t  und  s\  also  zu  s  und  t'  parallel  sind,  so  werden 
in  den  entstehenden  projektiven  Punktreihen  die  Schnitte  mit  t,  s 
die  Fluchtpunkte  R,  Q'  sein.     Nach  Nr.  25  ist  dann: 

RX:  RY  =  tang  tx  :  tang  ty,     QX' :  Q'Y'  =  tang  sx  :  tang  sy. 

Wir  sehen,  wie  aus:    RX-  Q'X  =  RY-  Q'Y'  folgt: 

tang  tx  •  tang  sx  =  tang  ty  •  tang  s'y. 

Ziehen  wir  aber  die  Transversalen  u,  u  senkrecht  zu  t  und  s  60 
in  gleicher  Entfernung  von  den  Scheiteln.  Weil  die  Gleichheit  von 
XY  und  X'Y'  aus  denen  von  RX  und  Q'Y',  RY  und  Q'X'  sich 
ergibt,  so  folgt,  daß  über  den  gleichen  Strecken  XY^  und  X'iy, 
bzw.  XY.2  und  X'iy  auch  gleiche  Winkel  xy^  und  xy^\  xy^  und  x  y.2 
stehen.  Und  zwar  stehen  über  XY^,  X'Y^,  welche  die  Flucht- 
punkte R,  Q'  ausschließen,  gleiche  spitze  Winkel,  welche  die  Schenkel 
/,  5;  s,  t'  der  entsprechenden  rechten  Winkel  ausschließen,  so  daß 
hyperbolische  Lage  der  x,  y^  zu  5,  t  und  der  x,  y^  zu  s\  f  vorliegt; 
während  die  stumpfen  Winkel  jene  Schenkel  einschließen.  Hingegen 
stehen  über  den  gleichen  Strecken  XFg?  ^'^V?  "welche  jene  Flucht- 
punkte einschließen,  gleiche  Winkel,  welche  t  und  s  einschließen, 
während  die  Nebenwinkel  s,  f  einschließen,  so  daß  elliptische  Lage 
der  Xj  2/2*7  ^'7  1/2    2^  ^^^  rechten  Winkeln  st,  bzw.  st'  vorliegt. 

Im  zweiten  Falle  sind  entsprechende  Winkel  xy2f  x  y^  im 
engeren  Sinne  nicht  die  gleichen,  in  denen  t  und  5'  oder  s  und  t' 
liegen,  sondern  die  supplementären,  welche  t  und  t'  oder  s  und  s 
enthalten.  Wir  haben  hier  eine  sehr  bequeme  Unterscheidung  der 
beiden  Systeme:  V^  ist  das  System  der  entsprechenden  gleichen 
Winkel,  T^  das  der  entsprechenden  supplementären  Winkel. 

Die  Festlegung  der  positiven  Sinne  auf  den  Transversalen,  welche 
positive  Potenz  erzielen  soll,  kann  in  den  Büscheln  positive  Sinne 
bewirken,  welche,  wenn  diese  in  derselben  Ebene  liegen,  nicht  den- 
selben Drehsinn  in  dieser  Ebene  darstellen;  so  daß  dann  z.  B.  die 
Gleichheit  ty^  =  s  x  nicht  ausdrückt,  daß  diese  Winkel  denselben 
Sinn  haben,  sondern  nur,  daß  sie  beide  positiven  oder  beide  negativen 
Sinn  haben. 

Die  Winkel  y^y^  werden  durch  t  und  s,  die  Winkel  y^y^'  durch 
s',  t'  halbiert. 

Je    nachdem    x    innerhalb    oder    außerhalb    des    von   t    (oder   s) 
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halbierten  Winkels  y^y^  liegt,  Hegt  x    außerhalb   oder  innerhalb   des 
von  s    (oder  t')  halbierten  Winkels  y^'y^- 

Die  Figuren  sind  so  kongruent^  daß  U,  R,  X,  Y^,  tj  s,  u,  x,  y^ 
und  TJ',  Q',  Y^,  X\  s,  t',  u,  y^,  x  homolog  sind,  aber  nicht 
Tg,  1/2  und  r/,  y^\ 

Wir  haben: 

Endlich  bilden  die  Schenkel  x,  y^,  sowie  die  Schenkel 
^\  Vi  jß  eine  hyperbolische  Involution,  welche  5,  t,  bzw. 
s\  t'  zum  rechtwinkligen  Strahlenpaare  oder  zu  Zentral- 
strahlen hat,  und  x,  y^,  sowie  x,  y^  je  eine  elliptische  In- 
volution mit  demselben  rechtwinkligen  Paare.  Die  Potenz 
für  einen  Schenkel  des  rechtwinkligen  Paares  als  Zentral- 
strahl ist  absolut  dieselbe  wie  die  gleichartig  gebildete  der 
gegebenen  projektiven  Beziehung  für  diesen  Strahl  und 
den  nicht  entsprechenden  im  andern  rechtwinkligen  Paare; 
denn  weil  z.  B.  iy^  ^  s  x  =  —  ty^,  so  ist: 

cotg  tx  •  cotg  ty^  =  cotg  tx  '  cotg  sx'  =  —  cotg  tx  •  cotg  ty^. 

Die  entsprechenden  rechten  Winkel  gehören  zu  beiden 
Systemen  F^,  Fg. 

Für  die  Potenzstrahlen  g,  g -^  h,  li,  bei  welchen  die  Potenz 
ein  Quadrat  wird  und  sg  =  t' g\  sh  =  t'h'  ist,  gilt  ähnliches,  wie  für 
die  Potenzpunkte.^) 

Daß  die  entsprechenden  rechten  Winkel  zu  beiden  Systemen 
gehören,  kann  man  auch  folgendermaßen  aussprechen: 

Während  zwei  beliebige  entsprechende  Strahlen  x,  x  zu  zwei 
Paaren  entsprechender  gleicher  Winkel:  xy^  und  xy^ ,  xy^  und  xy^ 
(im  weiteren  Sinne)  gehören,  gehören  s,  5';  t,  t'  nur  zu  einem  Paare: 
st,  st'.  In  der  Tat,  fällt  x  z.  B.  nach  s  und  x  nach  s,  so  daß 
sx  =  0,  so  müssen  t'y^  und  t'y^  ebenfalls  ==  0  sein,  also  y^  und 
y^  beide  in  t',  t/i  ^^^  2/2  i^  ^  fallen. 

Das  eben  Erörterte  gilt,  wie  gesagt,  nicht  bloß  für  zwei  Strahlen- 
büschel,  sondern   auch   für  zwei  Ebenenbüschel   oder  einen  Strahlen- 
und  einen  Ebenenbüschel,  welche  projektiv  sind. 
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Fl,  Fg  ergeben  sich  sehr  anschaulich,  wenn  man  jene  in  solche  Per- 
spektive Lage  bringt,  daß  im  Schnittpunkte   sich  zwei  entsprechende 


1)  Die  beiden  Systeme  F^,  F^  finden  sich  zuerst  bei  Chasles,  Geometrie 
superieure,  Nr.  133,  153,  die  zugehörigen  Involutionen  bei  Smith,  Proc.  of  the 
London  Mathem.  Soc,  Bd.  2,  S.  196;    Mathematical  Papers,  Bd.  1,  S.  545. 
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Potenzpunkte,  etwa  G  und  G\  vereinigen  und  die  Träger  u,  u  recht- 
winklig sind.  Das  Perspektivitätszentrum  0  bildet  mit  i?,  (r,  Q'  die 
vier  Ecken  eines  Quadrats.  Die  Paare  derjenigen  hyperboliscli-gleicli- 
seitigen  Involution  um  0,  für  welche  OG  der  eine  Doppelstrahl  ist, 
schneiden  in  u  und  li  die  Strecken  von  F^  ein,  und  die  Paare  der 
rechtwinkligen  Involution  die  von  F^. 

Macht  man  projektive  Büschel  ü,  U'  so  perspektiv,  daß  im  ge- 
meinsamen Strahle  sich  entsprechende  Potenzstrahlen  g,  g  decken, 
und  sorgt  noch  dafür,  daß  die  gleichen  Winkel  sg  und  i! g\  tg  und 
sg'  denselben  Sinn  haben,  so  werden  ö"  und  t\  t  und  s  paraUel,  und 
es  entsteht  ein  Rechteck  USJJ'T,  wo  S=sSy  T=tt'.  Die  Diago- 
nale ST  wird  Perspektivitätsaxe,  und  nach  Punkten  X,  Y^  derselben, 
die  vom  Mittelpunkt  31  gleichweit  entfernt  sind,  gehen  Strahlen  xy^^ 
xy^',  welche  gleiche  Winkel  bilden  (aus  dem  Systeme  jT^);  die  X,  Y^ 
bilden  eine  gleichseitig-hyperbolische  Involution.  Dagegen  nach  den 
Paaren  XY^  der  Involution  mit  Jf  als  Zentralpunkt  und  dem  Paare 
ST  gehen  die  Schenkel  xy^,  x  y,{  der  entsprechenden  supplemen- 
tären Winkel  (aus  T^);  denn  wegen  3IXMY^=MS'3IT=MÜ'3IU' 
liegen  stets  X,   Y^,   C/,   U'  auf  einem  Kreise. 

Ist  im  ersten  Falle  /  zu  x  normal,  Z  der  Schnitt  mit  ST^  so 
daß  XZ  den  Punkt  Y^  einschließt,  so  wird  der  Winkel  XÜZ, 
welcher  y^  =  UY^  einschließt,  spitz  oder  stumpf  sein,  je  nachdem  der 
Kreis  über  XZ  als  Durchmesser,  der  durch  ü'  und  sein  Spiegel- 
bild C/j'  in  bezug  auf  ST  geht,  den  Punkt  U  aus-  oder  einschließt. 
Da  es  nun  durch  ?7',  ü^'  Kreise  gibt,  welche  ü  ausschließen,  so  gibt 
es  entsprechende  gleiche  W^inkel  xy^j  xy^^  so  beschaffen,  daß,  wenn 
z  zu  x  normal  ist,  diesem  rechten  Winkel  x  z  ein  spitzer  xz 
korrespondiert,  welcher  den  y^  enthält,  wie  jener  den  y^.  Ausge- 
nommen ist  der  FaU,  wo  TJ  in  JJ^  fäUt,  TJSü'T  Quadrat  ist;  die 
Büschel  haben  dann  jede  zwei  entsprechenden  Winkel  gleich. 

Wenn  X,  Y^  innerhalb  des  Rechtecks  liegen,  so  sei  wiederum  / 
rechtwinklig  zu  x  und  z  ihm  entsprechend,  femer  iv  rechtwinklig 
zu  «/i5  alle  drei  Strahlen  faUen  außerhalb  des  Rechtecks,  und  der 
stumpfe  Winkel  wz  schließt  x  (und  y^  ein. 

Mit    den    ausgezeichneten    Elementen    ist    es    leicht,    ungleich-  Q2 
artige  projektive   Gebilde   dadurch   in    Perspektive  Lage   zu 
bringen,    daß    man    drei    Elemente    des    einen    mit    den    ent- 
sprechenden des  andern  Inzident  macht. 

Handelt  es  sich  um  eine  Punktreihe  u  und  einen  Strahlen- 
büschel TJ\  so  sei  /  der  Strahl,  welcher  dem  unendlich  fernen  Punkt 
B^  von  u  entspricht,  während  zu  A,  B  die  a\  V  homolog  seien; 
man  hat  dann  einfach  die  Strecke  AB  zwischen  a ,  V  so  zu  legen, 
daß  sie  parallel  zu  /  wird. 
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Oder,  aber  umständliclier,  wenn  ah',  V r  nebeneinander  liegen 
und  zusammen  unter  %  bleiben,  so  konstruiere  man  über  A^  das 
Kreissegment,  das  den  Peripheriewinkel  aV  faßt  (so  daß  sein  Scheitel 
auf  dem  Bogen  des  Segments  liegt),  lege  in  B  an  die  Verlängerung 
von  Al^  und  nach  der  Seite  des  Segments  den  Nebenwinkel  von  V r 
an;  der  freie  Schenkel  hat  stets  den  zweiten  Schnitt  auf  dem  Bogen 
des  Segments.  Die  Strahlen  von  diesem  Schnitte  nach  A,  B  und 
parallel  zu  u  bilden  eine  zu  a,  ¥,  r    kongruente  Figur. 

Sollen  allgemeiner  A,  B,  G  auf  a,  V,  c  gebracht  werden,  so 
seien  auf  den  Strahlen  durch  A'  auf  a  die  Punkte  C  so  konstruiert, 
daß,  wenn  B'  der  Schnitt  mit  V  ist:  AB':B'C'  =  AB:BC 
auch  dem  Vorzeichen  nach  besteht;  sie  liegen  auf  einer  Parallele 
zu  &';  ist  dann  C  deren  Schnitt  mit  c',  so  gilt  es  nur  noch  den 
Strahl  von  A'  nach  diesem  C,  der  h'  in  B'  schneidet,  so  weit 
parallel  zu  verschieben,  bis  die  Proportionalität  in  Gleichheit  über- 
gegangen ist. 

Will  man  ah'c  über  ABC  stellen,  so  muß  man,  wenn  B  in 
AC  liegt,  nebeneinander  liegende  Winkel  aV,  Vc  nehmen,  deren 
Summe  unter  %  bleibt,  und  die  Kreissegmente  über  AB,  BC,  welche 
sie  fassen,  auf  dieselbe  Seite  dieser  Gerade  legen,  damit  ihre  Bogen 
einen  Schnitt  haben. 

Nicht  wesentlich  verschieden  ist  die  Konstruktion,  wenn  eine 
Punktreihe  und  ein  Ebenenbüschel  in  Projektivität  vorliegen. 

Wichtiger  ist  die  Lösung  der  Aufgabe:  zwei  ungleichartige 
Büschel,  die  projektiv  sind,  in  Perspektive  Lage  zu  bringen.  Die 
Inzidenz  von  a,  h,  c  und  cc,  ß,  y  herzustellen,  ist  zu  umständlich. 
Die  Elemente  s,  t-^  ö,  r  der  entsprechenden  rechten  Winkel  verein- 
fachen die  Lösung;  das  dritte  Paar  sei  a,  a.  Wenn  ^sa^öa, 
so  ist  ^ta^  ta,  wobei  es  sich  um  die  spitzen  Winkel  handelt. 
Nehmen  wir  an,  es  gelten  die  oberen  Zeichen.  Der  rechte  Winkel  st 
kann  nur  so  in  den  rechten  Flächenwinkel  dr  gelegt  werden,  daß 
einer  der  beiden  Schenkel  senkrecht  zur  Kante  6t  ausfällt;  denn 
wenn  das  bei  t  nicht  der  Fall  ist,  so  sei  f  im  Punkt  st  normal  auf 
öt  in  r  gezogen;  sie  wird  dann  normal  zu  6  und  zu  s,  also  s  normal 
zu  t  und  f,  demnach  zu  r  und  zu  öt. 

Und  wenn  s  in  dieser  Weise  in  6  gelegt  wird,  so  wird  sie  nor- 
mal zu  r  und  t  fällt  von  selbst  in  diese  Ebene. 

Weil  nun  ^öa  <i  sa,  so  schneidet  die  Ebene  a  den  Rotations- 
kegel um  s  mit  der  halben  Öffnung  sa.  Li  einer  dieser  Schnitt- 
kanten befindlich,  ist  a  in  a  gebraucht  und  damit  s,  t,  a  in  (?,  t,  a; 
was  erreicht  werden  sollte. 
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Wenn  bei  zwei  projektiven  Punktreihen  die  unendlich  fernen  63 
Punkte  sich  gegenseitig   entsprechen    —    sie   mögen   daher   R-^ 
und  R' ^   heißen  — ,  so  sind  keine  endlichen  Fluchtpunkte  vorhanden, 
und    die    im    vorangehenden     erhaltenen    Ergebnisse,    welche    solche 
voraussetzen,  bestehen  nicht. 

In  perspektiver  Lage  erhält  man  derartige  Punktreihen,  wenn 
bei  nicht  parallelen  Trägern  das  Perspektivitätszentrum  unendlich 
fem  ist  oder  bei  beliebigem  Zentrum,  wenn  die  Träger  parallel  sind. 
In  letzterem  Falle  geht  der  Parallelstrahl  durch  das  Zentrum  zu  den 
Trägern  nach  dem  gemeinsamen  unendlich  fernen  Punkt  der  Punkt- 
reihen und  macht  ihn  sich  selbst  entsprechend. 

Im  ersteren  Falle  trifft,  wofern  die  Richtung  nach  dem  unend- 
lich fernen  Zentrum  nicht  diejenige  eines  der  Träger  ist,  also  das 
Zentrum  auf  keinem  von  ihnen  liegt,  wie  wir  bis  jetzt  stillschweigend 
angenommen  haben,  jeder  Strahl  des  Büschels  beide  Träger  in  end- 
lichen Punkten,  so  daß  immer  nur  endliche  Punkte  einander  zu- 
geordnet werden.  Den  unendlich  fernen  Strahl  des  Büschels,  der  die 
beiden  unendlich  fernen  Punkte  einschneidet,  werden  wir  bald  kennen 
lernen. 

Es  seien  nun  bei  zwei  projektiven  Punktreihen,  in  denen  R^ 
und  R'y,  einander  entsprechen,  X,  Y,  Z  und  X',  Y^  Z  weitere  ent- 
sprechenden Punkte,  so  folgt  aus: 

{^yzr:)  =  (X  tzr:^),         ^ 


daß; 


XZ  _  X.'Z  ,        XZ  _    YZ 

YZ  ~  TZ '     ^  ®^  XZ'  "  YZ' 


Entsprechende  Strecken  sind  also  proportional.  Deshalb 
heißen  solche  Punktreihen  projektiv-ähnlich  oder  kurz  ähnlich^), 
und  wenn  der  absolute  Wert  des  konstanten  Verhältnisses  ent- 
sprechender Strecken  1  ist,  gleiche  Punktreihen.  In  solchen  sind 
dann  alle  oo^  entsprechenden  Strecken  gleich,  die  Punktreihen  können 
infolgedessen  mit  ihren  entsprechenden  Punkten  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  und  heißen  deshalb  auch  kongruent. 

In  nicht  gleichen  ähnlichen  Punktreihen  gibt  es  keine 
gleichen  entsprechenden  Strecken,  man  müßte  denn  die  Strecken 
XJRao  und  ihre  entsprechenden  X! K ^   als  gleich  ansehen. 


1)  Durchgängige  Proportionalität  entsprechender  Strecken  ist  nur  möglich, 
wenn  auch  das  Vorzeichen  ihres  konstanten  Verhältnisses  konstant  ist;  denn 
aus  X  r'  =  +  Z:  •  X r  und  X'Z'  =  —  A"  •  XZ  folgt  nicht,  daß  auch  Y' Z  und 
YZ  das  Verhältnis  h  haben. 
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Umgekehrt,  aus  ^^  =  ^^  und  {XYZE)  =  {XYZ'B:^)  folgt, 
daß  J^  unendlich  fern  ist. 

Sind  X  YZ  .  .  .  und  X'  Y' Z'  .  .  .  windschiefe  oder  in  derselben 
Ebene  befindliche  Punktreihen  mit  proportionalen  entsprechenden 
Strecken,  so  verlege  man  die  eine  XYZ .  .  .,  unter  Beibehaltung  des 
Sinns,  parallel  so  nach  X'Y'Z'...,  daß  X"  sich  mit  X'  deckt, 
dann  sind  sowohl  XZ",  YT',  ZZ" .  .  .  parallel,  als  auch  F  F', 
Z' Z"  .  .  .;  und  X^' Y" Z"  ...  ist  zu  beiden  gegebenen  Reihen  perspek- 
tiv  mit  je  unendlich  fernem  Zentrum;  man  hat  so  projektive 
Operationen,  die  von  der  einen  Reihe  zur  andern  fähren. 

Wenn  in  der  bilinearen  Relation  A^|'  -f  ^|  -f-  ^'|'  +  r  =  0  die 
Veränderlichen  Abszissen  sind,  und  unendlich  große  |  und  ^  sich  ent- 
sprechen, so  folgt,  durch  Einsetzung  dieser  Werte  aus: 

daß  A  =  0  sein  muß. 

Die  Relation  vereinfacht  sich  also  in:  ftS -j-^'J' -j- ^^  ==  0;  ein 
zweites   Paar   entsprechender  Punkte   gibt  /Li>^-}-ft'?^'+v  =  0;   daher: 

/ £/  = oder  ^,^,  = ; 

d.  h.  die  Proportionalität  entsprechender  Strecken. 

Ahnliche  Punktreihen  sind  vollständig  und  eindeutig 
bestimmt,  wenn  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  J.,  Ä'-^ 
By  B'  gegeben  sind;  denn  damit  ist  das  konstante  Verhältnis  h 
gegeben.  Bei  gleichen  Punktreihen  genügt  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte,  wofern  noch  die  entsprechenden 
Sinne  gegeben  sind. 

Zwei  gegebene  Punktreihen  können  auf  c»^  Weisen  ähn- 
lich gemacht  werden;  denn  die  den  festen  Punkten  A,  B  zu- 
geordneten Punkte  Ä,  B'  können  jeder  in  oo^,  beide  daher  in  oo^ 
Weisen    gewählt  werden;   oder    in    der    bilinearen   Abszissen -Relation 

der  Ähnlichkeit  sind  nur  noch  — ,    —  wesentliche  Konstanten,  denen 

je  oo^  Werte  gegeben  werden  können.  Auf  nur  oo^  Weisen  können 
zwei  Punktreihen  gleich  gemacht  werden;  dem  festen  Punkte 
A  der  einen  können  alle  Punkte  der  andern  Reihe  zugeordnet  werden 
und  jedesmal  hat  man  dann  noch  einem  bestimmten  Durchlaufungs- 
sinn  auf  jener  den  entsprechenden  auf  dieser  zuzuordnen. 
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Fall  gleicher  Büschel,  in  denen  alle  entsprechenden  Winkel 
gleich  sind  und  zwar  durchweg  xy  =  xy  oder  durchweg  xy 
=  —  x'y .  Haben  sie  verschiedene  Ebenen  oder  Axen  oder  sind  sie 
ungleichartig,  so  kann  man  durch  ümkehrung  des  Sinns  in  dem  einen 
Büschel  den  einen  Fall  auf  den  andern  zurückführen. 
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TransYersalen,  die  auf  entsprechenden  Strahlen  gleicher  Strahlen- 
büschel normal  sind,  schneiden  in  ähnlichen  Punktreihen;  damit 
sind  die  gleichen  Strahlenbüschel  durch  projektive  Operationen 
in  projektive  Gebilde  übergeführt  und  als  projektiv  erkannt.  Die 
Doppelverhältnis-Gleichheit  entsprechender  Würfe  ist  unmittelbar  klar. 

Gleiche  Ebenenbüschel  werden  durch  Ebenen,  die  bzw.  zu  den 
Axen  normal  sind,  in  gleichen  Strahlenbüscheln  geschnitten. 

In  der  bilinearen  Relation  für  gleiche  Büschel. von  Strahlen 
oder  Ebenen  seien  ^  und  |'  Kotangenten  der  Winkel  von  beliebigen, 
also  nicht  entsprechenden  Anfangselementen  o,  bzw.  o\  nach  ent- 
sprechenden Elementen  x,  x\  so  folgt  aus:  x  y  =  +  xy,  weil  (Nr.  15): 

xy  =  o^'y'  —  o^x  —  f'  •  2.t;,  xy  =  oy  —  ox  —  s  •  27t, 
daß: 

o/«/'  —  0^' X  =  +  (py  —  ox)  +  (f'  +  s)  •  27t, 
oder: 

^iP  -^  oy  =  o^x  +  ox  -{-  {e  +  a)  •  27t. 

Mithin  hat  o^y+oy  dieselbe  Kotangente  wie  o^x+ox-^  setzen 
wir  daher  diese  konstante  Kotangente  gleich  ^,  so  haben  wir: 

Q.oig(o^  X  +  ox)  =  ^ 
oder: 

Goigo^x  •  cotgoic  +  1  =  ^{(ioi^o^x  +  cotgoa;) 

oder  einfacher,  wenn  cotgo^  =  |,  cotgö/rr'  =  ^'  gesetzt  wird: 

ir±.«(i  +  r)±i  =  o. 

Man  beachte,  daß  im  Falle  der  unteren  Vorzeichen  die  Formel 
immer  symmetrisch  ist  in  bezug  auf  |  und  |',  im  Falle  der  oberen 
nur,  wenn  ft  =  0. 

Die  einzige  Konstante  a,  welche  geblieben  ist,  lehrt,  daß  zwei 
gegebene  Büschel  auf  oo^  Weisen  gleich  gemacht  werden 
können;  einem  festen  Elemente  des  einen  kann  jedes  des  andern  zu- 
geordnet werden,  wozu  dann  wieder  noch  die  Festsetzung  über  die 
entsprechenden  Sinne  treten  muß,  ähnlich  wie  bei  gleichen  Punkt- 
reihen. 

Wenn    die    Projektivität    zwischen   zwei   Büscheln   (von  Strahlen 

oder    Ebenen)    durch:    abc~J\dyc    festgelegt    ist    und   ^ac  =  ac\ 

^})C  =  y c    und  zwar  derartig,  daß  mit  ac  und  hc  auch  de   und  Vc 

gleichen   oder  ungleichen  Sinn  haben,   so  daß  auch  ah  =  dh'  ist,   so 

liegt  Gleichheit  vor.     Denn  aus: 

,    -,       .        .   ,^,  ,    ,.  ,    sin  ac        sina'c'  ' 

iaocx)  =  (a  0  c  X)  und    .  ,     =    .   ,,  , 
^  ^       ^  ^  sin&c        sin6  c 

folgt: 


^ 


smaic sma  x 

sinftic       sinft'a;'' 
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d.  h.  Xj  x'  teilen  die  gleichen  Winkel  ah^  aV  in  gleiche  Teile: 
^ax  =  axy  hx  =  h'x. 

Trifft  die  Voraussetzung  über  die  Sinne  nicht  ein,  so  daß  ah 
und  ah'  nicht  gleich  sind,  so  gehören  ac  und  a'Cj  hc  und  h'c'  bzw. 
zu  den  Systemen  JT^,  F^.     Ähnliches  gilt  für  Punktreihen. 

Sind  aber  die  einen  gleichen  Winkel  rechte,  so  trifft  die  Voraus- 
setzung betreffend  der  Sinne  immer  ein,  weil  man  den  einen  Rechten 
eventuell  durch  seinen  Nebenwinkel  ersetzen  kann.    Also  kann  man 

aus:  ^ac  =  ac'  ==  — ,  <^&c=&'c' immer  auf  Gleichheit  schließen. 

Dies  folgt  bei  der  jetzigen  Voraussetzung  auch  aus:  (cahx)  =  (cah'x) 
_,      tang  c  b       tang  c  b' 

tangcic        tsingc'x 
65  Bei  projektiven  Strahlenbüscheln   derselben  Ebene    (oder   in   pa- 

rallelen Ebenen)  und  projektiven  Ebenenbüscheln  um  dieselbe  Axe 
(oder  um  parallele  Axen)  kann  man  gleichsinnige  und  ungleich- 
sinnige (gleichlaufende  oder  ungleichlaufende)  unterscheiden. 

Machen  wir  gleichsinnige  gleiche  Strahlenbüschel  derselben  Ebene 
durch  Drehung  des  einen  perspektiv,  so  daß  im  gemeinsamen  Strahle 
sich  entsprechende  Strahlen  vereinigen,  so  werden  die  übrigen  ent- 
sprechenden Strahlen  parallel.  Halten  wir  an  dem  Satze  fest,  daß 
bei  Perspektiven  Strahlenbüscheln  derselben  Ebene  die  Schnittpunkte 
entsprechender  Strahlen  auf  einer  Gerade,  der  Perspektiv itätsaxe, 
liegen,  (Nr.  37)  so  gelangen  wir,  da  in  einem  Strahlenbüschel  alle 
Richtungen  der  Ebene  vertreten  sind,  zu  dem  fundamentalen  Satze 
der  Perspektiven  Raumanschauung: 

Alle  unendlich  fernen  Punkte  (Richtungen)  einer  Ebene 
sind  als  in  einer  Gerade  liegend  anzusehen. 

Diese  Gerade  heißt  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene.^) 
Sie  gehört  zu  jedem  Büschel  der  Ebene  mit  unendlich  fernem 
Scheitel  oder  jedem  Büschel  von  Parallelstrahlen  und  ist  bei  zwei 
Punktreihen,  die  durch  einen  solchen  Büschel  perspektiv-ähnlich 
werden,  der  Strahl,  der  die  entsprechenden  unendlich  fernen  Punkte 
einschneidet. 

Parallele  Ebenen  enthalten  dieselben  Richtungen  oder 
unendlich  fernen  Punkte,  also  dieselbe  unendlich  ferne  Ge- 
rade und  bilden  einen  Büschel  (Nr.  30).  St  au  dt  hat  parallele 
Ebenen  als  Ebenen  derselben  Stellung  bezeichnet. 

Die  unendlich  ferne  Perspektivitätsaxe  macht  den  Kreis,  der  sonst 
das  einzige  Paar  entsprechender  rechter  Winkel  liefert  (Nr.  58),  un- 
möglich; jedem  rechten  Winkel  des  einen  Büschels  entspricht  einer 
im  gleichen  Büschel. 


1)  Poncelet,  Traite   des  proprietes  projectives  1822  (zweite  Ausgabe  186a 
Bd.  I)  Nr.  96,  107. 
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Für  zwei  ungleichsinnige  gleiche  Strahlenbüscliel  der- 
selben Ebene,  welche  in  perspektiver  Lage  sind,  ist  die  Per- 
spektiyitätsaxe  die  Senkrechte  auf  der  Yerbindungsstrecke 
der  Scheitel  in  der  Mitte;  in  bezug  auf  sie  sind  entsprechende 
Strahlen  symmetrisch  oder  Spiegelbilder.  Alle  Kreise  durch  die 
Scheitel  haben  ihre  Mittelpunkte  auf  dieser  Axe,  und  jeder  liefert 
zwei  entsprechende  rechte  Winkel  in  die  Büschel. 

Besitzen  zwei  projektive  Strahlenbüschel  zwei  Paare 
entsprechender  rechter  Winkel,  so  mache  man  sie  perspektiv 
und  ungleichsinnig.  Die  Perspektivitätsaxe  enthält  dann  die  Mittel- 
punkte zweier  Kreise,  welche  durch  die  Scheitel  gehen,  also  ist  sie 
die  Mittelsenkrechte  auf  deren  Verbindungslinie;  die  Büschel  sind 
gleich. 

In  zwei  gleichen  und  gleichsinnigen  Ebenenbüscheln  um  pa- 
rallele Axen,  welche  in  perspektiver  Lage  sich  befinden,  sind  die 
entsprechenden  Ebenen  parallel,  daher  sind  ihre  Schnittlinien  und 
die  Perspektivitätsebene,  in  der  sie  liegen,  unendlich  fern;  wodurch 
wir  schon  auf  die  unendlich  ferne  Ebene  des  Raumes  hingewiesen 
werden. 

Eine    wesentlich    andere    Spezialität    ist    die    ausgeartete  Pro-  66 
jektivität.     Wir  können  (Nr.  56)  die  bilineare  Relation: 

Air +  f^i  +  ft'r  + 1^  =  0 

in  die  Form: 

bringen.     Nehmen  wir  an,  daß: 

ft/Ll'  —  Xv  ==  0 
sei,  so  haben  wir: 

dieser  Relation  wird  in  folgender  merkwürdigen  Weise  genügt:  ent- 
weder durch  beliebiges  |  und  ^  =  —  -y>  oder  durch  beliebiges  1'  und 

Wir  haben  also  in  jedem  der  beiden  Gebilde  ein  singuläres 
Element  mit  dem  Parameter  —  y  >  bzw.  —  y,  welchem  alle  Ele- 
mente im  andern  Gebilde  korrespondieren.  Legt  man  z.  B., 
um  zwei  Punktreihen  m,  u  derselben  Ebene  perspektiv  zu  machen^ 
das  Perspektivitätszentrum  auf  eine  von  ihnen,  w,  so  haben  wir  eine 
solche  Projektivität;  singulare  Punkte  sind  auf  u  das  Zentrum,  auf 
u  der  Schnittpunkt  uii.  Ähnliches  gilt  für  zwei  Perspektive  Strahlen- 
büschel   derselben    Ebene,    wenn    die   Perspektivitätsaxe    durch  einen 
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der  Scheitel  geht,  für  solche  aus  demselben  Scheitel,  wenn  sie  in  eine 
der  Ebenen  fällt;  und  für  Perspektive  Ebenenbüschel,  wenn  die  Per- 
spektivitäts ebene  durch  eine  der  Axen  geht. 

Die  Doppelverhältnis-Gleichheit  wird  folgendermaßen  erfüllt: 
ein  Wurf  des  einen  Gebildes,  aus  vier  beliebigen  Elementen  gebildet, 
hat  einen  bestimmten  Wert  des  Doppelverhältnisses;  die  entsprechenden 
Elemente  konzentrieren  sich  alle  im  singulären  Elemente,  das  Doppel- 
verhältnis von  vier  identischen  Elementen  ist  unbestimmt  und  kann 
jenen  Wert  haben. 

Zu  einer  solchen  ausgearteten  Projektivität  gelangt  man,  wenn 
man  zwei  verschiedenen  Elementen  des  einen  Gebildes  ein  und  das- 
selbe im  andern  entsprechen  läßt.  Den  beiden  Elementen  |  und  J^  — 
von  welchen  Parametern  mindestens  einer,  |,  nicht  oo  ist  —  ent- 
spreche dasselbe  Element  |'.  Wir  haben  dann  für  die  Konstanten 
sowohl: 

m  +  ^^  +  ^'^'  +  v  =  o, 

als  auch: 

Ai,r  +  ittii  +  i^'r  +  ^  =  o; 

daher  durch  Subtraktion: 

(i-y(Ar  +  f«)  =  o, 

oder,  da  5  ^  li  ist: 

^r  +  ^  =  o; 

die  Relation 

bewirkt  dann,  da  ^  nicht  oo  ist: 

ft'r  +  V  =  0; 
die  Elimination  von  |'  gibt: 

^^'  —  kv  =  0. 

Da  ?'  =  —  T"  ^  ^^  ^^^  ^^®^  Element  |',  dem  zwei  verschiedene  im  andern 
Gebilde  entsprechen,  singulär. 

Gehen  wir,  etwa  bei  Punktreihen,  von  (ÄBCX)  =  {A'B'C X.') 
aus  oder: 

AG'B'C'BX'A'X'  =  BC'ÄC'AX'B'X\ 

und  nehmen  an:  G'^Ä,  also  AC'=0,  so  folgt: 

BX'AX'=0. 

Dies  bedeutet,  bei  beliebigem  X  muß  Ä  X'  =  0  sein,  X'  in  A  fallen, 
und  bei  beliebigem  X'  muß  X  nach  B  fallen,  so  daß  B  und  Ä  die 
singulären  Punkte  sind. 

Wenn  wir  die  Projektivität  durch  ABC7\  A'B'C  be- 
stimmen und  AjBjC,  A',B'  festhalten,  so  haben  wir  oo^  Pro- 
jektivitäten,  darunter  zwei   ausgeartete,  wenn  C  bei  seiner 
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Bewegung  in  Ä'  oder  B'  fällt.  Lassen  wir  es,  wie  eben,  nach 
A'  fallen,  so  wird  dies  Element  C  =  Ä'  das  singulare  im  zweiten 
Gebilde,  das  singulare  im  ersten  ist  B,  dem  die  übrigen  Elemente 
des  zweiten  korrespondieren,  darunter  B\ 

Wenn  also  eine  Projektivität  durch  ABC  7\  A'B'C  fest- 
gelegt wird,  wobei  Ä ^  C,  so  artet  sie  aus,  derartig,  daß 
dies  Element  ^'=  C  singulär  im  zweiten  und  B  singulär 
im  ersten  Gebilde  wird. 

Wir  fanden  für  projektive  Punktreihen,  wenn  |,  h,'  Abszissen  sind, 

^^    g — -  als  Potenz  (Nr.  56).    Diese  ist  im  vorliegenden  Falle  0,  und 

so  bildet  er  den  Übergang  vom  Falle  positiver  zum  Falle  negativer 
Potenz.     Es  ist  also 

d.  h.  entweder  X  =  i?  und  X'  beliebig,  oder  X'  =  Q'  und  X  beliebig; 
die  Fluchtpunkte  sind  die  singulären  Punkte,  wie  es  ja  auch  unmittel- 
bar ersichtlich  ist. 

Ebenso  werden  bei  Büscheln  t  und  s'  oder  s  und  t'  singulare 
Elemente. 

Weil  jedes  der  beiden  singulären  Elemente  beliebig  gewählt 
werden  kann,  so  sind  zwischen  gegebenen  Gebilden  oo^  aus- 
geartete Projektivitäten   möglich;   die   dreifache  Willkür  in  der 

Wahl    der   wesentlichen   Konstanten  — ,   — ,   —  ist,   wecken  aa  —  Iv 

=  0,  auf  eine  zweifache  reduziert. 

§11.   Ineinander  liegende  projektive  Gebilde.    Involutorische  Gebilde. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  wichtigen  Falle,  daß  ein  Gebilde  67 
auf  sich  selbst  projektiv  bezogen  wird^),  so  daß  wir  uns  es 
doppelt  zu  denken  haben,  und  von  jedem  seiner  Elemente  immer 
genau  festgestellt  werden  muß,  ob  es  zum  ersten  oder  zweiten  Gebilde 
gerechnet  wird;  infolgedessen  geben  wir  ihm  einen  Doppelnamen. 
Man  könnte  für  beide  ineinander  liegenden  Gebilde  verschiedene  para- 
metrische Bestimmungen  und  auch  verschiedenen  positiven  Sinn  an- 
nehmen, wir  tun  das  aber  nicht,  weil  es  die  Betrachtung  unnötig 
erschweren  würde.  Die  übereinstimmende  parametrische  Bestimmung 
für  beide  Gebilde  gewährt  den  Vorteil,  aus  gleichem  Parameter  auf 
identische  Elemente  schließen  zu  können,  was  wertvoll  sein  wird. 
Wir    haben    die   beiden  Fälle   gleichlaufender    und   ungleichlaufender 


1)  Die  Projektivität  zweier  ineinander  liegender  Punktreihen  hat  in  der 
geometrischen  Optik  eine  wertvolle  Anwendung  gefunden;  vgl.  z.  B.:  Böger, 
Die  optische  Verwandtschaft  in  projektiver  Darstellung.  Progr.  des  Realgymn. 
des  Johanneums  in  Hamburg  1907. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    I  6 
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Gebilde.  Da  wir  nur  einen  positiven  Sinn  haben,  so  kehren  bei 
Umkehr  desselben  beide  Faktoren  der  Potenz  ihr  Vorzeichen  um; 
das  Vorzeichen  der  Potenz  ist  invariant;  und  zwar  haben  ungleich- 
laufende projektive  Gebilde  eine  positive,  gleichlaufende 
eine  negative  Potenz. 

Betrachten  wir,  um  dies  zu  erkennen,  zuerst  Punktreihen,  der 
bequemen  Ausdrucksweise  halber  auf  einer  horizontale^  Gerade;  wir 
wollen  dabei  die  Namen  der  Punkte  der  ersten  Reihe  oberhalb  der 
gemeinsamen  Trägerge:^ade,  die  der  zweiten  unterhalb  schreiben.  Die 
unendlich  fernen  Punkte  decken  sich,  wir  denken  uns  aber  den  Doppel- 
namen §00,  JR'oo  an  beiden  Seiten  geschrieben.  Ihnen  entsprechen 
die  Fluchtpunkte  B,  Q''^)\  liegt  nun  X  links  von  JR,  so  daß  der  Sinn 
RXQoo  nach  links  geht,  so  muß  bei  ungleichlaufenden  Reihen 
B'ooX'Q'  nach  rechts  gehen,  also  X'  links  von  Q'  liegen,  und  wenn 
X  rechts  von  R  liegt,  dann  liegt  X'  ebenfalls  rechts  von  §';  mithin 
haben  RX  und   Q' X'  dasselbe  Vorzeichen,  die  Potenz  ist  positiv. 

Bewegt  sich  X  also  von  R  nach  links  bis  Q^,  so  läuft  X'  von 
R'oo  nach  rechts  bis  Q\  und  geht  X  von  R  nach  rechts  bis  (>«, 
dann  geht  X'  von  R'oo  nach  liuks  bis  Q\  Wir  sehen,  daß  X  und 
X'  sich  in  jedem  der  beiden  Bestandteile  von  R-  Q'  begegnen  müssen. 

Sind  aber  die  Punktreihen  gleichlaufend,  so  bewegt  sich,  wenn 
X  von  R  nach  links  bis  Q^  gelit,  X'  ebenfalls  von  jR'oo  nach  links 
bis  Q'j  und  wenn  X  von  R  nach  rechts  bis  Q^  geht,  so  geht  X' 
nach  rechts  von  i?^  bis  §';  also  haben  RX  und  Q' X'  ungleiche 
Vorzeichen,  die  Potenz  ist  negativ,  und  Begegnung  entsprechender 
Punkte  kann  nur  m  RiQ'  stattfinden,  aber  sie  ist  nicht  notwendig, 
da  die  Punkte  in  gleichem  Sinne  laufen. 

Bei  ungleichlaufenden  Reihen  gibt  es  immer  reelle  sich 
selbst  entsprechende  Punkte,  Koinzidenzpunkte^),  bei  gleich- 
laufenden möglicherweise  keine  reellen. 

Es  seien  wieder  sty  s't'  die  entsprechenden  rechten  (vollen)  Winkel 
in  projektiven  Büscheln,  die  ineinander  liegen,  und  diesen  4  Elementen 
seien  solche  positiven  Sinne  gegeben,  daß  st  und  s't'  gleichen  Sinn 
haben.  Liegen  x  und  x'  zugleich  bzw.  in  st  und  s't'  oder  zugleich 
in  s-t,  s'-fj  so  sind  die  entsprechenden  Sinne  sxt^)^  s'xt'  dieselben, 
die  Büschel  gleichlaufend.  Aber  die  spitzen  Winkel  tx  und  s' x' 
haben  ungleiche  Vorzeichen,  also  ihre  Kotangenten  auch  und  die 
Potenz  ist  negativ.  Liegt  dagegen  x  in  st  oder  s-ty  x  in  s'-t'  oder 
st',   so    sind  die  entsprechenden  Sinne  sxt  und  s'x't'  ungleich,   die 


1)  In  der  geometrischen  Optik  heißen  sie  Brennpunkte. 

2)  Oft  auch  Doppelpunkte  genannt,  was  nur  so  lange  unbedenklich  ist, 
als  es  sich  um  eindeutige  Verwandtschaften  handelt. 

S)  sxt  ist  der  Sinn,  bei  dem  man  von  s  über  x  nach  t  kommt. 
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Büschel  ungleichlaufend,  die  spitzen  Winkel  tx  und  s' x'  von  gleichem 
Vorzeichen,  die  Potenz  positiv. 

Werden  die  beiden  ineinander  liegenden  projektiven 
Büschel  von  derselben  Transversale  geschnitten,  so  ent- 
stehen ebenfalls  ineinander  liegende  projektive  Punktreihen, 
die  ebenso  gleichlaufend  oder  ungleichlaufend  sind  wie 
jene  und  deren  Koinzidenzpunkte  durch  die  Koinzidenzele- 
mente der  Büschel  eingeschnitten  werden,  also  in  gleicher 
Weise  reell  oder  imaginär  sind. 

Aber  zu  den  Koinzidenzelementen  führt  auch  die  bilineare  Rela- 
tion sofort;  wir  setzen  in  ihr  |'=J  und  haben  die  quadratische 
Gleichung: 

welche  die  Parameter  jener  Elemente  liefert:  wir  sehen  jetzt,  daß 
wir  zwei  haben.  Bei  ungleich  laufenden  projektiven  Punkt- 
reihen enthält  also  jeder  der  beiden  Teile  von  R-Q'  einen 
und  nur  einen  reellen  Koinzidenzpunkt. 

Zwei  ineinander  liegende  projektive  Gebilde  haben  zwei 
reelle  oder  imaginäre  Koinzidenzelemente. 

Haben  sie  mehr  als  zwei,  so  decken  sich  alle  entsprechenden 
Elemente,  denn  aus 

(ÄBCX)  =  {ÄB'C'X) 

folgt  X'=X,  wenn  A=A,  B'=B,  C  =  C. 

Gehen  z.  B.  von  einem  Strahlenbüschel,  der  zu  einer  Punktreihe 
projektiv  ist,  drei  Strahlen  durch  ihre  entsprechenden  Punkte,  so  tun 
es  alle;  die  Gebilde  sind  perspektiv.  Denn  durch  den  Strahlenbüschel 
entsteht  auf  dem  Träger  der  Punktreihe  eine  zu  ihr  projektive  zweite 
Reihe. 

Die  Wurzeln  der  obigen  quadratischen  Gleichung  sind: 


es  ist  nun  {ji  +  ^^  —  4Ai/  =  (^Lt  —  a'Y  -f  4(a/i'  —  kv). 

Wenn  nun  |  und  |'  Abszissen  von  Punkten  sind,  so  ist  [i^'  —  Av  >  0 
oder  <  0,  je  nachdem  die  Potenz  positiv  oder  negativ.  Man  sieht, 
daß  im  ersten  Falle  die  Wurzeln  notwendig  reell  sind,  im  zweiten 
aber  können  sie  reell,  vereinigt,  imaginär  sein. 

Diesen  Satz  über  die  Zahl  2  der  Koinzidenzelemente  ineinander 
liegender  projektiver  oder,  wie  wir  sie  kürzer  nennen  wollen,  kon- 
jektiver  Gebilde  werden  wir  bald  zu  zahlreichen  Folgerungen  ver- 
werten, später  aber  zu  einem  allgemeineren  Satze,  dem  Chasl  es  sehen 
Korrespondenzprinzip,  erweitern. 

6* 
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69  Dem   Elemente   X  =  Y'    entsprechen    in    beiderlei   Sinn    im   all- 

gemeinen zwei  verschiedene  Elemente  X\  Y.  Wir  fragen  uns  nun: 
Kommt  es  vor,  daß  diese  beiden  Elemente  sich  vereinigen,  so  daß 
dann  zwei  Elemente  vorliegen,  die  sich  in  beiderlei  Sinn  oder 
doppelt  entsprechen,  jedem  als  Elemente  des  ersten  Gebildes  das 
andere  im  zweiten?  Natürlich  kann  es  sich  nur  um  zwei  getrennte 
Elemente  handeln,  denn  für  die  Koinzidenzelemente  ist  es  selbstver- 
ständlich.    Da  besteht  nun  der  folgende  fundamentale  Satz: 

Wenn  bei  zwei  konjektiven  Gebilden  einmal  zwei  (ge- 
trennte) Elemente  sich  in  beiderlei  Sinne  oder  doppelt  ent- 
sprechen, so  geschieht  dies  durchweg. 

Vorausgesetzt  ist,  daß  dem  Elemente  X  =  F'  zwei  sich  ebenfalls 
deckende  und  von  ihm  verschiedene  Elemente  X',  Y  entsprechen*,  ist 
dann  Z ^W  ein  drittes  Element,  so  fallen,  das  ist  die  Behauptung, 
auch  die  beiden  ihm  entsprechenden  Elemente  Z'  und  W  zusammen. 
In  der  Tat,  wir  haben  zwei  entsprechende  Würfe,  also  ist: 

{XYZW)  =  {X'Y'Z'Wy, 
wegen  der  vorausgesetzten  Identitäten  ist: 

(X'TZ'W')=={YXZ'Z), 
{YXZ'Z)  =  (XYZZy, 
{XYZW)^{XYZZ'), 

d.  h.  Tr=  z'^). 

Daraus  folgt  nun,  daß  bei  konjektiven  Punktreihen,  welche  der 
jetzigen  Voraussetzung  genügen,  auch  die  beiden  dem  unendlich 
fernen  Punkte  entsprechenden  Fluchtpunkte  Q'  und  R  sich 
vereinigen-,  wählen  wir  als  neutralen  Namen  für  diesen  Punkt  0, 
so  geht  dieTotenz  BX-Q'X'  über  in  OXOX'. 

Wir  sehen:  Die  Paare  der  durchweg  in  beiderlei  Sinne 
sich  entsprechenden  Punkte  bilden  eine  Involution,  von 
der  die  konstante  Größe  OXOX'  die  Potenz  ist,  also  0  der 
Zentralpunkt,  der  ja  auch  zum  unendlich  fernen  Punkte  gepaart  ist. 
Infolgedessen  nennt  man  solche  konjektive  Punktreihen  involutorisch; 
und  spricht  man  von  involutorischen  projektiven  Gebilden,  so  ist  der 
Zusatz  „ineinander  liegend"  nicht  notwendig. 

Man  spricht  aber  auch  von  involutorischer  Lage  ungleich- 
artiger projektiver  Gebilde,  etwa  Punktreihe  und  Ebenenbüschel, 


bekanntlich  ist: 
daher: 


1)  Diese  Erörterungen  setzen  voraus,  daß  es  sich  um  eine  nicht  ausartende 
Projektivität  handelt;  für  zwei  ineinander  liegende  Gebilde,  die  sich 
in  ausgearteter  Projektivität  befinden,  bilden  die  beiden  singu- 
lären  Elemente  ein  Paar  sich  doppelt  entsprechender  Elemente. 
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wenn  das  Perspektive  Gebilde  des  einen,  das  auf  dem  Träger  des 
anderen  entsteht  und  diesem  konjektiv  ist,  zu  ihm  involutorische 
Lage  hat. 

Werden  zwei  projektive  Punktreihen  so' auf  dieselbe 
Gerade  gelegt,  daß  die  beiden  Fluchtpunkte  JR,  Q'  auf  den- 
selben Punkt  0  fallen,  so  entspricht  diesem  Pimkt  der  unendlich 
ferne  in  beiderlei  Sinne;  also  sind  die  Punktreihen  involutorisch 
geworden,  und  die  Involution  ist  hyperbolisch  oder  ellip- 
tisch, je  nachdem  die  Punktreihen  nunmehr  ungleichlaufend 
oder  gleichlaufend  sind.  In  den  einen  Punkt  eines  Paares  fallen 
X,  Y',  in  den  anderen  Y,  X',  also  liegen  die  gleichen  Strecken 
XY,  X'Y'  verkehrt  aufeinander. 

Bei  der  hyperbolischen  Involution  haben  sich  gleiche 
Strecken  aus  F^  aufeinander  gelegt,  welche  die  Fluchtpunkte 
ausschließen,  weil  gepaarte  Punkte  auf  derselben  Seite  des  Zentral- 
punktes liegen,  bei  der  elliptischen  hingegen  Strecken  aus  Fg, 
welche  die  Fluchtpunkte  einschließen. 

Durch  die  Möglichkeit,  zwei  gegebene  projektive  Punktreihen  so- 
wohl hyperbolisch  als  elliptisch  involutorisch  zu  machen,  sind  von 
neuem  die  Involutionen  der  Strecken  von  Fj  und  derjenigen  von  Fg 
bewiesen,  sowie  auch  die  Gleichheit  ihrer  Potenzen  mit  derjenigen 
der  gegebenen  Projektivität. 

Das  andere  System  Fg  bzw.  F^  ergibt  sich  vermittelst  der  In- 
volution, die  denselben  Zentralpunkt,  aber  entgegengesetzt  gleiche 
Potenz  hat.  Seien  den  Punkten  X,  X'  eines  Paares  der  gegebenen 
Involution  in  dieser  zweiten  Involution  Z,  Z'  gepaart,  welche  eben- 
falls ein  Paar  der  ersten  bilden,  so  sind  XZ  und  X' Z'  gleich. 

Die  Doppelpunkte  —  dieser  Name  wird  sich  bei  der  Involution 
als  berechtigt  herausstellen  —  sind  natürlich  die  Koinzidenzpunkte 
der  konjektiven  Punktreihen,  und  wir  sehen  nochmals,  warum  die 
elliptische  Involution  keine  reellen  hat:  die  Strecke  BQ',  innerhalb 
deren  bei  gleichlaufenden  konjektiven  Punktreihen  allein  Koinzidenz- 
punkte möglich  sind,  ist  nicht  mehr  vorhanden. 

Es  liegen  zwei  konjektive  Büschel  vor,  welche  die  70 
Eigenschaft  haben,  daß  alle  entsprechenden  Elemente  in 
beiderlei  Sinne  sich  entsprechen;  sie  schneiden  dann  in  eine 
beliebige  Transversale  konjektive  Punktreihen  von  derselben  Eigen- 
schaft ein.  Also  bilden  nach  dem  Vorangehenden  die  in  beiderlei 
Sinne  sich  entsprechenden  Punkte  eine  Involution,  und  da  die  In- 
volution sich  durch  Projektion  überträgt,  so  gilt  dies  auch  für  die 
sich  in  beiderlei  Sinne  entsprechenden  Elemente  der  Büschel.  Daher 
sind  dieselben  auch  involutorisch.  Wenn  nun  s,  t  die  Zentral- 
strahlen der  Involution  sind  und  XjX  zwei  gepaarte  Elemente, 
die   also    in  der  Projektivität  in  beiderlei  Sinne  sich  entsprechen,    so 
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ist,  wie  wir  bei  der  Involution  gelernt  haben: 

cotff  sx  •  cotff  sx  =  — ]-— ,    ^  ,  =  konst. 

°  ^  cotgtx  •  cotgtx 

Wir  wissen,  5  und  t  sind  rechtwinklig  und  bilden  selbst  ein  Paar 
der  Involution,  sind  sich  also  in  der  Projektivität  in  beiderlei  Sinne 
entsprechend;  d.  h.  nennen  wir  s  auch  fy  so  ist  t  auch  /;  und 
st,  st'  sind  die  entsprechenden  rechten  Winkel  der  Projek- 
tivität, die  sich  verkehrt  aufeinandergelegt  haben.  Jene 
Potenzen  cotg  s^  •  cotg  s:3?'  und  cotg  ^:r  •  cotg  ^;z;'  der  Involution 
sind  daher  auch  die  Potenzen  cotgS;a?-cotg^';z;'  und  cotg^^-cotgsV 
der  Projektivität. 

Man  macht  also  zwei  projektive  Büschel  involutorisch, 
wenn  man  die  entsprechenden  rechten  Winkel  verkehrt  auf- 
einander legt,  t'  auf  s,  s'  auf  t.  Man  hat  dann  ein  Paar  in  beiderlei 
Sinne  sich  entsprechender  Elemente;  also  sind  es  alle.  Je  nachdem 
nun  die  Büschel  ungleich-  oder  gleichlaufend  geworden  sind, 
ist  die  entstandene  Involution  hyperbolisch  oder  elliptisch. 
In  jenem  Falle  haben  sich  entsprechende  gleiche  spitze 
Winkel  verkehrt  aufeinander  gelegt,  welche  die  Schenkel 
der  entsprechenden  rechten  Winkel  ausschließen,  während 
die  Nebenwinkel  sie  einschließen,  also  aus  F^,  in  diesem  Falle 
hingegen  solche  gleichen  Winkel  zwischen  entsprechenden 
Strahlen,  welche  s  und  t'  einschließen,  während  die  Neben- 
winkel t  und  s    einschließen,  also  aus  JTg. 

Eine  parabolische  Involution  mit  der  Potenz  0  muß  aus  projek- 
tiven Gebilden  mit  dieser  Potenz  entstehen,  also  aus  ausgeartet-pro- 
jektiven:  man  hat  diese  so  aufeinander  zu  legen,  daß  die  singulären 
Elemente  sich  decken. 

Wir  verstehen  nunmehr  auch  die  Involutionsbeziehung  (Nr.  11): 

sie    sagt    aus,    daß    in    konjektiven  Gebilden   den  Xj,  Yj,  Xg,  X^  die 
S  1^1,  Xj,  Yg,  Yg    entsprechen,    also    X^,  Y^    in   beiderlei    Sinne;    daher 
'  sind  die  Gebilde  involutorisch  und  X^Y^,  ^2^2?  -^3^3  ^^^^  Paare  der 
Involution. 

Umgekehrt  kann  man  aus  jeder  Involution  projektive 
Gebilde  bilden;  sind  AÄ,BB\CC'jI)B\...  gepaart,  so  ist: 

AÄBB'CC'BB\  . .  A  ÄAB'BC'CB'B  . . . 

Drei  Paare  entsprechender  Elemente  bestimmen  die  Projektivität, 
zwei  Paare  AA,  BB  eine  Involution;  dies  folgt  aus  jenem,  indem 
als  drittes  Paar  das  eine  Paar  im  umgekehrten  Sinne  entsprechend 
zu  nehmen  ist;  die  Involution  ist  als  Projektivität  durch: 

ABÄ  A  A:B'A 
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festgelegt;  daß  B  und  JB^  sich  auch  doppelt  entsprechen^  wissen  wir 
aus  dem  Fundamentalsatze;  es  folgt  aber  auch  aus: 

{ABÄB')  =  {ÄB'AB). 

Halten  wir  von  den  bestimmenden  Paaren  einer  Involution  AAy 
BB'  die  einen  Elemente  A,  B  fest,  während  die  andern  das  Gebilde 
durchlaufen,  so  ergibt  sich,  daß  in  demselben  Gebilde  od^  In- 
volutionen möglich  sind. 

Es  seien  My  N  die  Koinzidenzelemente  {M  ^  Mj  JV=  iV)  zweier  71 
konjektiver  Gebilde;  sie  mögen  zunächst  reeU  sein. 

Es  ist  dann: 

{MNXY)  ^  {MNX'Y')', 
daraus  folgt: 

{MNXX')  =  {MNYY'y, 

folglich  hat  dieses  Doppelverhältnis  {MNXX')  für  alle 
Paare  XX'  entsprechender  Elemente  denselben  Wert,  ist 
eine  Invariante 

Sind  die  Gebilde  involutorisch,  so  wissen  wir  von  der  Involution 
her,  daß  diese  Invariante  —  1  ist,  können  es  aber  auch  aus: 

{MX  XX')  =  (IIXX'X) 

folgern,  indem  ja  jedes  der  beiden  entsprechenden  Elemente  X,  X 
zum  ersten,  das  andere  zum  zweiten  Gebilde  gerechnet  werden  kann. 

Aus 

(MNXX')  =  (MNYY') 
folgt: 

(MNX  X  ^  =  {NM  r  Y) ; 

dies  bedeutet,  daß  3INy  XY',  X'Y  in  Involution  sind,  wenn 
My  N  die  Koinzidenzelemente  konjektiver  Gebilde  und  X 
und  X'y  Y  und  Y'  in  ihnen  entsprechend  sind. 

Daraus  ergibt  sich,  daß  für  alle  Projektivitäten  zwischen 
zwei  ineinanderliegenden  Gebilden,  welche  zwei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  AA'y  BB'  gemeinsam  haben,  die  Koin- 
zidenzelemente die  durch  die  Paare  AB',  BÄ  bestimmte  In- 
volution durchlaufen. 

Ist  also  das  eine  Koinzidenzelement  bekannt,  so  findet 
man  das  andere  als  sechstes  Element  in  Involution,  mithin 
linear. 

Wie    sieht    die    bilineare  Relation  aus,  wenn  es  sich  um  involu-  72 
torische  Gebilde  handelt?    Nehmen  wir  an,  die  beiden  (verschiedenen) 
Elemente  |q  und  |^  entsprechen    sich    doppelt;    so   muß  der  Relation 
sowohl    durch    |  =  Iq?  ?'=  §i>    ^^^  auch  durch  |  =  l^,  l'=  lo  o^^^o^ 
werden,  also: 

XSJo+i^^i+.^' ^0+^  =  0; 
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daher  durch  Subtraktion: 

(^-^')(io-li)  =  0, 
demnacn: 

Die  bilineare  Relation  für  involutorische  Gebilde  lautet: 

und  ist  symmetrisch  nach  |  und  |';  diese  können  vertauscht 
werden:  jede  zwei  Elemente  entsprechen  sich  doppelt.  Unsere  früheren 
Parameterrelationen  für  Involution  waren  symmetrisch;  wir  sehen, 
das  ist  notwendig  und  —  wofern  es  sich  um  ineinanderliegende 
Gebilde  handelt  —  charakteristisch. 
73  Kehren  wir  wiederum  zu  allgemeinen  konjektiven  Gebilden  zurück. 

Wir  haben  aus  der  bilinearen  Relation  die  quadratische  Gleichung 
für  die  Parameter  der  Koinzidenzelemente  abgeleitet;  ihre  Wurzeln 
m,  n  sind: 

2X  ' 


WO  jR  =  ]/(/!,  +  ii'Y—  4:XVy  deren  Imaginärsein  die  Koinzidenzelemente 
imaginär  macht;  ^  und  J'  seien  entsprechende  Parameter,  die  also  der 
bilinearen  Relation  genügen,  so  bilden  wir  das  Doppelverhältnis,  un- 
bekümmert um  etwaige  Imaginärietät  von  w,  ?^: 

v"^^'^^)     ^_|    m  — r     — (ft  +  i^-)  — ^— 2^^  ■  — (/xH-ft')  +  -R  — 2;ir 
2 ,;  +  (ft + ft')  (1 4-  r)  -  Ä  (i  -  r )  +  2  ^  I  r ' 

darin   ist  {ji -\- ii'y  —  R^  durch  4:lv  ersetzt  und   durch  2X  gehoben. 
Ersetzen  wir  weiter  2  v  -\-  2  X^h,'  durch  —  2fi|  —  2ft'^',  so  ergibt 
sich,  weil  (fi  +  ^')  (J  +  r)  -  2  ^a|  -  2 ^'^'  =  -{^-  ii')  ß  -  r)  ist: 

Damit  ist  die  Konstanz  von  (MNXX')  nun  auch  für  imaginäre 
KoiDzi<J  zelemente  festgestellt;  es  ist  im  allgemeinen  imaginär,  weil 
B  imagmär.  Sind  aber  die  Gebilde  involutorisch,  also  ^  =  ^\  so  ist 
diese  Invariante  —  1,  auch  wenn  R  imaginär  ist. 

Das  Doppelverhältnis  von  zweimal  zwei  konjugiert  ima- 
ginären Elementen  mit  den  Parametern  a +  hiy  C:\2di  ist: 

{a-^-hi  —  c  —  di)  (a  —  bi  —  c  -f  di)       {a  —  c)^  -\-  {b  —  dy 
{a  —  bi  —  c  —  di)  (a  -j-  bi  —  c  -\-  di)  ~  (a  —  cY  -{-(b-\-  d)^^ 

also  reell. 
74  Besprechen  wir  einige  interessante  Fälle  involutorischer  Gebilde. 

Die  Elemente  A^,  Ag  sind  zu  A3,  A4  harmonisch,  wenn  (Nr.  22): 

2  A3A,  -  (Ai  +  h)  {h  +  ^4)  +  2  hh  =  0. 
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Nehmen  wir  X^,  l^  fest,  A3,  l^  veränderlich,  so  haben  wir  eine  sym- 
metrische bilineare  Relation;  also  bewegen  sich,  wie  wir  schon  wissen, 
ig,  l^  involutorisch -projektiv.  Halten  wir  aber  zwei  nicht  zugeord- 
nete Elemente  A^,  A3  fest  und  bewegen  Ag,  A^,  nach  denen  wir  dann 
anordnen,  so  ist  die  Relation  bilinear,  aber  nicht  symmetrisch: 

hK  +  ('^s  -  2  aJ  A2  +  (A,  -  2  A3)  A,  +  Ai  A3  =  0, 

es  bewegen  sich  also  Ag,  X^  projektiv,  aber  nicht  involutorisch. 

Zwei  ungleichlaufende  gleiche  Punktreihen,  welche  in- 
einander liegen,  haben  zwei  reelle  Koinzidenzpunkte;  der  eine  "N 
ist  ersichtlich  der  unendlich  ferne  Punkt,  M  sei  der  andere  endliche. 
Dann  ist  MX  =  —  M'X'  =  —  MX'-^  also  haben  alle  Strecken  XX' 
zwischen  entsprechenden  Punkten  den  Punkt  M  zum  Mittelpunkt:  es 
liegt  eine  gleichseitig-hyperbolische  Involution  vor.  Ersicht- 
lich ist  ja  auch,  daß,  wenn  Y  m  X'  fällt,  dann  Y'  in  X  fallen  muß, 

ferner,  daß  {MNXX')  =  ^  =  -  1. 

Ebenso  haben  zwei  ungleichlaufende  gleiche  Büschel, 
welche  ineinander  liegen,  zwei  reelle  Koinzidenzelemente.  Ist  m 
das  eine,  so  fallen  die  beiden  einander  entsprechenden  Elemente, 
welche  zu  beiden  Seiten  mit  ihm  einen  rechten  Winkel  bilden,  zu- 
sammen, also  in  das  zweite  Koinzidenzelement  «;  nun  bilden  aber, 
weil  die  Büschel  gleich-  und  un gleichlaufend  sind,  jede  zwei  andere 
entsprechenden  Elemente  x,  x  mit  m  (und  demnach  auch  mit  ^ii)  ent- 
gegengesetzt gleiche  Winkel;  also  sind  m^  n  die  Halbierungselemente 
aller  Winkel  xx-^  es  liegt  eine  gleichseitig-hyperbolische  In- 
volution im  Büschel  vor. 

Sind  die  Büschel  aber  gleich  und  gleichlaufend,  so  ist 
der  Winkel  zwischen  entsprechenden  Elementen  konstant. 
Ist  er  vom  Rechten  verschieden,  so  ergibt  sich  nicht  Invo- 
lution-, dena  es  sei  x^y  ein  Element  des  Büschels  und  x'^y  seien 
die  beiden  entsprechenden,  so  ist  xx'  =  yy'  =  —  yy'-,  daher  bilden  x' 
und  y  entgegengesetzt  gleiche  nicht  rechte  Winkel  mit  x  =J/'f  faUen 
also  nicht  zusammen. 

Dies  findet  aber  statt,  wenn  der  konstante  Winkel  ein 
rechter  ist;    es   entsteht   eben   die   rechtwinklige  Involution. 

Im  obigen  Falle  ungleichlaufender  Büschel  gilt  die  in  Nr.  64 
erhaltene  Relation  mit  den  untern  Zeichen: 

(1)  ir-fi(i  +  i')-i  =  o, 

wobei  die  Winkel,  deren  Kotangenten  |,  J'  sind,  in  unserm  Falle  — 
wegen  des  einheitlichen  Parameters  —  von  demselben  Anfangsstrahle 
0  ab  gezählt  werden.  Die  Beziehung  ist  für  jeden  Wert  von  ^ 
symmetrisch  in  |  und  J'. 
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Im  andern  Falle  gilt  diejenige  mit  den  oberen  Zeichen: 
(2)  ir  +  ft(l  -  1')  +  1  =  0; 

der  Winkel  ox'  —  ox,  dessen  Kotangente  ^l  ist,  ist  der  konstante 
Winkel  xx.     Die    Relation    ist    nur    symmetrisch,    wenn  ft  =  0,  also 

XX  =  -^  ist. 

Die  Relation  für  die  rechtwinklige  Involution  ist  daher: 

wie  ja  auch  aus  Nr.  15  unmittelbar  hervorgeht.  Für  die  Doppel- 
elemente gilt: 

I'  +  1  =  0. 

Also  bilden  diese  imaginären  Doppelelemente  mit  dem  Anfangsele- 
mente —  einem  beliebigen  Elemente  des  Büschels  —  Winkel, 
deren  Kotangenten  ^  =  ]/  —  1,  —  i  sind,    die  Tangenten    also  —  i,  i. 

Dieselbe  quadratische  Gleichung  ergibt  sich  aber  aus  (2)  auch 
bei  beliebigem  ft,  also  für  die  Konzidenzelemente  gleicher  gleich- 
laufender ineinander  liegender  Büschel,  welches  auch  der  konstante 
Winkel  xx   ist. 

Also  bei  zwei  ineinander  liegenden  gleichen  und  gleich- 
laufenden Büscheln,  die  man  ja  am  einfachsten  durch 
Drehung  eines  konstanten  Winkels  xx'  erhält,  sind  die 
imaginären  Konzidenzelemente  immer  dieselben,  welches 
auch  dieser  Winkel  sei,  mithin  identisch  mit  den  imagi- 
nären Doppelelementen  der  rechtwinkligen  Involution  im 
Büschel.     Sie  bleiben  bei  der  genannten  Drehung  fest. 

Nennen  wir  diese  Elemente  i+,  i~,  so  wissen  wir:  das  Doppel- 
verhältnis (xxi^i~)  ist  konstant,  der  Winkel  (p  =  xx  ist  es  aber 
auch;  also  ist  eine  Beziehung  zwischen  beiden  zu  vermuten,  aus  der 
diese  gleichzeitige  Konstanz  folgt.  Wir  haben  bei  beliebigem  An- 
fangsstrahle 0,  indem  wir  die  bequemeren  Tangenten  als  Parameter 
benutzen : 

^      , . ,  ._N        tang  0  i^  —  tang  o  x  ^  tang  o  i~  —  tang  o  x 
'         '  ^        tang  0  i^  —  tang  o  x  '  tang  o  i~  —  tang  o  x  ' 

oder  noch  einfacher,  wenn  x  als  Anfangsstrahl  genommen  wird: 

tangas'*'"*"  ^  tangic*""  —  \ 

tang  xi^  —  tang qp  *  tang  xi~  —  tang  qp        —  i  —  ti 
i  —  tang  qp        1  +  *  tang  qp        cos  qp  -{-  «'  sin  qp  i^ 

«■-j-tangqp        1  —  ^■tangqp        cosqp — «sinqp        e~^^ 
Daher: 

^)^—.l(xx%^i-\ 

In  dieser  Beziehung  steht  also  der  Winkel  zweier  Ele- 
mente ic,  X     zu    dem    natürlichen  Logarithmus   des   Doppel- 


/      ,  .^  ._N tangas'*'"*"  ^  tangic*  —  i  ^  i 

^  ^       tang  xi^  —  tangqp  *  tang  xi~  —  tang  qp        —  i  —  tangqp  '  i  —  tang  qp 


=  e^ 
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Verhältnisses,  das  durch  die  beiden  Elemente  und  die  ima- 
ginären Doppelelemente  der  rechtwinkligen  Involution  in 
ihrem  Büschel  gebildet  wird.^)  Die  Gleichheit  zweier  Win- 
kel ist  zurückgeführt  auf  die  Gleichheit  zweier  Doppel- 
verhältnisse. 

Diese  Definition  des  Winkels  gestattet  die  Verallgemeinerung 
in  diejenige  der  Metrik  der  nichteuklidischen  Geometrie. 

Wir  haben  eben  einen  speziellen  Fall  gehabt,  in  welchem  die  75 
Koinzidenzelemente  konjektiver  Gebilde  mit  den  Doppelelementen 
•einer  Involution  in  demselben  Gebilde  identisch  sind.  Da  die  In- 
volution eine  einfachere  Figur  ist,  als  allgemein  konjektive  Gebilde, 
so  liegt  der  Wunsch  nahe,  in  jedem  Falle  konjektiver  Gebilde 
eine  solche  Ersatz-Involution  zu  haben. 

Ein  Element  Z  des  Trägers  heiße  als  Element  des  ersten 
-Gebildes  X,  als  Element  des  zweiten  Y' \  ist  nun  Z^  das 
vierte  harmonische  Element,  dem  Z  zugeordnet  in  bezug 
auf  die  beiden  entsprechenden  Elemente  X'  und  F,  so  be- 
schreiben die  Paare  ZZ^  eine  Involution,  und  ihre  Doppel- 
elemente sind  mit  den  Koinzidenzelementen  M,  iV  der  ge- 
gebenen Gebilde  identisch. 

In  der  Tat,  wir  fanden  (Nr.  71),  daß  Jf2\^,  XF,  XY  in  In- 
volution sind.  Daher  ist  Z,  in  dem  sich  X  und  Y'  vereinigt  haben, 
das  eine  Doppelement  dieser  Involution,  und  das  zu  ihm  harmonische 
Element  Z^  in  bezug  auf  das  Paar  XY  ist  das  andere  Doppel- 
•element;  zu  ihnen  sind  J/,  X,  die  ebenfalls  ein  Paar  dieser  Invo- 
lution bilden,  hannonisch;  also  erzeugen  die  Z^  Z^  die  Involution  mit 
den  Doppelelementen  Jf ,  X;  sie  ist  bestimmt,  wenn  zwei  Paare  ZZ^ 
hergestellt  sind. 

Oder,  indem  wir  Punktreihen  betrachten,  was  ja  genügt,  da  es 
sich  um  projektive  Eigenschaften  handelt,  so  seien  i?,  Q'  die  Flucht- 
punkte der  konjektiven  Reihen,  _p  ihre  Potenz ;  wir  setzen  EQ'  =  2d. 
Für  einen  Koinzidenzpunkt  M  (oder  X)  ist:  RM  -  Q' M  =  p  und 
KM—  Q' 31  =  2d]  daraus  folgt  die  quadratische  Gleichung: 

B3P-2d'R3I=p, 

und  dieselbe  für  BN.  Also  ist  RM  die  eine,  BN  die  andere 
Wurzel : 

RM  =d  +  Yd'+p,  RN  =d-  Vd'  +  p- 

daher    einfacher,    wenn  0  die   Mitte    von    RQ'  ist,    so   daß   RO  =  d^ 


1)  Zum  ersten  Male  von  Laguerre  ausgesprochen:  Nouvelles  Annales  de 
Mathematiques  1853  S.  57. 
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Bilden  wir  nun  die  Potenz  mit  den  entsprechenden  Punkten  X 
und  X'  oder  Z  und  X,  so  ist  BZ-  qX  ={0Z  +  d){OX'  -  d)  =  p, 
also : 

Ebenso  i^i  BY- Q' Z  =  p,  (0Y+ d)(OY-d)=p,  zr=^t|^— • 
Da  aber  Z  und  Z^  zu  X'  und   Z"  harmonisch  sind,  so  ist  (Nr.  7): 

also: 

mithin 

OZ'  OZ^=p  +  d'', 

folglich  beschreiben  Z  und  Z^  eine  Involution  mit  dem  Zentralpunkte 
0  und  der  Potenz  p  +  d^-^  ihre  Doppelpunkte  haben  also  von  0  die 
Entfernungen  +  ]/p  +  c?^,  folglich  dieselben  wie  die  Koinzidenzpunkte 
M,  N  der  gegebenen  konjektiven  Punktreihen. ^) 

Für  den  Fall,  daß  die  Koinzidenzelemente  imaginär 
sind,  haben  wir  in  dieser  Involution,  welche  vollständig 
reell  konstruiert  werden  kann,  den  „reellen  Repräsentanten^' 
(Nr.  29). 

Überzeugen  wir  uns  für  ungleichlaufende  konjektive  Punktreihen, 
daß  die  Involution  notwendig  hyperbolisch  ist.  Dem  unendlich 
fernen  Punkte  sind  die  beiden  Fluchtpunkte  Q\  B,  entsprechend; 
die  Mitte  M  von  BQ'  ist  ihm  in  der  Involution  gepaart,  also  ihr 
Zentralpunkt,  wie  das  ja  auch  im  vorangehenden  gefunden  wurde. 
Wir  nehmen  die  Figur  von  Nr.  67,  wo  gefunden  wurde,  daß,  wenn 
X  von  B  nach  links  bis  Q^  geht,  dann  X'  von  K^  nach  rechts 
bis  Q'  geht.  Mit  B  sei  S'  identisch;  weil  S'  links  von  Q'  liegt  (den 
wir  rechts  von  B  liegend  annehmen  wollen),  so  muß  S  links  von  B 
liegen;  dem  B  entspricht  B\^  der  vierte  harmonische  Punkt,  dem 
J?  =  >S'  in  bezug  auf  B' ^^  und  S  zugeordnet,  liegt  doppelt  so  weit 
von  B  als  S^  also  links  von  Jf,  ebenso  wie  B  und  die  Potenz  ist 
positiv.  Wenn  die  Punktreihen  gleichlaufend  sind,  so  liegt  S  rechts 
von  i?;  es  kann  aber  der  doppelt  so  weite  Punkt  zu  beiden  Seiten 
von  M  oder  in  M  selbst  liegen,  so  daß  alle  drei  Involutionen  mög- 
lich werden. 

Fallen  für  zwei  verschiedene  Elemente  Z  die  zugehörigen  vierten 
harmonischen  Z^  zusammen,  so  wird  die  Involution  parabolisch; 
durchweg  fällt  dann  Z^  in  dieses  Element,  in  welchem  die  Koinzi- 
denzelemente der  konjektiven  Gebilde  sich  vereinigt  haben. 


1)  Beweis  von  Schröter:   Stein er-Scbröter's  Vorlesungen  3.  Aufl.  Nr.  46. 
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Zwei  rechtwinklige  Strahleninvolutionen  in  derselben  Ebene  76 
(oder  in  parallelen  Ebenen)  sind  parallel,  d.  h.  zu  jedem  Strablen- 
paare  der  einen  gibt  es  ein  paralleles  in  der  andern:  diese  beiden 
Paare  schneiden  daher  in  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  (oder 
die  gemeinsame  Gerade  der  beiden  Ebenen)  dasselbe  Punktepaar  ein. 
Daraus  ergibt  sich: 

Alle  rechtwinkligen  Involutionen  einer  Ebene  (und  jeder 
zu  ihr  parallelen  Ebene)  schneiden  in  die  unendlich  ferne 
Gerade  dieselbe  feste  Involution,  in  welcher  zwei  Punkte 
gepaart  sind,  die  in  zueinander  rechtwinkligen  Richtungen 
unendlich  fern  sind.  Wir  wollen  sie  die  absolute  Involution 
der  Ebene  (und  jeder  parallelen  Ebene)  nennen,  und  ihre  imaginären 
Doppelpunkte  die  absoluten  Punkte  der  Ebene,  Punkte,  die 
von  der  größten  Wichtigkeit  in  der  modernen  Geometrie  geworden 
sind.  In  der  absoluten  Involution  haben  wir  ihren  reellen 
Repräsentanten. 

Strahlen  der  Ebene,  welche  nach  einem  dieser  absoluten  Punkte 
gehen,  mögen  isotrope  Strahlen  heißen  (nach  der  Terminologie 
der  Franzosen);  die  Doppelstrahlen  i"*",  i~  jeder  rechtwinkligen 
Involution  oder  allgemeiner  die  Koinzidenzstrahlen  zweier 
gleichen  und  gleichlaufenden  konzentrischen  Strahlen- 
büschel der  Ebene  sind  isotrope  Strahlen.  Und  umgekehrt,  die 
beiden  isotropen  Strahlen  eines  Strahlenbüschels  sind  immer  die  Doppel- 
strahlen der  rechtwinkligen  Involution  in  ihm.     Für  sie  gilt: 

cotg  oi'^  =  i,     cotg  oi~  =  —  iy 

wo  0  ein  beliebiger  Strahl  des  Büschels  ist. 

Zwei  isotrope  Strahlen,  welche  nach  demselben  abso- 
luten Punkte  gehen,  sind  sowohl  parallel,  weil  sie  eben  den- 
selben unendlich  fernen  Punkt  haben,  als  normal,  weil  sie  nach 
einem  sich  selbst  gepaarten  Punkte  der  absoluten  Involution  gehen. 
Ihr  W^inkel  ist  ganz  unbestimmt.  Denn  welches  auch  der  kon- 
staute  Winkel  tp  =  xx  zweier  gleicher  und  gleichlaufender  konzen- 
trischer Strahlenbüschel  ist,  in  jedem  der  beiden  isotropen  Strahlen 
vereinigen  sich  entsprechende  Strahlen,  und  die  parallelen  Strahlen, 
in  welche  zwei  so  vereinigte  Strahlen  durch  ParaUelverschiebung  des 
einen  Büschels  übergehen,  bilden  den  Winkel  qp. 

Nachdem  die  absolute  Involution  der  Ebene  eingeführt  ist,  sind 
zwei  zueinander  rechtwinklige  Strahlen  der  Ebene  als  solche 
zu  definieren,  welche  nach  gepaarten  Punkten  der  Involution 
gehen;  was  zu  einer  Verallgemeinerung  des  Begriff's  normal  führen  wird. 

Für  gleiche  Strahlenbüschel,  im  allgemeinen  in  verschiedenen 
Ebenen  gelegen,  fanden  wir  die  bilineare  Relation  (Nr.  64): 

^r+.*i(i  +  r)±i  =  o, 
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in  welcher  |  =  cotgorr,  ^'=coigo^'x  und  0,0^'  beliebige  Strahlen 
der  Büscbel  sind.     Sie  wird,  im  Falle  der  oberen  Zeichen,  durch 

^  =  h  l>'=^  I  =  —  h  ^'=  —  h 
im  Falle  der  unteren  Zeichen  durch: 

i  =  i,  I'  =  —  ^;  ^  =  —  i,  ^'  =  i 

befriedigt;  d.  h.  die  isotropen  Strahlen  des  einen  Büschels 
korrespondieren  denen  des  andern. 

Umgekehrt,  zwei  projektive  Strahlenbüschel,  in  denen 
die  isotropen  Strahlen  entsprechend  sind,  sind  gleich. 

Es  ist  bequemer,  die  Anfangsstrahlen  0  und  0'  entsprechend  zu 
nehmen,  sowie  die  Tangenten  zu  benutzen.    Die  bilineare  Relation  sei: 

A  tang  ox  •  tang  o'x  +  ^  tang  ox  +  ^'  tang  o'x  =  0, 

das  absolute  Glied  v  muß  fehlen,  weil  x  und  x  gleichzeitig  nach  o 
und  0'  fallen.  Fallen  x  und  x  in  entsprechende  isotrope  Strahlen, 
so  ist  bei  dem  einen  Paare:  tang  ox  =  i,  tang  dx  =  it  i,  bei  dem  andern: 
tang  ox  =^  —  i,  tang  dx  =  +  i.  Jene  Werte  führen  eingesetzt  zu:  q:  X 
+  (^  ±  11)  i  =  0,  diese  zu:  +  /l  —  (^  +  /u,')  ^'  =  0-,  daraus  folgt:  1  =  0, 
fi  :t  ^'  =  0.     Die  bilineare  Relation  ist  also : 

tang  ox  =  d:  tang  öV;    oder:  ox  =  +  dx\ 

womit  die  Gleichheit  bewiesen  ist. 

Das  Entsprechen  der  isotropen  Strahlen  bedeutet  ja  auch,  daß 
die  rechtwinkligen  Involutionen  in  den  Büscheln,  deren  Doppelstrahlen 
sie  sind,  entsprechend  sind,  jedem  Paare  der  einen  ein  Paar  der 
andern,  jedem  rechten  Winkel  des  einen  Büschels  ein  rechter  Winkel 
im  andern,  womit  auch  die  Gleichheit  ausgesprochen  ist. 

Liegen  die  gleichen  Büschel  in  derselben  Ebene,  so  entspricht 
den  obern  Zeichen  Gleichsinnigkeit,  den  untern  Ungleichsinnigkeit; 
tang  ox  =  ^,  tang  dx  =  i  bedeutet  das  Hingehen  von  x,  x  nach  dem- 
selben absoluten  Punkte,  während  bei  tang  ox  ==  i,  tang  o'x  =  —  ^,  x 
und  x'  nach  verschiedenen  absoluten  Punkten  gehen. 

Also:  Zwei  projektive  Strahlenbüschel  derselben  Ebene 
(oder  in  parallelen  Ebenen)  sind  gleich  und  gleichsinnig 
oder  ungleichsinnig,  wenn  die  entsprechenden  isotropen 
Strahlen  nach  demselben  oder  nach  verschiedenen  absoluten 
Punkten  gehen. 

Das  bedeutet,  im  letzteren  Falle,  involutorisches  Entsprechen  der 
isotropen  Strahlen,  wenn  die  Büschel  ineinander  liegen. 

Durch  Umklappung  der  Ebene  vertauscht  man  die  absoluten 
Punkte,  Gleichsinnigkeit  und  Ungleichsinnigkeit. 
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§  12.    Weitere  Sätze  über  die  Involution.    Multiplikation  von 
Verwandtschaften. 

Eine  Involution    ist   durch   die    symmetrisclie   bilineare   Relation  77 
definiert: 

m' +  t^a  +  i,')  +  V  =  0; 

ibre  Doppel elemente  genügen  der  Gleicbung: 

A|2+2a|  +  v  =  0 

und  sind  reeU  oder  imaginär,  je  nachdem  ^^—Xv^'O  oder  <0  ist. 
Wenn  sie  Paare  mit  konjugiert  imaginären  Elementen  besitzt,  so 
muß  der  Relation  mit 

^  =  x  +  yi,     l'=x-tji 

genügt  werden  können,  wo  x,  y  reell  sind.     Dies  gibt 

X{x^+y'^)^2yix  +  v  =  0 
oder: 

{Xx  +  ^f  +  A->2  4-  {xy  _  ^^)  =  0. 

Im  FaUe  der  elliptischen  Involution,  wo  Av  —  ft^  >  0  ist,  kann  dieser 
Gleichung  nicht  durch  reelle  Wei-te  von  Xj'y,  bei  denen  alle  drei 
Glieder  links  positiv  sind,  genügt  werden. 

Die  elliptische  Involution  besitzt  daher  keine  Paare 
aus  zwei  konjugiert  imaginären  Elementen;  das  ist  auch  aus 
dem  Fehlen  reeUer  Doppelelemente  zu  folgern,  denn  diese  bilden  ja 
den  Übercranor  von   den  Paaren   mit  reellen  Elementen  zu  denen  mit 

o       o 

konjugiert  imaginären  Elementen. 

Die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  mit  reeUen  Koeffi- 
zienten sind  reell  oder  konjugiert  imaginär;  sind  sie  also  die  Para- 
meter eines  Paares  einer  elliptischen  Involution,  so  sind  sie  reell. 

Es  seien  nun  zwei  Involutionen  auf  dem  nämlichen  Träger  ge- 
geben; wir  fragen,  ob  es  ein  gemeinsames  Paar  gibt.  Die  Relationen 
(in  derselben  parametrischen  Bestimmung)  seien: 

Air  +  ^  ö  +  r)  + 1^  =  0, 
A,5r  +  /ii(i  +  r)  +  ^i=o; 

die  Parameter  des  gemeinsamen  Paares  haben  beiden  zu  genügen; 
wir  erhalten  zunächst  durch  Auflösung  nach  1 1'  und  ?  + 1',  in  denen 
die  Gleichungen  linear  sind: 


av, — vftj        j,    ,    v/  Av^ — vX, 


ir  =  ?f^^?-,  1  + 


daher  sind  J  und  |'  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 
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welche  reelle  Koeffizienten  hat.  Das  gemeinsame  Paar  hat  daher 
entweder  zwei  reelle  Elemente  oder  zwei  konjugiert  imaginäre.  Ist 
demnach  mindestens  eine  der  Involutionen  elliptisch,  so  kann  nur  das 
erste  der  Fall  sein. 

Zwei  auf  demselben  Träger  befindliche  Involutionen 
haben  ein  aus  reellen  Elementen  bestehendes  Paar  gemein, 
wenn  mindestens  eine  von  ihnen  elliptisch  ist. 

Für  den  Fall,  daß  die  beiden  Involutionen  ungleichartig  sind, 
erkennen  wir  es  aus  der  Diskriminante  der  obigen  quadratischen 
Gleichung  sofort,  dieselbe  ist: 

kann  auch  in  der  Form: 

{Xv^  -f  vX^  -  2^^^y  -  4(^2  —  Xv)  {ii^  —  X^v^) 

geschrieben  werden;  sie  ist  >  0,  wenn  die  beiden  Diskriminanten 
11^  —  Xvj  ^i^  —  X^v^  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Wie  bei  zwei  hyperbolischen  Involutionen  das  gemeinsame  Paar 
beschaffen  ist,  ist  in  Nr.  22  erörtert  worden. 

Daraus  folgt,  daß  eine  elliptische  Involution  ein  reelles 
Paar  enthält,  das  zu  einem  gegebenen  Paar,  insbesondere 
einem,  das  zur  Involution  gehört,  harmonisch  ist:  es  ist  das 
gemeinsame  Paar  der  gegebenen  und  derjenigen,  welche  die  Elemente 
des  gegebenen  Paares  zu  Doppelelementen  hat. 
78  Wir  haben  (Nr.  29),  mit  St  au  dt,   jedes   der  beiden  imaginären 

Doppelelemente  einer  elliptischen  Involution  mit  einem  der  beiden 
Sinne  behaftet,  um  sie  so  voneinander  zu  unterscheiden,  daß  jedes 
von  ihnen  bei  projektiven  Operationen  für  sich  verfolgt  werden  kann. 

Es  seien  jetzt  in  einer  Ebene  zwei  Paare  von  kon- 
jugiert imaginären  Punkten  gegeben,  repräsentiert  durch 
zwei  elliptische  Involutionen  auf  w,  u^^-^  wir  wollen  die  vier 
imaginären  Verbindungslinien  der  einen  Punkte  mit  den 
andern  haben.  Gelingt  es  uns,  eine  Strahleninvolution  herzustellen, 
welche  zu  beiden  Punktinvolutionen  perspektiv  ist,  so  sind  ihre 
Doppelstrahlen  zwei  von  jenen  gesuchten  Geraden.  Wir  machen  aber 
eine  Strahleninvolution  perspektiv  zu  einer  Punktinvolution,  wenn 
zwei  Strahlenpaare  von  jener  über  zwei  Punktepaaren  von  dieser 
stehen.  Der  Schnittpunkt  der  beiden  Träger  der  gegebenen  Punkt- 
involutionen sei  A^  Ä^-^  Ä,  A^  seien  die  ihm  in  den  Involutionen  ge- 
paarten Punkte  und  BB'  sei  das  Paar  der  ersten  Involution,  das  zu 
AÄ  harmonisch  ist,  ebenso  B^B^  das  der  zweiten,  welches  zu  A-^A^' 
harmonisch  ist.^)    Durch  diese  Paare  seien  die  Involutionen  bestimmt 

1)  Für  das  Paar  aus  dem  Zentralpunkte  und  dem  unendlich  fernen  Punkte 
kaben  wir  es  in  Nr.  14  konstruiert.  Wir  projizieren  ein  beliebiges  Paar  in 
dieses  und  das  erhaltene  harmonische  Paar  zurück. 
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und  die  Doppelpunkte  der  einen  haben  die  Sinne  AB  AB'  und 
AB  AB,  die  der  andern  die  Sinne  A^B^A^B^  und  A^B^A^B^. 
Nun  ist,  wegen  der  Harmonizität: 

AÄBB'  A  A^A^B^B^', 

der  gemeinsame  Punkt  A,  A^  entspricht  sich  selbst,  daher  sind  die 
beiden  Würfe  perspektiv:  es  laufen  a  =  Ä A^,  h  =  BBj^,  V  =  B' B^ 
in  einen  Punkt  T]  zusammen;  geht  noch  a  von  diesem  nach  dem 
gemeinsamen  Punkte  A,  A^,  so  stehen  aa,  hh'  über  beiden  Paaren 
der  einen  Involution  und  beiden  Paaren  der  andern;  die  durch  sie 
bestimmte  Involution  ist  zu  beiden  gegebenen  Involutionen  perspektiv; 
der  Doppelstrahl  (mit  dem  Sinne)  ahah'  verbindet  die  Punkte  AB  AB' 
und    A^B^A^B^   und    der    andere    ah' ah   die  Punkte  AB' AB  und 

Es  ist  aber  auch: 

AA'BB'  7\  A,B^'A,'B,- 

es  laufen  daher  a  =  A'A^',  h^'  =  BB^',  h^  =  B' B^  in  einen  Punkt  ü^ 
zusammen;  ist  a^  dessen  Yerbindungsstrahl  mit  dem  gem.einsamen 
Punkt,  so  haben  wir  in  {a^a,  h^'h^  eine  zweite  zu  den  gegebenen 
Involutionen  Perspektive  Involution,  und  in  ihren  Doppelstrahlen 
aj)^ah^  und  a^h^a'h^  die  beiden  Geraden,  welche  ABA'B'  mit 
A^B^A^B^  und  ABA'B  mit  A^B.A^'B^'  verbinden. 

Die  Punkte  U,  L\,  die  reeUen  Punkte,  welche  je  den  konjugiert 
imaginären  unter  den  Verbindungslinien  gemeinsam  sind,  liegen  auf  a', 
welche  die  dem  gemeinsamen  Punkte  uu^  gepaarten  Punkte  verbindet, 
und  zwar  werden  sie,  wie  das  Viereck  BB'B^B^  lehrt,  durch  w,  u^ 
harmonisch  getrennt. 

Die  Punkte  ü,  U^  bestimmen  auf  a'  eine  dritte  Involution  mit 
ihnen  als  Doppelpunkten,  welche  zu  den  gegebenen  in  einer  Beziehung 
steht,  die  bald  besprochen  werden  wird. 

Man  behandele  die  feldduale  Aufgabe. 

Die  eine  der  beiden  Involutionen  sei,  beispielsweise,  die  absolute 
auf  der  unendlich  fernen  Gerade  u^,  die  andere  auf  u  eine  beliebige 
elliptische.  Der  Punkt  A,  A^  ist  der  unendlich  ferne  von  u,  A'  ist 
der  Zentralpunkt  der  endlichen  Involution,  A^'  der  unendlich  ferne 
Punkt  in  senkrechter  Richtung  zu  m,  a'  also  die  Senkrechte  auf  ii 
in  A'.  Das  Paar  B,  B'  der  Involution  auf  u  ist  dasjenige,  welches 
durch  A'  halbiert  wird,  B^,  B^  sind  unendlich  fern  auf  den 
Halbierungslinien  der  Winkel  von  u  und  a,  also  ü  und  TJ^  die 
Schnitte,  mit  a,  der  Parallelen  zu  ihnen  durch  B  (oder  B'\  daher 
gleichweit  von  Ä  entfernt,  ebensoweit  wie  B  und  B^.  Die  Potenz 
der  Involution  auf  u  ist  AB- AB,  die  der  Involution  auf  a'  ist 
A'JJ^  =  A'ü{^,  also  jener  entgegengesetzt  gleich. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    I.  7 
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Ähnlich  kann  die  Aufgabe  gelöst  werden:  eine  Projektivität 
reell  zu  bestimmen,  wenn  ein  Paar  reeller  Elemente  und 
zwei  Paare  von  konjugiert  imaginären  Elementen  als  ent- 
sprechend gegeben  sind.  Diese  imaginären  Elemente  seien  durch 
die  Involutionen  /  und  I^  gegeben,  und  es  muß  genauer  festgestellt 
werden,  welche  Sinne  einander  entsprechen  sollen.  Die  gegebenen 
reellen  Elemente  seien  Ä  und  Ä^,  ihnen  in  den  Involutionen  gepaart 
Ä'j  A^j  und  wiederum  seien  J5^';  ^\^\  diejenigen  Paare  der- 
selben, welche  zu  AÄ^  bzw.  A^A^  harmonisch  sind.  Wählen  wir 
den  Wurf  AB  AB'  und  von  den  beiden  Würfen  A^B^A(B(, 
A^B^ A^B^  denjenigen,  welcher  den  entsprechenden  Sinn  hat,  was 
etwa  für  den  ersteren  gelte,  so  ist  die  Projektivität  reell  durch  diese 
beiden  projektiven  Würfe  bestimmt  (oder  durch  drei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  aus  ihnen). 

79  Eine  gegebene  elliptische  Punktinvolution  Ip  soll  aus  einem 
Punkte  durch  eine  rechtwinklige  Strahleninvolution  projiziert  werden. 
In  jeder  Ebene  durch  den  Träger  u  von  Ip  gibt  es  zwei  reelle  Punkte, 
aus  denen  eine  solche  Projektion  möglich  ist.  Da  auch  der  Zentral- 
punkt 0  und  der  unendlich  ferne  Punkt  von  u  durch  einen  rechten 
Winkel  zu  projizieren  sind,  so  müssen  die  gesuchten  Punkte  auf  dem 
Lote  sich  befinden,  welches  in  0  auf  u  errichtet  ist.  Wenn  ferner 
EB'  ein  anderes  Paar  von  Ip  ist,  so  haben  wir  die  Punkte  auf  dem 
Kreise  K"^  über  BB'  als  Durchmesser  zu  suchen;  weil  B,  B'  zu  ver- 
schiedenen Seiten  von  0  liegen,  sind  die  Schnitte  JJ,  U^  dieses 
Kreises  mit  jenem  Lote  reell,  liegen  symmetrisch  in  bezug  auf  Uj 
was  von  vornherein  zu  erwarten  war,  und  für  die  Entfernung  Oü 
gilt:  Oü^  =  BOOB'',  das  ist  der  absolute  Wert  der  Potenz 
von  Ip. 

Diese  zwei  rechtwinkligen  Paare  der  projizierenden  Involution 
machen  sie  ganz  rechtwinklig. 

In  jeder  Ebene  durch  den  Träger  u  einer  elliptischen 
Punktinvolution  Ip  gibt  es  also  zwei  reelle  Punkte,  aus 
denen  sie  durch  eine  rechtwinklige  Strahleninvolution 
projiziert  wird;  sie  befinden  sich  auf  dem  Lote,  das  auf  u 
im  Zentralpunkte  errichtet  ist,  zu  beiden  Seiten  in  der  Ent- 
fernung der  Wurzel  aus  der  absoluten  Potenz  der  Involution. 

Durch  sie  gehen  alle  Kreise,  welche  wie  X^  zu  den  übrigen 
Paaren  der  Involution  gehören. 

Die  sämtlichen  Ebenen  durch  u  liefern  dann  als  Ort  aller  Punkte, 
aus  denen  Ip  durch  eine  rechtwinklige  Involution  projiziert  wird,  den 
Kreis  um  den  Zentralpunkt  0  in  der  Ebene,  die  in  ihm  auf  u  senk- 
recht steht,  und  mit  der  genannten  Wurzel  als  Radius. 

80  Wir  wenden  uns  zu  den  analogen  Aufgaben: 
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Es  soll  erstens  eine  gegebene  elliptische  Strahleninvo- 
lution  I  im  Büschel  (0,o)  durch  eine  rechtwinklige  Ebenen- 
involution  projiziert  werden.  Die  Axe  v  muß  durch  0  gehen. 
Es  sei  s  t  das  rechtwinklige  Paar  von  1^ ;  der  rechte  Winkel  s  t  liegt 
im  rechten  Flächenwinkel  v{s,ty^  dann  muß  (Nr.  62)  einer  der  Schenkel 
Sy  t  zur  Kante  v  normal  sein. 

Wenn  aber  t  normal  zu  v  und  zur  Ebene  vs  ist,  so  ist  es  auch 
die  durch  t  gehende  Ebene  o^  oder  vs  ist  die  Ebene  6,  welche  in  s 
auf  03  senkrecht  steht;  also  befindet  sich  v  in  dem  Büschel  (0,  (?). 
Und  für  jeden  Strahl  v  dieses  Büschels  gilt,  daß  s  und  t  aus  ihm 
durch  rechtwinklige  Ebenen  projiziert  werden:  denn  t  ist  rechtwink- 
lig zu  6,  mithin  die  Ebene  v  t  normal  zu  v  s  oder  6. 

Wenn  also  ö  und  r  die  Ebenen  sind,  welche  auf  w  in  s  und  t 
senkrecht  stehen,  so  haben  wir  die  fraglichen  Axen  v  allein  in  den 
Büscheln  (0,  ö),  (0,  r)  zu  suchen.  Auf  eine  im  ersteren  Büschel  be- 
findliche V  sei  eine  senkrechte  Ebene  s  gelegt,  sie  schneidet  aus  der 
projizierenden  rechtwinkligen  Ebeneninvolution  eine  rechtwinklige 
Strahleninvolution  um  den  Punkt  V=ve.  Diese  steht  über  der 
Punktinvolution,  welche  von  der  Schnittlinie  ecD  =  u  aus  I^  ausge- 
schnitten wird.  Da  s  und  a  zu  6  normal  sind,  so  ist  es  auch  Uy 
also  ist  u  normal  zu  s  und  parallel  zu  f;  daher  wird  S  =  Sit  Zentral- 
punkt dieser  Involution,  und  der  Kreis  der  Punkte,  aus  denen  sie 
durch  eine  rechtwinklige  Strahleninvolution  projiziert  wird,  liegt  in  ö, 
die  in  S  auf  ii  senkrecht  steht,  und  hat  S  zum  Mittelpunkt.  Es  muß 
also  V  auf  diesem  Kreise  liegen.  Da  aber  v=  OV  zu  s  normal  ist, 
so  sind  auch  OV  und  SV  rechtwinklig;  d.  h.  OV  ist  Tangente  aus 
0  an  diesen  Kreis.  Wenn  ee  irgend  ein  Paar  von  J^  ist  und  EE' 
das  Perspektive  Paar  auf  u,  so  ist  der  Radius  des  Kreises  YES-SE'. 

Ahnliches  gilt  für  t.  Aber  die  beiden  Ebenen  unterscheiden 
sich.  Es  sei  s  derjenige  Strahl  des  rechtwinkligen  Paares,  der  in  den 
spitzen  Winkeln  aller  Paare  liegt  (Nr.  20),  und  t  der  in  den  stumpfen 

Winkeln  befindliche.     Weil  ^  EOE' <  "^ ,    so    ist    OS'>ES-SE'', 

folglich  liegt  0  außerhalb  des  Kreises  und  es  sind  2  reelle  Tangenten  OV 
möglich.     Dagegen  bei  der  Ebene  t  wird  0  innerhalb  liegen. 

Wii'  haben  also  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  Axen,  die  einen 
in  <jy  die  andern  in  r:  und  jene  ergeben  sich  folgendermaßen: 

Man  bestimme  denjenigen  Strahl  s  des  rechtwinkligen 
Paares,  der  innerhalb  aller  spitzen  Winkel  der  Paare  liegt, 
und  die  Ebene  6,  die  in  ihm  senkrecht  auf  cd  steht.  Wenn 
dann  I  in  einer  Punktinvolution  durch  eine  Transversale  ?(, 
welche  senkrecht  zu  s  (und  zu  ö)  ist,  geschnitten  wird,  so 
werde  in  6  um  den  Punkt  us  der  Kreis  geschlagen,  dessen 
Radius   gleich   der  Wurzel   aus   der  absoluten  Potenz   dieser 

7*    . 
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Involution  ist;  die  reellen  Tangenten  aus  0  an  ihn  sind 
die  gesuchten  Axen,  offenbar  symmetrisch  zueinander  in 
bezug  auf  a. 

In  der  analogen  Ebene  r  gibt  es  zwei  imaginäre. 

81  Nunmehr  soll  aus  einer  gegebenen  elliptischen  Ebenen- 

involution Jj  um  u  eine  rechtwinklige  Strahleninvolution 
geschnitten  werden. 

Es  sei  öT  das  rechtwinklige  Paar  und  davon  t  diejenige 
Ebene,  welche  in  allen  stumpfen  Winkeln  der  Paare  liegt. 
Wir  wissen  schon,  jeder  aus  ör  ausgeschnittene  rechte  Winkel  hat 
seinen  einen  Schenkel  normal  auf  w;  ist  es  der  in  ö,  so  steht  dieser 
dann  auf  t  senkrecht  und  damit  auch  die  einschneidende  Ebene.  Also 
kann  es  sich  nur  um  Ebenen  handeln,  die  zu  t  oder  ö  normal  sind, 
und  diese  schneiden  umgekehrt  auch  alle  rechte  Winkel  aus  6  t. 
Parallelverschiebung  ist  offenbar  hier  gestattet-,  also  kann  man  die 
Beschränkung  auferlegen,  daß  die  gesuchte  Ebene  durch  eine  gegebene 
Senkrechte  p  auf  t  oder  6  gehe.  Es  sei  p  eine  Senkrechte  auf  r. 
Die  Involution,  die  auf  ihr  durch  I^  entsteht,  hat  rp  ==  T  zum  Zen- 
tralpunkt und  der  Kreis  der  Scheitel  der  projizierenden  rechtwink- 
ligen Strahleninvolutionen  um  ihn  liegt  in  r  und  kann  daher  die 
Axe  u  schneiden;  denn  auf  dieser  müssen  die  Scheitel  der  gesuchten 
Strahlen  Involutionen  liegen.  Und  in  r  geschieht  es  reell,  in  6  nicht. 
Weil  p  rechtwinklig  zu  r  und  daher  auch  zu  ii  ist,  so  geht  durch 
sie  eine  Ebene  normal  zu  u,  welche  also  den  Büschel  u  in  einem 
gleichen  Strahlenbüschel  U  schneidet.  TU  ist  die  Entfernung  der  u 
von  T;  sind  wieder  Ej  E'  gepaart  auf  p,  vom  Paare  es'  herrührend, 
so  ist  der  Winkel  EVE'  stumpf,  also  TU'<ETTE',  daher  TU 
kleiner  als  der  Radius  jenes  Kreises,  und  dieser  wird  von  u  geschnitten; 
in  ö  sind  die  Schnitte  imaginär.  Demnach  führt  r  zu  zwei  reellen, 
0  zu  zwei  imaginären  Büscheln  von  Parallelebenen,  welche  rechtwink- 
lige Strahleninvolutionen  aus  I^  schneiden.  Jede  Senkrechte  ^  zu  r 
führt  zu  einer  Ebene  aus  jedem  Büschel.  Man  konstruiert  in  r 
um  den  Punkt  rp  den  Kreis,  dessen  Radius  gleich  der  Wurzel 
aus  der  absoluten  Potenz  der  in  p  durch  I^  eingeschnittenen 
Involution  ist;  seine  reellen  Schnitte  mit  der  Axe  u  der  ge- 
gebenen Ebeneninvolution  geben  mit  p  verbunden  die  ge- 
suchten Ebenen. 

Durch  jeden  Punkt  gehen  also  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre 
Ebenen. 

Endlich,  wenn  eine  elliptische  Punktinvolution  Ip  auf  ii 
gegeben  ist,  so  projiziere  man  sie  zunächst  aus  einem  beliebigen 
Punkte  P  durch  eine  Strahleninvolution;  es  gehen  also  durch 
einen  Punkt  vier  Axen,  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre,  aus 
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denen   sie   durch   eine   rechtwinklige   Ebeneninvolution   pro- 
jiziert wird. 

Ist  eine  Ebene  s  gegeben,  so  sei  E'  dem  Schnitte  E  =  su  ge- 
paart und  0  der  Fußpunkt  der  Lotes  aus  E'  auf  s-,  dem  Büschel 
(0,  s)  müssen  die  in  8  befindlichen  Axen  angehören.  Ersichtlich 
bilden  OE  und  OE'  das  rechtwinklige  Paar  der  aus  0  projizierenden 
Strahleninvolution,  und  s  ist  a  oder  t;  eine  Ebene  enthält  dar- 
nach zwei  reelle  oder  imaginäre  Axen^). 

Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  wie  aus  zwei  Involutionen  (a),  (b)  82 
auf  a,  b  eine  dritte  abgeleitet  werden  kann,  welche  mit  ihnen  ver- 
bunden ist.  S  sei  der  Schnittpunkt  von  a,  b  und  33,  51  seien  ihm 
in  (a),  (h)  gepaart,  c  die  Verbindungslinie  5133.  Aus  einem  zunächst 
festgehaltenen  Punktepaare  ÄÄ'  von  (a)  projizieren  wir  sämtliche 
Punktepaare  von  (b)  auf  c,  und  zwar  immer  den  einen  Punkt  aus  Ä^ 
den  andern  aus  Ä'  und  dann  auch  umgekehrt,  weil  die  beiden  Punkte 
des  projizierten  Paares  ja  vertauscht  werden  können.  Da  wir  die  (b) 
in  zwei  konjektive  Punktreihen  auflösen  können,  so  entstehen  pro- 
jektive Strahlenbüschel  um  Ä  und  A'  und  konjektive  Punktreihen 
auf  c.  Diese  sind  aber  involutorisch;  denn  zu  (b)  gehört  auch  (5^51; 
projizieren  wir  (5  aus  J.,  5t  aus  Ä\  so  ergeben  sich  ^,  5(:  projizieren 
wir  aber  51  aus  A,  d  aus  A\  dann  %  33;  also  entsprechen  diese 
beiden  Punkte  sich  doppelt,  folglich  geschieht  dies  durchweg.  Nimmt 
man  ebenso  ein  festes  Paar  BB'  aus  (b)  und  projiziert  in  derselben 
Weise  die  (a)  auf  c,  so  ergibt  sich  ebenfalls  eine  Involution,  für 
welche  wir  aber  schon  drei  gemeinsame  Paare  mit  der  vorigen  an- 
geben können,  so  daß  sie  identisch  sind:  eins  ist  51 S  und  die  beiden 
andern  werden  durch  {AB,  A' B'),  {AB',  AB)  eingeschnitten. 

Wird  aus  einem  andern  Paare  A^A^  von  (a)  wiederum  (b)  pro- 
jiziert, so  sehen  wir  ebenso  ein,  daß  die  erhaltene  Involution  auf  c 
mit  der  bei  BB'  erhaltenen  und  also  mit  der  bei  AÄ  erhaltenen 
identisch  ist,  denn  mit  jener  hat  sie  5(33  und  die  durch  {A^B,  A^ B'), 
{A^B\  A^ B)  sich  ergebenden  Paare  gemein.  Und  ebenso  können 
wir  ein  anderes  Paar  von  (b)  nehmen,  die  Involution  (c)  auf  c  bleibt 
immer  dieselbe. 

Wenn  also  auf  zwei  Geraden  a,  b  zwei  Involutionen  (a), 
(b)  gegeben  sind  und  c  die  beiden  Punkte  35,  51  verbindet, 
welche  dem  gemeinsamen  Punkte  ^  ^  ah  gepaart  sind,  so 
gehören  alle  die  Punktepaare,  die  sich  ergeben,  wenn  man 
c  mit  {AB,  A'B')  oder  {AB',  AB)  schneidet,  wo  AÄ  irgend 
ein  Paar  von  (a)  und  BB'  irgend  eins  von  (b)  ist,  zu  der 
nämlichen  Involution  (c).  In  ihr  sind  auch  S,  5(  gepaart. 
Nennen  wir  sie  den  Involutionen  (a),  (b)  verbunden. 

1)  Diese  Kongruenz  4.  Ordnung  2.  Klasse  subsumiert  sich  (dual)  der  in 
der  Liniengeometrie  Bd.  II  Nr.  483  besprochenen. 


102  I-  §  12.  Weitere  Sätze  über  die  Involution.  Verwandtschafts-Multiplikation. 

Liegen  Äy  B,  G  auf  a,  h,  C  in  gerader  Linie,  und  seien  A\  B\  C 
zu  ihnen  in  (a),  (b),  (c)  gepaart,  so  muß  {AB,  AB')  in  c  ein  Paar 
einschneiden,  d.  h.  C  liegt  auf  A B\ 

Zu  drei  Punkten  auf  a,  b,  C,  welche  in  gerader  Linie 
liegen,  sind  in  den  drei  Involutionen  (a),  (6),  (c)  drei  eben- 
falls in  gerader  Linie  liegende  Punkte  gepaart. 

Daraus  aber  erhellt,  daß  aus  jeden  zwei  von  den  drei  Invo- 
lutionen die  dritte  in  der  nämlichen  Weise  sich  ergibt;  daher 
nennen  wir  sie  kürzer  drei  verbundene  Involutionen.  Und  um- 
gekehrt, wenn  drei  Involutionen  auf  den  Seiten  eines  Drei- 
ecks so  liegen,  daß  je  die  Ecken  ein  Paar  bilden  und  einmal 
drei  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  A,  B,  G  drei  wieder- 
um in  gerader  Linie  liegende  Punkte  ÄjB\G'  gepaart  sind, 
so  geschieht  dies  durchweg;  die  Involution  auf  c  hat  ja  mit  der- 
jenigen, welche  den  beiden  andern  verbunden  ist,  die  beiden  Paare 
33^  und  i{AB,  AB')  =  0,  G'  gemeinsam. 

Durch  das  Dreieck  5tS3(S  und  zwei  Transversalen  ABG, 
A'B'G'  sind  die  drei  verbundenen  Involutionen  vollständig 
und  eindeutig  bestimmt. 

Es  sei  nun  die  eine  ABG  so  gezogen,  daß  sie  die  drei  Außen- 
strecken 33  •  (^,  (^-51,  51-33  trifft,  so  kann  die  zweite  A'B'G'  entweder 
ebenso  beschaffen  sein,  oder  sie  trifft  nur  eine  Außenstrecke  und  zwei 
Innenstrecken  (Nr.  52).  Wird  eine  Seite  von  beiden  Transversalen 
gleichartig  oder  ungleichartig  getroffen,  so  ist  die  auf  ihr  entstehende 
Involution  hyperbolisch  oder  elliptisch. 

Von  drei  verbundenen  Involutionen  sind  entweder  alle 
drei  hyperbolisch  oder  nur  eine  und  die  beiden  andern 
elliptisch. 

Lassen  wir  A  und  A'  in  einen  Doppelpunkt  zusammenrücken, 
ebenso  B  und  B',  dann  vereinigt  sich  AB  mit  A'B'j  also  auch 
G  mit  G'. 

Auf  jeder  Verbindungslinie  zweier  Doppelpunkte  zweier 
von  drei  verbundenen  Involutionen  liegt  einer  der  dritten 
Involution.  Daraus  folgt,  daß  die  sechs  Doppelpunkte  der 
drei  Involutionen  ein  vollständiges  Vierseit  bilden,  in 
welchem  je  zwei  zusammengehörige  Gegenecken  sind  und  das 
gegebene  Dreiseit  das  Diagonaldreiseit  ist. 

Im  ersten  Falle,  wo  die  Involutionen  sämtlich  hyperbolisch  sind, 
ist  dies  Vierseit  vollständig  reell,  im  andern  aber  sind  seine  Seiten 
und  zwei  Paare  Gegenecken  imaginär,  und  nur  das  dritte  Paar 
ist  reell. 

Ist  D  ein  reeller  Doppelpunkt,  etwa  auf  c,  AA'  wiederum  ein 
beliebiges  Paar  von  (a),  so  schneiden  DJ.,  DA'  in  b  ein  Paar  ein; 
jedes  Strahlenpaar  aus  D,  das  nach  einem  Paare  von  (a)  geht,  geht 
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aucli  nach  einem  von  (b).  D  ist  Scheitel  einer  Strahleninvolution, 
die  mit  beiden  Involutionen  (a),  (b)  zugleich  perspektiv  ist. 

Wenn  (a),  (b)  gleichartig  sind,  so  ist  (c)  jedenfalls  hyperbolisch. 
Aus  jedem  der  Doppelpunkte  der  hyperbolischen  Involution, 
welche  zwei  gleichartigen  Involutionen  verbunden  ist, 
werden  diese  durch  die  nämliche  Strahleninvolution  pro- 
jiziert, und  die  Doppelstrahlen  dieser  Involution  gehen  durch  die 
Doppelpunkte  der  einen  und  der  andern. 

Sind  (a)  und  (b)  elliptisch,  so  sind  dies  die  Punkte  U,  11^,  die 
wir  in  Nr.  78  konstruiert  haben,  und  diese  beiden  Strahleninvolutionen 
steUen  je  zwei  konjugiert  imaginäre  von  den  vier  Verbindungslinien 
der  imaginären  Doppelpunkte  dar. 

Jedes  vollständige  Vierseit  fährt,  umgekehrt,  zu  drei  ver- 
bundenen Involutionen  auf  den  Diagonalen,  von  welchen  die 
Gegenecken  Doppelpunkte  sind.  Denn  auf  jeder  sind  die  beiden 
Diagonalpunkte  gepaart,  weil  harmonisch  zu  den  Gegenecken;  und  ein 
Tripel  von  Doppelpunkten  auf  einer  Seite  des  Yierseits  zeigt,  daß  auch 
die  gepaarten  und  mit  ihnen  identischen  Punkte  in  gerader  Linie  liegen. 

Es  seien  zwei  verschiedenartige  Involutionen  auf  rechtwinkligen 
Geraden  a,  b  gegeben,  für  welche  der  Schnitt  ^  gemeinsamer  Zentral- 
punkt ist  und  deren  Potenzen  entgegengesetzt  gleich  sind.  Aus  dem 
Zentralpunkt  ^  folgt,  daß  die  dritte  Gerade  c  die  unendlich  ferne 
ist.     Seien  AÄjBB'   zwei  Paare   und  (a)  elliptisch,   so  ist  A^-^Ä 

=  ^B  (^B',  oder  ^^  =  ?f^7  3,iso   sind   die   rechtwinkligen  Dreiecke 

Ä^B  und  B'^A'  ähnlich,  m\i\m^^ÄB'  gleich  mit  ^BA  und  kom- 
plementär zu  ^AB'^  d.  h.  A'B'  ist  normal  zu  AB.  Die  dritte  Invo- 
lution ist  die  absolute.  Und  umgekehrt,  kombiniert  man  die  absolute 
Involution  mit  einer  beliebigen  (a),  so  steht  der  Träger  b  der  dritten 
im  Zentralpunkte  von  (a)  auf  a  senkrecht,  und  die  beiden  endlichen 
Involutionen  haben  entgegengesetzt  gleiche  Potenz. 

Drei  verbundene  Involutionen  (51),  (33),  (S)  um  die  Ecken  83 
eines  Dreiecks  haben  die  Seiten  je  zu  gepaarten  Strahlen  und  drei 
Strahlen,  die  in  einen  Punkt  zusammenlaufen,  sind  in  ihnen  drei 
ebensolchen  Strahlen  gepaart,  und  wenn  bei  drei  Involutionen  (51), 
(35),  ((S),  in  denen  je  die  Seiten  des  Dreiecks  gepaart  sind,  das  ein- 
mal geschieht,  so  geschieht  es  durchweg,  und  die  drei  Involutionen 
sind  verbunden. 

Mit  zwei  rechtwinkligen  Involutionen  (51),  (33)  ist  verbunden  eine 
gleichseitig-hyperbolische  Involution  mit  unendlich  fernem  Scheitel  in 
senkrechter  Richtung  zu  5133,  deren  Doppelstrahlen  die  unendlich 
ferne  Gerade  und  die  Mittelsenkrechte  auf  5(33  sind;  denn  in  diese 
beiden  Geraden  schneiden  die  beiden  Involutionen  je  dieselbe  Invo- 
lution ein. 
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Wenn  drei  Punktinvolutionen  (a),  (6),  (c)  verbunden  sind, 
so  sind  auch  die  drei  Strahleninvolutionen,  welche  sie  je 
aus  der  Gegenecke  W,  33,  S  projizieren,  verbunden. 

Betrachten  wir  zuerst  den  Fall,  daß  die  Involutionen  sämtlich 
hyperbolisch  sind.  Es  seien  dann  D^,  B^,  De  drei  in  gerader  Linie 
liegende  Doppelpunkte;  weil  der  zweite  D^'  zu  De  harmonisch  ist  in 
bezug  auf  51,33,  so  liegt  er  (Nr.  52)  so,  daß  ^D«,  33D6,  ^B^  in 
einen  Punkt  zusammenlaufen;  das  sind  aber  drei  Doppelstrahlen  von 
(51),  (33),  ((S);  die  drei  ihnen  gepaarten  Strahlen,  mit  ihnen  identisch, 
tun  es  also  ebenfalls,  folglich  sind  die  drei  Strahleninvolutionen 
verbunden. 

Sind  aber  zwei  der  Involutionen,  etwa  (b),  (c)  elliptisch,  so  sei 
CC  das  reelle  Paar  von  (c),  das  zu  3(33  harmonisch  ist;  es  seien  nun 
in  (a),  (b)  zwei  Paare  AÄ,  BB'  derartig,  daß  Ay  D,  C  in  gerader 
Linie  liegen  und  also  A',B\G'  ebenfalls;  dann  laufen  5U.,  33D,  SC 
in  einen  Punkt  zusammen  (Nr.  52)  und  ebenso  sind  %A'j  33  D',  ^G 
konkurrent.  Diese  Strahlen  sind  aber  jenen  in  (51),  (33),  ((5)  gepaart; 
also  sind  diese  drei  Involutionen  verbunden. 
84  Wir  wollen  jetzt  die  Figur  auf  den  Raum   erweitern.     Es  seien 

auf  die  drei  Kanten  eines  Dreikants  Involutionen  gelegt;  dem  gemein- 
samen Punkte  SD  seien  gepaart  5(,  33,  ß;  auf  33  (^,  S  51,  5133  werden  die 
verbundenen  Involutionen  hergestellt  bzw.  zu  denen  auf  ®33,  ^d^; 
^(2^,  ®5(;  ^51,^33.  Dann  sind  diese  drei  Involutionen  untereinander 
verbunden.  Wenn  nämlich  E,  F,  G,  H,  I,  K  die  Schnitte  einer  Ebene 
mit  ®5t,  ^33,  ®S,  33e,  ^51,  5133  sind  und  £",.  .  .,  K'  ihnen  in  den 
Involutionen  gepaart,  so  sind  je  in  gerader  Linie  gelegen:  F,  G,  H\ 
G,  E,  i;  E,  F,  K;  H,I,K',  daher  auch  F',  G\  H';  G^E^F;  E',F\K'', 
folglich  sind  diese  sechs  Punkte  in  einer  Ebene  befindlich  und  IT,  T,  K' 
in  gerader  Linie. 

Diese  sechs  verbundenen  Involutionen  auf  den  Kanten  eines 
Tetraeders  sind  bestimmt  je  durch  die  beiden  Ecken  und  die  Schnitt- 
punktenpaare mit  zwei  Ebenen.  Es  sind  je  sechs  Punkten  auf  den 
Kanten,  die  in  einer  Ebene  liegen,  sechs  ebenso  beschaffene  Punkte 
gepaart. 

Bei  sechs  verbundenen  Ebeneninvolutionen  um  die  Kanten  eines 
Tetraeders  sind  je  drei  verbunden  um  Kanten  aus  einer  Ecke.  Proji- 
ziert man  die  vorherigen  Punktinvolutionen  je  aus  der  Gegenkante, 
so  ergeben  sich  sechs  Ebeneninvolutionen,  welche  verbunden  sind, 
denn  es  sind  verbunden  die  drei  Strahleninvolutionen,  welche  die  auf 
den  Seiten  eines  Dreiecks  liegenden  Punktinvolutionen  je  aus  der 
Gegenecke  projizieren,  und  daher  auch  die  über  ihnen  stehenden 
Ebeneninvolutionen  um  die  Kanten  aus  diesen  drei  Ecken  nach  der 
vierten. 

Die    zwölf   Doppelpunkte    von    sechs    verbundenen   Involutionen 
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liegen,  außer  in  den  Tetraederebenen,  zu  je  sechs  in  acht  Ebenen, 
und  in  jeder  je  drei  in  vier  Geraden,  den  Schnitten  mit  den  Tetra- 
ederebenen. 

Wenn  auf  dem  nämlichen  Träger  zwei  Involutionen  I^,  /,  85 
gegeben  sind,  so  können  zwei  verschiedene  Operationen  mit 
ihnen  vorgenommen  werden.  Das  eine  Mal  werde  die  eine 
Involution  I^  durch  die  andere  I^  transformiert,  oder,  wie 
man  auch  sagt,  auf  I^  werde  mit  I^  operiert;  d.  h.  wir  nehmen  zu 
den  Elementen  eines  Paars  von  1^  die  ihnen  in  /,  gepaarten;  die 
neuen  Paare,  die  sich  dadurch  ergeben,  bilden  wiederum 
eine  Involution  I^. 

In  der  Tat,  I^  sei  in  konjektive  Gebilde  aufgelöst: 

AÄBB'CC  .  . .  Ä  ÄAB'BC'C .  .  .; 
den  Aj  ä\  B,  B\  .  .  .  seien  in  J,  gepaart:  %  W,  33,  33',  .  .  .;  also  ist: 

AÄBB'CC  . . .  A  5tr33^S'(^©' . . .; 
oder,  was  dasselbe  ist: 

ÄAB'BC'c . . .  A  r5rs5'S3r(^ .  .  .; 

demnach: 

%WS8W^^' . . .  A  r5lS'33(5:'(J 

Die  Paare  %%\  33 S'  ...  bilden  die  neue  Involution  I^. 

Das  gemeinsame  Paar  von  I^,  I^  geht,  seine  Elemente 
vertauschend,  in  sich  selbst  über  und  gehört  zu  allen  drei 
Involutionen. 

Transformiert  man  J,  durch  J^,  so  ergibt  sich  eine  andere  In- 
volution Jg. 

Nehmen  wir  aber  an,  daß  ein  vom  gemeinsamen  Paare  ver- 
schiedenes Paar  AÄ  von  I^  durch  I^  in  ein  Paar  %%{'  übergeht, 
welches  ebenfalls  zu  I^  gehört,  so  wird  I^  mit  1^  identisch:  denn  zu 
beiden  gehört  jenes  gemeinsame  Paar  von  I^  und  I^  und  das  Paar  %%\ 
und  sofort  erkennt  man  auch  AÄ,  das  aus  dem  Paare  %%'  von  I^ 
hervorgeht,  als  7^  und  I^  gemeinsam.  Ferner  geht  auch  I^  durch  I^ 
in  sich  selbst  über,  denn  die  Paare  A%,  Ä%'  von  I^  gehen  durch  I^ 
in  Ä%\  A%i  über. 

Wenn  also  bei  zwei  Involutionen  /^,  i^  ^^^  ^em  näm- 
lichen Träger  ein  —  vom  gemeinsamen  Paare  verschiedenes 
—  Paar  der  einen  I^  durch  die  andere  Jg  ^^  ®i^  Paar  über- 
geht, das  wiederum  zu  I^  gehört,  so  geschieht  dies  durch- 
weg; /j  wird  durch  J,  ^^  sich  selbst  übergeführt,  aber  auch 
/g  durch  /j,  so  daß  die  Beziehung  gegenseitig  ist. 

Wir  woUen  von  zwei  Involutionen  in  dieser  Beziehung  sagen, 
daß  sie  sich  stützen.  Sie  werden  auch  konjugierte,  harmo- 
nische  oder    vertauschbare    Involutionen   genannt.     Man   kann 
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auch  die  beiden  durcli  die  Involutionen  dargestellten  Punktepaare 
als  sich  stützende  bezeichnen  und  im  folgenden  durchweg  die  Involu- 
tionen durch  diese  Punktepaare  ersetzen^). 

Jedes  Doppelelement  der  einen  Involution  geht  durch  die  andere 
in  ein  Doppelelement  über,  also  im  vorliegenden  Falle  das  zweite 
Doppelelement  jener  Involution.  Die  Doppelelemente  jeder  der 
beiden  sich  stützenden  Involutionen  bilden  daher  in  der 
andern  ein  Paar;  also  sind  die  einen  zu  den  andern  harmonisch, 
woraus  die  eine  der  obigen  Benennungen  sich  ergibt.  Und  umge- 
kehrt, wenn  die  einen  Doppelelemente  zu  den  andern  harmonisch 
sind,  so  liegt  unsere  Beziehung  vor;  denn  dann  führt  jede  von  den 
beiden  Involutionen  das  eine  Paar  der  andern  mit  vereinigten  Punkten 
in  das  andere  derartige  Paar  über. 

Wir  erhalten  aus  einer  Involution  Jj  eine  zu  ihr  in  dieser  Be- 
ziehung befindliche  I^y  wenn  wir  bei  zwei  Paaren  AB,  CD  jener  die 
Zuordnung  vertauschen,  I^  durch  ACjBD  bestimmen,  und  sofort  eine 
andere  ebenfalls  zu  I^  in  dieser  Beziehung  stehende  Jg,  bestimmt 
durch  ADjBC]  und  ersichtlich  stehen  auch  I^  und  lg  in  dieser 
Beziehung. 

Wir  haben  also  drei  gegenseitig  sich  stützende  Involu- 
tionen /j,  lg;  ^3;  ^iid  da  ihre  bestimmenden  Paare: 

AB,  CD',      AC.BB-      AD,  BC 

aus  demselben  Quadrupel  von  vier  Elementen  genommen  sind,  so 
wissen  wir,  daß  zwei  von  ihnen  hyperbolisch,  die  dritte  ellip- 
tisch ist.    Von  drei  gegenseitig  harmonischen  Paaren  ist  eins  imaginär. 

Von  zwei  sich  stützenden  Involutionen  ist  daher  höch- 
stens eine  elliptisch. 

Jedes  weitere  Element  A'  ruft  bei  jenem  Tripel  von  In- 
volutionen ein  solches  Quadrupel  hervor;  es  seien  ihm  B\ 
G',  D'  in  den  drei  Involutionen  gepaart,  so  hat  man  wegen 
der  zweiten: 

ABCÄ  A  CD  AG', 


wegen  der  dritten: 
also: 


ABGÄ  A  DGBD) 
GDAG'  A  DGBD': 


d.  h.  CD'  gehört  zur   ersten  Involution  (AB,GD),  und  eben- 
so B'D'  zur  zweiten,  B'G'  zur  dritten. 

Demnach  sind  dem  B'  gepaart  in  den  drei  Involutionen  Ä,D\G\ 
dem  C:  D\Ä,B'  und  dem  D':  G',B',Ä'^  so  daß  von  jedem  der 
vier  Elemente  ausgegangen  werden  kann. 

1)  Thieme,  Archiv  f.  Math.  u.  Phys.,  3.  Reihe,  Bd.  10,  S.  137. 


Sich  stützende  Involutionen.  107 

Zu  einer  gegebenen  Involution  7^  gibt  es  oo^  Involu- 
tionen /,  die  sich  auf  sie  stützen  (oder  auf  welche  sie  sich 
stützt)-,  wir  können  einem  festen  Elemente  Ä  jedes  Element  X 
paaren;  sind  den  J.,  X  in  Iq  die  B^  Y  gepaart,  so  ist  BY  ein  zweites 
Paar  für  eine  der  I.  Den  Inbegrijff  der  /  nennt  man  einen  Büschel 
von  Involutionen.  Die  Doppelelemente  von  Iq  bilden  ein 
allen  I  gemeinsames  Paar,  und  die  Paare  der  Doppelele- 
mente der  /  bilden  die  Iq.  Auf  die  Reihe  der  Elemente  X  ist 
der  Büschel  der  Involutionen  (oder  die  Reihe  der  Elementenpaare 
der  Jq)  eindeutig  bezogen. 

Wenn  Iq  elliptisch  ist,  so  sind  aUe  I  hyperbolisch;  wenn  Iq 
parabolisch  ist,  so  ist  das  singulare  Element,  in  dem  die  Doppelele- 
mente sich  vereinigen,  gemeinsames  Doppelelement  für  aUe  I:  und 
wenn  Iq  hyperbolisch  ist,  so  enthält  der  sich  stützende  Büschel  Invo- 
lutionen von  allen  drei  Arten:  die  parabolischen  haben  ihre  singulären 
Elemente  in  dem  einen  und  dem  andern  Doppelelemente  von  Iq. 

Auf  eine  gleichseitig-hyperbolische  Punktinvolution  Iq  stützen  sich 
aUe  diejenigen  Involutionen,  welche  den  endlichen  Doppelpunkt  (Mittel- 
punkt) von  Iq  zum  Zentralpunkt  haben. 

Alle  auf  eine  gleichseitig  -  hyperbolische  Strahleninvolution  Iq 
sich  stützenden  haben  dasselbe  rechtwinklige  Paar,  zu  ihnen  gehört 
die  rechtwinklige  Involution;  und  auf  eine  rechtwinklige  Involution 
stützen  sich  sämtliche  gleichseitig-hyperbolischen  des  Strahlenbüschels. 

Zu  zwei  Involutionen  I\  I"  gibt  es  eine  Jq,  auf  die  sich  beide 
stützen;  sie  hat  die  Elemente  des  gemeinsamen  Paars  zu  Doppelele- 
menten. Damit  ist  gesagt,  daß  wenn  dem  Ä  die  Punkte  J5,  C  in  /',  /" 
gepaart  sind  und  F,  Z  dem  X,  während  X  über  den  Träger  sich  be- 
wegt, es  einmal  vorkommt,  daß  AX,  BY,  CZ  in  Involution  sind; 
denn  diese  stützt  sich  auf  T  und  T\ 

Sämtliche  auf  Iq  sich  stützenden  Involutionen  bilden  dann  den 
Büschel,  zu  dem  /',  I"  gehören. 

Auf  einen  Büschel  von  Involutionen  stützt  sich  eine  Involution 
Jq,  auf  einen  andern  eine  zweite  /q)  ^^^  diese  beiden  stützt  sich  eine 
Involution,  welche  also  jenen  Büscheln  gemeinsam  ist.  Zwei  Büschel 
von  Involutionen  haben  eine  Involution  gemeinsam;  was  im 
Grunde  nur  der  Satz  vom  gemeinsamen  Paare  zweier  Involutionen  ist. 

Nennt  man  den  Inbegriff  der  Involutionen,  welche  aus  dreien 
7^,  I^y  /g  so  entstehen,  daß  eine  von  ihnen  Jg  mit  aUen  Involutionen 
des  Büschels  I^I^  durch  Büschel  verbunden  ist,  ein  Netz  oder  einen 
Bündel  von  Involutionen,  so  folgt,  daß  jede  vierte  Involution  I^ 
diesem  Netze  angehört;  denn  weil  die  Büschel  I^Ij  und  I^I^  eine 
Involution  gemeinsam  haben,  so  befindet  sich  I^  in  einem  der  er- 
zeugenden Büschel  des  Netzes. 
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Alle    von    demselben    Gebilde    getragenen    Involutionen 
bilden  ein  Netz. 
86  Die  zweite  Operation  an  zwei  Involutionen  I^,  ig  desselben 

Trägers  besteht  darin,  daß  man  sie,  in  bestimmter  Reihenfolge, 
hintereinander  vornimmt.  Man  bestimme,  wenn  1^,12  die  Reihen- 
folge ist,  zu  einem  Elemente  X  des  Trägers  das  gepaarte  X'  in  J^, 
und  dann  zu  diesem  das  gepaarte  X"  in  ig 5  Ergebnis  ist  die  Ver- 
wandtschaft, in  welcher  dem  X  das  Element  X"  zugeordnet  ist.  Weil 
wegen  der  Involutionen  sich  X  und  X'  projektiv  zu  X'  bewegen, 
so  sind  sie  selbst  in  projektiver  Verwandtschaft,  und  diese  Projek- 
tivität  P  =  (X,  X")  ist  das  Ergebnis.  Es  hat  sich  als  geeignet 
herausgestellt,  diesen  Prozeß  als  Multiplikation  und  dementsprechend 
ij,  ig?  -P  ^Is  Faktoren  und  Produkt  zu  bezeichnen,  aber  mit  be- 
stimmter Reihenfolge  der  Faktoren,  also: 

Daß  diese  Faktoren  im  allgemeinen  nicht  vertauscht  werden  können, 
unterscheidet  diese  Multiplikation  wesentlich  von  der  gewöhnlichen; 
sie  ist  nicht  kommutativ. 

Das  Produkt  P  muß  noch  etwas  genauer  präzisiert  werden. 
Rechnen  wir  X  zum  ersten,  X"  zum  zweiten  der  beiden  projektiven 
Gebilde,  so  führt  unsere  Multiplikation  I^  •  I^  vom  ersten  ins  zweite 
Gebilde;  der  Projektivität  wird  ein  bestimmter  Transformations- 
sinn gegeben^)  und  P  ist  die  Projektivität  mit  diesem  Sinne. 
Es  ist  üblich  geworden,  die  Umkehrung,  die  Projektivität  mit  dem 
umgekehrten  Sinne,  bei  welchem  aus  dem  zweiten  ins  erste  Gebilde 
transformiert  wird,  mit  P~^  zu  bezeichnen.  Die  Reihenfolge  ig,  I^ 
führt  zu  P~^;  denn  X"  geht  durch  ig  in  ^\  dies  durch  1^  in  X  über. 
Folglich: 

Wenn  also  an  und  für  sich  dieselbe  Projektivität  bei  beiden  Reihen- 
folgen sich  ergeben  hat,  so  liegt  doch  der  Unterschied  des  Sinnes 
vor,  und  deshalb  sehen  wir  die  Produkte  nicht  als  identisch  an; 
später  werden  wir  Produkte,  bei  der  einen  und  der  Reihenfolge  sich 
ergebend,  kennen  lernen,  die  noch  mehr  sich  unterscheiden. 

Wir  führen  noch  die  Unterscheidung  von:  vor-  und  nach- 
multiplizieren  ein;  in  I^l2  ist  I^  mit  lg  nachmultipliziert,  ig  mit  i^ 
vormultipliziert. 

Das  Produkt  I-I  oder  P  führt  X  über  X'  in  X  über,  also 
jedes  Element  in  sich  über;  die  entstehende  Projektivität  ist  Iden- 
tität, und  weil   eine  Multiplikation  mit  dieser  nichts   ändert,  so  ver- 

1)  Mir  scheint,  daß  man  das  Wort  „Transformatiun^'  für  Verwandtschaften 
reservieren  sollte,  die  mit  einem  Sinne  behaftet  sind. 
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hält  sie  sich  in  unserer  Multiplikation  wie  die  1  in  der  gewöhnlichen 
und  wird  deshalb  in  den  Formeln  auch  mit  1  bezeichnet;  also  P=  1. 
Das  Quadrat  einer  Involution   ist  die  Identität.     Ersicht- 
lich ist  auch: 

p.p-i  =  p-i.p=l. 

Die  Involution  ist  mit  ihrer  ümkehrung  identisch  und  hat  keinen 
bestimmten  Sinn;  I~^  =  I. 

P^  dagegen  bedeutet  Überführung  von  X  in  X'  =  Z  und  von 
Y  in  y,  ist  also  die  Projektivität  der  beiden  verschiedenen  Elemente 
X  und  Y'j  die  in  P  demselben  Elemente  X'^Y  korrespondieren. 

Wegen  der  beiden  Sinne  einer  Projektivität  und  der  beiden 
Reihenfolgen  führen  zwei  Projektivitäten,  je  mit  zwei  Sinnen:  P^,  Pj"^; 
Pg,  Pg"^  zu  acht  Produkten: 

p  p  p  p -1         p-^P  p-ip-i. 

pp         p-^p         p  p -^        p-lp-1 

Deshalb  wollen  wir  zunächst  mit  nichtinvolutorischen  Projektivitäten 
noch  nicht  in  dieser  Weise  operieren.  Bei  den  Involutionen  liegen 
die  Verhältnisse  einfacher;  da  macht  nur  die  Reihenfolge  der  Faktoren 
einen  Unterschied. 

In  der  gewöhnlichen  Multiplikation  besteht  das  Gesetz  der  Asso- 
ziativität: 

ahc  =  {a'b)c  =  aihc). 

Das  gilt  auch  hier,  immer  mit  Beachtung  der  Reihenfolge: 

Durch  7^  gehe  X  in  X'  über,  dieses  durch  I^  in  X"  und  dieses 
durch  /g  in  X'"  über;  dann  sind  in  I^I^  entsprechend  X  im  ersten, 
X''  im  zweiten  Gebilde,  in  I^I^  X'  im  ersten,  X'"  im  zweiten,  in 
ij/g/g,  sowie  in  {I^I^I^  und  I^{I^1^:  X  im  ersten,  X'"  im  zweiten. 
Man  kann  also  in  jedem  mehrfaktorigen  Produkt  immer  auf- 
einanderfolgende Faktoren  durch  ihr  Produkt  ersetzen. 

Dieser  Multiplikation  entspricht  keine  Division;  man  entfernt 
Faktoren  durch  Multiplikation.  Z.  B.  aus  I^-  I^  =  F  ergibt  sich 
durch  Yormultiplizieren  mit  i^: 

I,^1,  =  I,P     oder  h  =  hP, 

weil  ii^=  1;  und  ebenso  erhält  man  durch  Nachmultiplizieren  mit  I^: 

Im    allgemeinen   ist  I^  ■  I^   eine   nichtinvolutorische   Projektivität.  87 
Wir   fassen   nun   den  Spezialfall   ins  Auge,   wo   eine  Involution 
sich  ergibt: 
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Bei  derselben  Reihenfolge  müssen  wir  nicht  nur  von  X  zu  X", 
sondern  auch  von  X''  zu  X  übergehen;  es  muß  also  ein  Element  X/ 
geben,  so  daß  aus  X''  durch  I^  X^' ^  aus  diesem  durch  1^  X  sich 
ergibt.  Damit  ist  gesagt,  daß  das  Paar  XX'  von  I^  durch  1^  (also 
vermittelst  der  früheren  Operation)  in  X^' X'  übergeht,  das  ein  Paar 
von  I^  ist,  (oder  XX^'  von  I^  durch  I^  in  X' X''  von  I^).  Die  beiden 
Involutionen  Ij,  I^  stützen  sich  also,  und  umgekehrt  wenn  sie  dies 
tun,  also  XX'  von  I^  durch  I^  in  X^' X"  von  I^  übergeht,  so  führt 
ij/g  ^^s  Element  X  über  X'  in  X''  und  X''  über  X^'  in  X  über. 
Aber  auch  I^I^  führt  X  über  X^'  in  X"  und  X''  über  X'  in  X  über. 
Beide  Reihenfolgen  führen  zu  demselben  Ergebnisse,  was  ja  auch  aus: 
I,I,==I-'^I  Mgt. 

Dann  und  nur  dann,  wenn  die  beiden  Involutionen  sich 
stützen,  ist  die  Multiplikation  kommutativ,  die  Faktoren 
können  vertauscht  werden;  deshalb  nennt  man  so  beschaffene 
Involutionen  auch  vertauschbar. 

Die  in  P^/^/g  entsprechenden  Elemente  X  und  X"  sind  je 
demselben  Elemente  X'  in  I^  und  Jg  gepaart.  Folglich  durcji- 
laufen  die  je  demselben  Elemente  des  Trägers  gepaarten 
Elemente  zweier  Involutionen  projektive  Gebilde,  welche 
involutorisch  werden,  sobald  die  beiden  Involutionen  sich 
stützen. 

Es  sei  MN  das  gemeinsame  Paar  von  7^,  lg?  so  geht  M  durch 
I^  in  iV,  dieses  durch  I^  in  M  über.  Es  sind  also  M,  N  die  Koinzi- 
denzelemente von  P  und  im  speziellen  Falle  die  Doppelelemente  von  I; 
daraus  folgt,  daß  I  sich  auf  I^  und  Jg  stützt,  und  wir  haben  ein 
Tripel  von  sich  gegenseitig  stützenden  Involutionen  erhalten. 
Das  leuchtet  aber  auch  daraus  ein,  daß  wir  ja  in  XX'X^'X''  ein 
Quadrupel   besitzen,   das  in  jede  der  Involutionen  zwei  Paare  liefert: 

XX;  X/X"  in  Ji,     XX/,  X'X"  in  I„     XX",  X'X/  in  7; 

nur  letzteres  ist  noch  darzutun:  X^'  geht  durch  1^1^  über  X"  in  X' 
über  oder  X'  durch  I^I^  über  X"  in  X/. 

Hier  zeigt  sich  unmittelbar,  daß  jedes  Element  X  ein  solches 
Quadrupel  festlegt;  und  sind  X',  X^',  X''  die  ihm  gepaarten  in  J^, 
ig,  I,  so  sind  dann  X^,  X"  in  1^,  X' X"  in  ig?  X'X^'  in  Z  gepaart. 

Daß  alle  drei  Involutionen  gleichartig  auftreten  und  aus 
jeden  zwei  die  dritte  als  Produkt  in  beiden  Reihenfolgen 
sich  ergibt,  läßt  sich  auch  durch  Rechnung  nachweisen. 

Wird  von  den  beiden  Gleichungen: 

die  erste  mit  i^  vor-,  die  zweite  mit  I^  nachmultipliziert,  so  ergibt  sich: 
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und  ebenso: 

Werden    drei    verbundene    Involutionen    (a),    (b),    (c)    aus  88 
einem  Punkte   ihrer   Ebene    projiziert,   so    ergeben   sich   drei 
Strahleninvolutionen,  welche  sich  auf  eine  und  dieselbe  In- 
volution stützen,  also  demselben  Büschel  angehören. 

Sind  jene  sämtlich  hyperbolisch,  so  bilden  die  Doppelpunkte  die 
Gegenecken  eines  reellen  vollständigen  Vierseits,  die  Paare  der  Doppel- 
strahlen der  projizierenden  Involutionen  gehen  nach  diesen  Gegen- 
ecken, bilden  also  drei  Paare  einer  Involution,  und  diese  ist  diejenige, 
auf  welche  alle  drei  sich  stützen. 

Wenn  (o),  (b)  elliptisch  sind  und  (c)  hyperbolisch,  so  haben  die 
(a),  (b)  projizierenden  Involutionen  ein  reelles  Paar  gg'  gemeinsam; 
diese  Geraden  g,  g'  projizieren  ein  Paar  von  (a)  und  eins  von  (b), 
daher  auch  ein  Paar  von  (c)  und  bilden  auch  in  der  dritten  Strahlen- 
involution ein  Paar.  Die  Involution,  welche  g^g'  zu  Doppelstrahlen 
hat,  ist  die  gesuchte. 

Will  man  mit  imaginären  Elementen  arbeiten,  so  gilt  jeder  dieser 
Beweise  auch  für  den  andern  Fall:  das  vorangehende  Verfahren  ist 
jedenfalls  vorzuziehen. 

Beispiele  von  drei  Involutionen,  welche  sich  gegenseitig  stützen, 
sind  folgende: 

Zwei  Involutionen  mit  demselben  Zentralpunkte  und  entgegen- 
gesetzt gleichen  Potenzen  und  die  gleichseitig-hyperbolische  Involution, 
welche  jenen  Zentralpunkt  zum  endlichen  Doppelpunkt  oder  Symme- 
triepunkt hat:  die  rechtwinklige  Involution  und  zwei  gleichseitig- 
hyperbolische, bei  denen  von  den  Doppelstrahlen  jedes  Paar  die  Winkel 
des  andern  halbiert.  Eine  Transversale,  senkrecht  zu  einem  dieser 
Doppelstrahlen,  gibt  die  vorangehenden  Punktinvolutionen. 

Stellt  man  bei  drei  sich  gegenseitig  stützenden  Punktinvolutionen 
über  die  elliptische  eine  rechtwinklige  Strahleninvolution,  so  stehen 
von  selber  über  den  beiden  hyperbolischen  gleichseitig- hyperbolische 
der  eben  beschriebenen  Art. 

Im  vorangehenden  sind  die  drei  Involutionen  immer  als  reell 
angenommen.  Wir  werden  später  noch  den  zweiten  Fall  erkennen, 
daß  eine  reeU  und  die  beiden  andern  zu  einander  konjugiert  ima- 
ginär sind. 

§  13.   Projektive  Punktreilieii  oder  Strahlenbüscliel  in  derselben  Ebene. 

Die  in  §  5  erörterte  räumliche  Folge  von  projektiven  Operationen,  89 
die   von   einer   von   zwei   projektiven   Punktreihen   zur   andern   führt, 
wird   illusorisch,   wenn   sie   in   derselben   Ebene  liegen.     Wir  wollen 
daher    die   Überfühi-uno-    durch    eine    andere    s^anz   in   der   Ebene 
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verbleibende  Operationenfolge  vornebmen.  Wenn  wieder  Ä,  B,  C 
auf  u  den  Ä\  B\  C  auf  u  entsprecben,  so  seien  auf  eine  der  drei 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte,  etwa  auf  AÄ^  zwei  be- 
liebige Punkte  Sy  S'  gelegt-,  die  Strahlen büschel,  welche  die  Punkt- 
reihe auf  u  aus  S  und  diejenige  auf  u  aus  S'  projizieren,  sind  per- 
spektiv,  weil  der  Strahl  SS'  =  ÄÄ'  sich  selbst  entspricht;  daher 
schneiden  sich  die  weiteren  entsprechenden  Strahlen  auf  der  Perspek- 
tivitätsaxe  u\  die  durch  die  Punkte  (SB,S'B'\  (SC,S'C')  festgelegt 
wird.  Wir  können  mit  ihrer  Hilfe  beliebige  weitere  entsprechende 
Punkte  X,  X'  herstellen;  es  müssen  immer  SX  und  S' X'  sich  auf  u' 
schneiden.  Die  Operationenfolge  von  u  zu  u  ist:  Projektion  von  u 
aus  Sj  Schnitt  mit  u\  Projektion  aus  S\  Schnitt  mit  ti  oder  kürzer 
ausgedrückt:  Projektion  von  u  aus  S  auf  ti\  Projektion  von  u'  aus 
S'  auf  u.  Man  ermittle  die  Fluchtpunkte  B,  Q'  von  w,  u  und  die 
dem  gemeinsamen  Punkte  E,  F'  entsprechenden  Punkte  E',  F. 

Liegen,  ebenfalls  in  einer  Ebene,  zwei  Strahlenbüschel  ü,  ü'  vor, 
in  denen  den  a,  h,  c  die  a'j  h\  c  entsprechen,  so  verfährt  man  felddual, 
nämlich,  wenn  5,  s  durch  aa'  gelegt  sind,  so  bestimmt  man  den 
Punkt  V  durch  die  Verbindungslinien  (sh,  sV),  (sc,  sc).  Zwei 
Strahlen  Xj  x  von  ü",  TJ'  sind  entsprechend,  wenn  die  Gerade  {sx, 
sx)  durch  U"  geht.  Die  Operationenfolge  ist  hier:  Schnitt  des 
Büschels  ü  mit  5,  Projektion  aus  TJ'\  Schnitt  mit  s\  Projektion  aus  U\ 

Man  bestimme  die  Strahlen  e\  f,  welche  dem  gemeinsamen  Strahle 
€,  / "  korrespondieren. 

Spezielle  Lagen  von  Sy  S'  geben  Vereinfachungen.  Man  lege  S 
in  {AA\  BB'\  S'  in  {AÄ,  CCy,  dann  fäUt  (SBy  S' B')  in  den  Punkt  B' 
und  (SC,  S'C)  in  den  Punkt  C,  also  ist  u'  =  B'C.  Auf  ihr  schneiden 
sich  SD  und  S' D\  wenn  D,  B'  ein  viertes  Paar  entsprechender  Punkte 
ist,  oder  SB,  S' D\  B'C  gehen  durch  einen  Punkt.  Bilden  wir  nun 
aus  den  beiden  Trägem  w,  u  und  den  vier  Verbindungslinien  AA', 
BB\  CC\  BD'  oder  a,  &,  c,  d  das  einfache  Sechsseit  ahuduc,  dessen 
Ecken  sind:  S  =  ah,  B'  =  hu,  D'  =  ud,  D  =  du,  C  =  uc,  >S'=  ca,  so 
verbinden  unsere  drei  in  einen  Punkt  zusammenlaufenden  Geraden  die 
Gegenecken  dieser  Figur,  sind  ihre  Hauptdiagonalen,  und  wir  haben 
den  Satz: 

Bei  zwei  projektiven  Punktreihen  derselben  Ebene  kann 
man  aus  den  beiden  Trägern  und  vier  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  (und  zwar  auf  24  Weisen)  ein  Sechs- 
seit bilden,  dessen  Hauptdiagonalen  in  einem  Punkt  zu- 
sammenlaufen. 

Durch  die  duale  Konstruktion,  bei  welcher  s  die  Verbindungs- 
linie (aa,  hh')  und  s    die  (aa,  cc)  ist,  erhält  man: 

Bei  zwei  projektiven  Strahlenbüscheln  derselben  Ebene 
kann   man   aus    den  Scheiteln   und  vier  Schnittpunkten  ent- 
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sprechender  Strahlen  ein  Sechseck  herstellen,  dessen  Gegen- 
seiten sich  in  drei  Punkten  schneiden,  die  in  einer  geraden 
Linie  liegen. 

Eine  zweite  Spezialisierung  besteht  darin,  daß  man  S  in  Ä',  S'  90 
in  Ä  legt.  Auf  der  Gerade  ii\  die  sich  dann  ergibt,  liegen  die 
Schnittpunkte  (Ä'B,  AB'),  {ÄC,  AC'\  {ÄX,  AX'),  .  .  .,  also  auch 
{A'E,  AE')  und  {AF,  AF'),  wo  wieder  E,  F'  die  im  Schnittpunkte 
iiu  liegenden  Punkte  der  beiden  Reihen  sind.  Aber  {ÄE,  AE')  ist 
E'  und  {ÄF,  AF')  ist  F.  Folglich  ist  die  Gerade  u"  die  Verbin- 
dungslinie der  beiden  Punkte  F'  und  E^  die  dem  Schnittpunkte  ent- 
sprechen, demnach  eine  feste  Gerade,  welche  sich  nicht  ändern  wird, 
wenn  wir  A',  A  durch  B',  B  oder  (7',  C  oder  irgend  ein  Paar  ent- 
sprechender Punkte  X',  X  ersetzen.     Wir  haben  also: 

Auf  der  Gerade,  welche  bei  zwei  projektiven  Punkt- 
reihen u,  u'  derselben  Ebene  die  dem  Schnittpunkte  ent- 
sprechenden Punkte  verbindet,  liegen  alle  Punkte: 

{A'B,  AB'),  (A'C,  AC),  {A'X,  AX'),  (A'Y,  AT), .  . . 

(B'A,  BÄ),  {B'C,  BC),  {B'X,  BX'), .  . ., 

oder  allgemein: 

{X'Y,  XT), 

wo  Xy  X'  und  Y,  Y'  irgend  zwei  Paare  entsprechender  Punkte 
sind. 

Aus  jedem  Punkte  0  auf  dieser  Gerade  E'F  und  nur  aus 
Punkten  dieser  Gerade  werden  die  beiden  projektiven  Punkt- 
reihen durch  involutorische  Strahlenbüschel  projiziert. 

Denn  wenn  irgend  ein  Strahl  durch  0  die  u  und  u'  in  X,  Y' 
trifft,  so  begegnet  sich  die  Gerade  XY'  mit  der  X'Y  auf  E'F,  also 
in  0;  in  diese  beiden  von  0  ausgehenden  Strahlen  sind  also  sowohl 
die  projizierenden  Strahlen  x,  x  von  X,  X'  als  auch  die  y',  y  von  Y',  Y 
gefallen;  sie  entsprechen  sich  in  der  Projektivität  der  Büschel  in 
beiderlei  Sinne,  dieselbe  ist  involutorisch.  Und  umgekehrt,  wenn  zwei 
projektive  Punktreihen  aus  einem  Punkte  0  durch  involutorische 
Büschel  projiziert  werden,  so  muß  0  auf  jE"-F  liegen;  denn  dem  Strahle 
aus  0  nach  E,  F'  muß  ein  Strahl  aus  0  entsprechen,  der  zugleich  E' 
und  F  enthält;  oder  allgemeiner,  einem  Strahle  aus  0,  der  nach  X 
und  Y'  auf  u,  u  geht,  muß  der  Strahl  aus  0  entsprechen,  der  nach 
X'  und  Y  geht;  d.  h.  0  ist  {XY,  X'Y)  und  liegt  deshalb  auf  E'F. 

Wir  wollen  deshalb  die  Gerade  E'F  die  involutorische  Axe 
der  beiden  projektiven  Punktreihen  nennen. 

In  allen  diesen  Involutionen  sind  der  Strahl  E'F  und  der  Strahl 
nach  Ej  F'  gepaart. 

Sind  die  Punktreihen  u,  ii  perspektiv,  so  fallen  E',  F  in  den 
Punkt  Uli,  weil   er  sich  selbst  entspricht;  er  heißt  dann  besser  £",  E'. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    I.  8 


114  I-   §  14:-  Kurven  und  Kegel  2.  Grades  durch  projektive  Gebilde  erzeugt. 

Jedenfalls  gelit  unsere  Gerade  durch  ihn.  Das  yoUständige  Viereck 
XX'YY',  von  dem  u,u  zwei  Gregenseiten,  das  Perspektivitätszentrum 
{XX\  YY')  und  der  auf  ihr  gelegene  Punkt  (XT,X'Y)  Diagonal- 
punkte sind,  lehrt,  daß  sie  vom  Zentrum  durch  die  beiden  Träger 
harmonisch  getrennt  wird. 

Die  duale  Betrachtung  führt  für  zwei  projektive  Strahlen- 
büschel ü,  U'  in  derselben  Ebene  zu  folgendem  Ergebnisse:  Durch 
den  Schnittpunkt  der  dem  gemeinsamen  Strahle  e,  f  ent- 
sprechenden Strahlen  e,  f  gehen  alle  Verbindungslinien 
(xy,  xy). 

Alle  Geraden  durch  diesen  Punkt  und  nur  diese  Geraden 
schneiden  die  beidenBüschel  in  involutorischen  Punktreihen. 
Er  heiße  das  involutorische  Zentrum  der  beiden  projektiven 
Büschel. 

In  allen  diesen  Involutionen  sind  der  genannte  Punkt  und  der 
Schnitt  mit  dem  gemeinsamen  Strahle  gepaart. 

Sind  die  Büschel  perspektiv,  so  liegt  dieser  ausgezeichnete  Punkt 
auf  dem  gemeinsamen  sich  selbst  entsprechenden  Strahle  und  wird  von 
der  Perspektivitätsaxe  durch  die  beiden  Scheitel  harmonisch  getrennt. 

Man  übertrage  diese  Resultate  in  den  Bündel  durch  Projektion 
oder  durch  Dualisierung  im  Räume. 

Die  Strahlen,  welche  zwei  projektive  Ebenenbüschel  in  involu- 
torischen Punktreihen  schneiden,  sind  im  Räume  so  verteilt,  daß  in 
jeder  Ebene  ein  Strahlenbüschel  liegt  und  von  jedem  Punkte  einer 
ausgeht;  sie  bilden  dasjenige  Strahlengebilde,  das  wir  später  einen 
linearen  Komplex  oder  ein  Gewinde  nennen  werden. 

Und  ähnliches  gilt  für  die  Strahlen,  aus  denen  zwei  projektive 
Punktreihen  durch  involutorische  Ebenenbüschel  projiziert  werden. 

§  14.  Erzeugnisse  projektiver  Gebilde.    Kurven  und  Kegel 
zweiten  Grades. 

91  Wir  betrachten   die   Erzeugnisse   in   der  Ebene   und  im   Bündel. 

Das  Erzeugnis  projektiver  Strahlenbüschel  in  derselben 
Ebene  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen. 
Schneiden  wir  mit  einer  Gerade,  so  ergeben  sich  zwei  konjektive 
Punktreihen  und  die  beiden  (reellen  oder  imaginären)  Koinzidenz- 
punkte sind  die  Schnitte  der  Gerade  mit  dem  Erzeugnisse.  Wegen 
der  Zahl  2  dieser  Schnitte  nennen  wir  das  Erzeugnis  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung. 

Im  Scheitel  TJ  begegnet  sich  der  Strahl  f  von  ü'  mit  seinem 
entsprechenden  Strahle  f,  also  liegt  TJ  auf  der  Kurve;  die  beiden  un- 
endlich nahen  entsprechenden  Strahlen  f^  und  f^  treffen  sich  im  un- 
endlich nahen  Punkte  der  Kurve  neben  U  und  f^  ist  die  Verbindungs- 
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linie  beider  Punkte,  die  Tangente  in  Z7;  auf  der  Grenze  geht  sie 
in  f  über. 

Die  erzeugte  Kurve  geht  durch  die  Scheitel  CT,  ü'  und 
hat  die  Strahlen  f,  e  in  denselben  zu  Tangenten;  das  involu- 
torische  Zentrum  fe  ist  Berührungspol  für  diese  Punkte,  wenn  wir 
so  den  Schnittpunkt  ihrer  Tangenten  nennen. 

Der  Kreis  wird  in  dieser  Weise  erzeuoft. 

o 

Es  seien  TJ,  ü'  zwei  feste  Punkte  auf  ihm,  welche  die  Scheitel 
der  erzeugenden  Büschel  werden  sollen,  X,  Y  zwei  beliebige  Punkte, 
zunächst  auf  dem  größeren  Bogen  ÜTj\  x,  i/,  x\  y  die  Strahlen  aus 
CT,  ü'  nach  ihnen.  Die  spitzen  Winkel  xy^  x  y  sind  gleich  und 
gleichlaufend.  Das  bleibt  bestehen,  wenn  wir  Y  z.  B.  durch  einen 
Scheitel,  etwa  Z7,  oder  einen  Punkt  Z  des  kleineren  Bogens  ersetzen. 
Im  letzteren  Falle  sind  die  spitzen  Winkel  xz,  x'z  wiederum  gleich 
und  gleichlaufend,  und  im  Übergangsfalle  gilt  es  für  die  spitzen  Winkel 
xf  und  xf.  Es  sind  gleiche  und  gleichlaufende,  also  projektive 
Strahlenbüschel  entstanden,  deren  Erzeugnis  der  Kreis  ist.  Der  spitze 
Winkel  xx  bleibt  nach  Größe  und  Sinn  konstant  für  alle  Punkte  X 
des  Kreises. 

Legt  man  insbesondere  die  Scheitel  in  die  Endpunkte  eines  Durch- 
messers, so  sind  entsprechende  Strahlen  x  und  x  durchweg  recht- 
winklig; die  in  die  unendlich  ferne  Gerade  eingeschnittenen  konjek- 
tiven  Punktreihen  bilden  die  absolute  Involution;  ihre  Doppelpunkte 
sind  die  Koinzidenzpunkte,  also  die  Schnitte  der  Kurve  mit  jener 
Gerade. 

Alle  Kreise  einer  Ebene  (und  der  parallelen  Ebenen) 
schneiden  die  unendlich  ferne  Gerade  in  denselben  imagi- 
nären Punkten,  den  absoluten  Punkten;  weshalb  diese  Punkte 
auch  die  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte  der  Ebene 
heißen. 

Aber  auch,  wenn  wir  den  Kreis  aus  zwei  beliebigen  Punkten  auf 
ihm  durch  gleiche  und  gleichlaufende  Strahlenbüschel,  mit  einem 
nichtrechten  konstanten  Winkel  entsprechender  Strahlen,  erzeugen, 
ergeben  sich  die  absoluten  Punkte  als  Koinzidenzpunkte  der  auf  der 
unendlichen  fernen  Gerade  eingeschnittenen  konjektiven  Punktreihen. 
Denn  an  diesen  wird  durch  eine  ParaUelverschiebung  des  einen  Büschels 
nichts  geändert;  machen  wir  sie  konzentrisch,  dann  gehen  die  Koin- 
zidenzstrahlen nach  den  Koinzidenzpunkten;  diese  sind  aber  die  iso- 
tropen Strahlen  im  Büschel. 

Auch  umgekehrt  ist,  wenn  zwei  gleiche  und  gleichlaufende 
Strahlenbüschel  in  derselben  Ebene  vorliegen,  das  Erzeugnis  ein  Kreis, 
der  durch  die  Scheitel  geht  und  in  ihnen  die  dem  gemeinsamen  Strahle 
entsprechenden  Strahlen  tangiei-t.  Denn  da  die  spitzen  Winkel  xy^ 
x  y    gleich   und  gleichsinnig   sind,   so   gilt   dies   auch  für  die  spitzen 

8* 


116  I-   §  14,  Kurven  und  Kegel  2.  Grades  durch  projektive  Gebilde  erzeugt. 

Winkel   xx\   yy .     Also    bleibt    der    spitze  Winkel   ÜXÜ'  konstant; 
und  X  beschreibt  einen  Kreis. 
92  Die  in  der  analytischen  Geometrie  durch  eine  Gleichung  2.  Grades 

in  Punktkoordinaten  definierten  Kurven  2.  Ordnung  werden  von  einer 
Geraden  zweimal  (reell  oder  imaginär)  geschnitten.  Ist  der  eine 
Schnitt  reell  und  bekannt,  so  ist  es  der  andere  ebenfalls  und  wird 
dann  durch  eine  Gleichung  1.  Grades  geliefert.  Sind  also  zwei  Punkte 
auf  eine  solche  Kurve  gelegt,  so  schneidet  jeder  Strahl  durch  den 
einen  noch  einmal  reell,  und  dieser  Schnittpunkt  bestimmt  eindeutig 
den  Strahl  des  andern  Büschels  nach  ihm,  und  zwar  immer  alge- 
braisch  wegen  der  algebraischen  Gleichung  der  Kurve.  Folglich 
muß  zwischen  den  Parametern  der  Strahlen  eine  algebraische  ein-ein- 
deutige,  also  bilineare  Beziehung  statthaben:  die  Büschel  sind  projektiv. 

Bei  dieser  Gelegenheit  mag  auf  einen  Irrtum  hingewiesen  werden, 
welcher  leicht  begangen  werden  kann.  Es  gibt  z.  B.  Kurven  4.  Ord- 
nung, welche  von  keiner  einzigen  Gerade  in  vier  reellen  Punkten  ge- 
schnitten werden:  die  durch  Rotation  eines  Kreises  um  eine  in  seiner 
Ebene  befindliche  Axe  entstehende  Ringfläche  (Torus),  welche  4.  Ord- 
nung ist,  kann  man  in  solchen  Kurven  schneiden.  Werden  auf  eine 
derartige  Kurve  zwei  Büschelscheitel  gelegt,  so  darf  man  nicht  etwa 
auf  eindeutige  durch  die  Kurve  vermittelte  Verwandtschaft  zwischen 
den  Büscheln  schließen,  weil  jeder  Strahl  des  einen  oder  andern  nur 
noch  einmal  reell  trifft.  Dieser  reelle  Schnitt  ergibt  sich  durch  die 
eine  reelle  Wurzel  einer  kubischen  Gleichung,  deren  andere  beiden 
Wurzeln  konjugiert  imaginär  sind;  und  diese  dürfen  nicht  ignoriert 
werden;  jene  Wurzel  ist  nicht  rational  trennbar  von  diesen.  In  Wirk- 
lichkeit haben  wir  hier  eine  mehrdeutige  Verwandtschaft. 

Noch  weniger  liegt  unsere  algebraisch  definierte  eindeutige  Ver- 
wandtschaft vor,  wenn  mit  transzendenten  Gebilden  gearbeitet  wird; 
bei  der  gemeinen  Zykloide  z.  B.  könnte  man  irrtümlich  geneigt  sein, 
auf  eine  eindeutige  Verwandtschaft  auf  der  geraden  RoUbahn  zu 
schließen,  in  welcher  der  Fußpankt  der  Ordinate  des  Zykloidenpunktes 
und  der  Berührungspunkt  der  Rollbahn  mit  dem  rollenden  Kreise  in 
der  zugehörigen  Lage  sich  entsprechen.  Aber  man  sieht  sofort,  daß 
es  hier  nicht  zwei,  sondern  unendlich  viele  Koinzidenzen  gibt.  Jede 
Ordinatenlinie  hat  zwar  nur  einen  reellen,  aber  unendlich  viele  imagi- 
näre Schnitte  mit  der  Zykloide. 

Man  darf  auf  unsere  algebraische  eindeutige  Verwandt- 
schaft sowie  die  weiter  zu  betrachtenden  algebraischen  Ver- 
wandtschaften nur  schließen,  wenn  man  sicher  ist,  daß  man 
es  nur  mit  algebraischen  Beziehungen  zu  tun  hat,  und  darf 
niemals  imaginäre  Lösungen  unberücksichtigt  lassen. 

Als  Kegelschnitt  wird  seit  dem  Altei'tum  jede  Kurve 
definiert,    welche    durch    eine   Ebene    aus    einem    Kegel    ge- 
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schnitten  werden  kann,  der  einen  Kreis  aus  einem  beliebigen 
Punkte  projiziert.  Nun  gehen  aber  die  den  Kreis  erzeugenden 
projektiven  Büschel  durch  Projektion  in  ebensolche  über;  daher  wird 
auch   der  Kegelschnitt   durch  projektive  Büschel   erzeugbar. 

Sind  die  projektiven  Strahlenbüschel  in  perspektiver 
Lage,  so  besteht  das  Erzeugnis  2.  Ordnung  aus  der  Perspek- 
tivitätsaxe  und  dem  gemeinsamen  Strahle,  bei  dem,  weil  er 
sich  selbst  entspricht,  der  Schnittpunkt  unbestimmt  ist.  Ebenfalls 
ein  Geradenpaar  entsteht,  wenn  die  Projektivität  der  Büschel 
eine  ausgeartete  ist;  es  besteht  aus  den  beiden  singulären 
Strahlen. 

Dem    Erzeugnisse    projektiver   Büschel    steht   in   der  Ebene  dual  93 
gegenüber    das    Erzeugnis    projektiver   Punktreihen   u,  li,    die 
Kurve,  welche  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
zu  Tangenten  hat,  von  ihnen  umhüllt  wird:  ihre  Enveloppe. 

Von  jedem  Punkte  kommen  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  von 
diesen  einhüllenden  Geraden:  die  Koinzidenzstrahlen  der  beiden  kon- 
jektiven  Strahlenbüschel,  durch  welche  die  Punktreihen  aus  dem  Punkte 
projiziert  werden.     Deshalb  heißt  die  Kurve  2.  Klasse^). 

Die  Träger  Uj  ii  gehören  zu  den  Tangenten;  denn  u  verbindet 
F  mit  F',  u  verbindet  E  mit  E\  Nehmen  wir  die  beiden  entspre- 
chenden Punkte  F^^  und  F^'  unendlich  nahe  neben  F  und  F'  auf  ii^  ii, 
so  ist  F^F^  die  Nachbartangente  von  u  =  FF\  also  F^,  oder  auf 
der  Grenze  F,  der  Schnittpunkt  von  u  mit  dieser  Nachbartangente, 
der  Berührungspunkt  von  u. 

Die  Träger  ii,  u  der  erzeugenden  Punktreihen  gehören 
auch  zu  den  Tangenten  der  Kurve  und  werden  von  ihr  in 
den  Punkten  F,  F'  berührt,  welche  dem  Schnittpunkte  uu 
entsprechen. 

Die  involutorische  Axe  ist  Berührungssehne  für  die  Tangenten  w,  u . 

Der  Kreis  läßt  sich  auch  auf  diese  Weise  erzeugen.  Es 
seien  m,  u  irgend  zwei  Tangenten  desselben,  welche  in  F^  F'  berühren, 
X,  X'  die  Schnitte  derselben  mit  einer  beweglichen  Tangente,  so  bleibt, 
wenn  M  der  Mittelpunkt  ist,  der  spitze  Winkel  der  beiden  Strahlen 
JfX,  MX.'  der  Größe  und  dem  Sinne  nach  fest;  er  ist  die  Hälfte 
des  Winkels  der  Radien  MF  und  MF' .  Also  beschreiben  jene 
Strahlen  zwei  gleichlaufende  gleiche  Strahlenbüschel  und  schneiden  in 
w  und  u    zwei  projektive  Punktreihen. 

FäUt  MX  in  MF  oder  MX'  in  MF',  so  fällt  MX',  bzw.  MX 
in  den  Strahl  von  M  nach  dem  Schnittpunkt  iiu ,  so  daß  dieser  F' ^ 
bzw.  F  ist. 
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1)  Den  Begriff  Klasse  hat  Ger  gönne  eingeführt. 
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Wir  schließen  wie  oben,  daß  jeder  Kegelschnitt  ebenso 
erzeugt  werden  kann;  und  für  eine  durch  eine  analytische  Glei- 
chung 2.  Grades  in  Linienkoordinaten  definierte  Kurve  gilt  das  nämliche. 

Es  seien  TJ  ein  fester,  X  ein  beweglicher  Punkt  eines  Kreises, 
Uy  X  die  zugehörigen  Tangenten,  M  der  Mittelpunkt;  so  sind  der 
Strahl  ÜX  und  die  Verbindungslinie  von  M  mit  dem  Schnittpunkte 
ux  rechtwinklig;  also  beschreiben  sie  gleiche  (und  gleichlaufende) 
Strahlenbüschel.  Daher  sind  der  von  TJX.  um  TJ  beschriebene  Büschel 
und  die  von  ux  auf  u  beschriebene  Punktreihe  projektiv  derartig, 
daß  der  Strahl  aus  TJ  nach  einem  Punkte  des  Kreises  und  der  Schnitt 
von  ^t  mit  dessen  Tangente  entsprechend  sind. 

Dies  Resultat  ist  projektiv  und  geht  vom  Kreis  auf  den  Kegel- 
schnitt über. 

Sind  zwei  Punktreihen  perspektiv,  so  zerfällt  der  Inbe- 
griff der  Verbindungslinien  in  zwei  Strahlenbüschel  als 
Ausartung  einer  Kurve  2.  Klasse;  der  eine  hat  das  Perspek- 
tivitätszentrum  zum  Scheitel,  der  andere  den  Schnittpunkt 
uu,  bei  dem,  weil  er  sich  selbst  entspricht,  der  Verbindungsstrahl 
unbestimmt  geworden  ist  und  sich  auf  den  ganzen  Strahlenbüschel 
erweitert  hat. 

Zwei  Punktreihen  in  ausgearteter  Projektivität  erzeugen 
ebenfalls  ein  Büschel-  oder  Punktepaar:  das  der  beiden  sin- 
gulären  Punkte. 

Sind  die  beiden  Punktreihen  ähnlich,  so  gehört  die  un- 
endlich ferne  Gerade   der  Ebene  zu   den  Tangenten  (Parabel). 

Durch  Projektion  übertragen  wir  die  Ergebnisse  in  den  Bündel 
und  erhalten  den  Kegel  2.  Ordnung  als  Erzeugnis  zweier  pro- 
jektiven Ebenenbüschel  um  sich  schneidende  Axen,  den 
Kegel  2.  Klasse  als  Erzeugnis  projektiver  Strahlenbüschel 
aus  demselben  Scheitel.  Dort  sind  erzeugende  Elemente  die 
Kanten  als  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen:  in  jeder  Ebene  des 
Bündels  liegen  zwei  reelle  oder  imaginäre;  hier  sind  es  die  Berüh- 
rungsebenen als  Verbindungsebenen  entsprechender  Strahlen;  durch 
jeden  Strahl  des  Bündels  gehen  zwei. 

Im  ersteren  Falle  sind  die  Ebenen,  welche  der  gemeinsamen 
Ebene  der  Büschel  entsprechen,  Tangentialebenen  des  Kegels  längs 
der  Axen;  im  zweiten  Falle  berühren  die  Ebenen  der  Strahlenbüschel 
den  Kegel  längs  derjenigen  Strahlen,  welche  dem  gemeinsamen  Strahle 
entsprechen. 

Und  umgekehrt  kann  man  von  den  Kegeln  zu  den  Kurven  durch 
Schnitt  übergehen. 
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Nun  bleiben   die  drei  Fälle   im  Räume.     Beliebig  im  Räume  ge-  94 
legen e  projektive  Strablenbüschel  führen  zu  nichts,  weil  entsprechende 
Strahlen    im    allgemeinen    sich    nicht    schneiden.     Die   beiden   andern 
Fälle   sind:   projektive   Ebenenbüschel   um   windschiefe  Axen, 
projektive  Punktreihen  auf  windschiefen  Trägern. 

Im  ersteren  Falle,  wo  die  Axen  Z,  V  seien,  sind  erzeugende 
Elemente  die  Schnittlinien  g  entsprechender  Ebenen,  welche 
alle  die  beiden  Axen  treffen  und  daher  untereinander  wind- 
schief sind,  weil  dies  für  l  und  /'  gilt.  Aber  sie  haben  nicht  bloß 
diese  Leitgeraden,  sondern  einfach  unendlich  viele.  Denn  nehmen 
wir  drei  von  den  ^;  sie  mögen  a,  6,  c  heißen,  als  Schnittlinien  ««', 
ßß'j  77'  So  wissen  wir,  es  gibt  (Nr.  34)  eine  Regelschar  [a&c],  zu 
der  offenbar  l,  V  gehören.  Sei  l"  eine  beliebige  dritte  Gerade  der- 
selben, so  trifft  dieselbe  nicht  bloß  a,  h,  c,  sondern  jede  g,  etwa 
x  =  i,^'.  Die  beiden  entsprechenden  Würfe  aßyi,  und  aß'y'l'  schnei- 
den in  l"  zwei  Punkt  würfe  gleichen  Doppelverhältnisses  ein;  aber  a 
und  a'y  ß  und  /3',  y  und  y  schneiden  in  denselben  Punkten,  denen,  wo 
a,  hf  c  die  V  treffen,  also  müssen  auch  die  Schnitte  von  J  und  |' 
mit  l"  dieselben  sein,  weil  durch  das  Doppelverhältnis  der  vierte 
Punkt  eindeutig  bestimmt  ist;  d.  h.  l"  wird  von  x  getroffen. 

Der  Inbegriff  der  Geraden  g  ist  also  die  Regelschar  [ITV]. 
Jede  Gerade  l,  welche  drei  von  den  Geraden  g  schneidet, 
schneidet  auch  die  übrigen. 

Damit  sind  wir  zu  der  Fundamental-Eigenschaft  verbun- 
dener Regelscharen,  unter  Benutzung  von  Doppelverhältnissen,  ge- 
langt. In  Nr.  49  haben  wir  sie,  ohne  jede  metrische  Eigenschaft, 
allein  auf  Grund  von  Lageneigenschaften  erhalten. 

Gehen  wir  jetzt  von  der  Entstehung  der  Regelschar  [ITT]  aus 
drei  Leitgeraden  aus.  Wir  erhielten  in  Nr.  34  die  Geraden  g  der 
Reo^elschar,  indem  wir  einen  bewesclichen  Punkt  einer  der  drei  Leit- 
geraden,  etwa  der  Z",  mit  l  und  T  durch  Ebenen  verbanden  und  diese 
Ebenen  schnitten.  Dadurch  machen  wir  die  beiden  Ebenenbüschel 
l,  V  perspektiv  zur  Punktreihe  auf  l",  also  untereinander  projektiv, 
und  wir  haben  die  Regelschar  als  Erzeugnis  projektiver  Ebenenbüschel. 

Wir  erzeugten  aber  die  Regelschar  \IVI"^  noch  in  einer  zweiten 
dualen  Weise;  wir  schnitten  irgend  eine  Ebene  durch  ?"  mit  l,  V  und  ver- 
banden die  Schnittpunkte.  Dadurch  werden  die  Punktreihen  auf  Z,  V 
perspektiv  zu  dem  Ebenenbüschel  l",  also  untereinander  projektiv;  die 
Regelschar  wird  so  das  Erzeugnis  der  Yerbindungsstrahlen  entsprechen- 
der Punkte  projektiver  Punktreihen.  Und  wenn  wir  wieder  zur  Er- 
zeugung  durch   die   projektiven  Ebenenbüschel  um   /,  V  zurückgehen, 
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SO  können  wir  aus  dieser  direkt  die  duale  Erzeugung  ableiten.  Jeder 
von  diesen  Büscheln  schneidet  in  die  andere  Axe  eine  Punktreihe  ein; 
und  diese  Punktreihen  sind  infolgedessen  projektiv.  Wenn  X'  auf  V 
und  X  auf  l  von  den  entsprechenden  Ebenen  J  und  |'  von  l  und  V 
herrühren,  so  sind  sie  in  dieser  Projektivität  entsprechend.  Aber  X 
sowohl  wie  X'  liegen  in  beiden  Ebenen  t,  |';  daher  ist  XX' =  ^'', 
die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  der  Punktreihen  sind 
identisch  mit  den  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  der  Büschel. 
Es  entsteht  beidemal  die  nämliche  Regelschar. 

Und  umgekehrt  kann  man  auch  von  dieser  Erzeugung  durch  pro- 
jektive Punktreihen  ausgehen. 

Wir  haben   also  drei  Erzeugungsweisen  der  Regelschar: 

1.  als  Inbegriff  der  Geraden,  die  sich  auf  drei  wind- 
schiefe Geraden  stützen, 

2.  als  Inbegriff  der  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 
projektiver  Ebenenbüschel  um  windschiefe  Axen, 

3.  als  Inbegriff  der  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  projektiver  Punktreihen  auf  windschiefen  Trägern. 
Jede  der  drei  Erzeugungen  läßt  sich  in  die  beiden  andern 
umwandeln. 

Die  Leitgeraden  von  1.,  die  Axen  von  2.,  die  Träger 
von  3.  gehören  zur  Leitschar  und  sind  beliebige  Geraden 
derselben. 

Eine  Regelschar  kann  also  auf  oo^  Weisen  nach  1.,  auf  cx)^  Weisen 
nach  2.  oder  3.  erzeugt  werden. 

Zu  jeder  Gerade  l  der  einen  Regelschar  gibt  es  eine  parallele  in 
der    andern;    denn    sind    T,  Z"  zwei    andere   Geraden  jener   Schar,    so 
kommt  eine  g  aus   dem   unendlich   fernen  Punkte  von  ?,  die  Schnitt- 
linie der  beiden  Ebenen  durch  T,  V,  weiche  zu  l  parallel  sind. 
95  Mit  jedem  Punkt,  jeder  Ebene    einer   Gerade   der   einen 

von  zwei  verbundenen  Regelscharen  ist  eine  Gerade  aus  der 
andern  inzident,  die  Gerade  durch  den  Punkt,  in  der  Ebene,  welche 
irgend  zwei  Geraden  der  ersteren  Schar,  und  damit  alle,  trifft. 

Die  Ebenenbüschel  um  zwei  Gerade  ?,  T  der  einen  Schar 
sind  so  projektiv,  daß  zwei  Ebenen  sich  entsprechen,  welche 
nach  derselben  g  gehen;  denn  sie  gehen  dann  nach  dem  Punkte 
gV'y  wo  l"  irgend  eine  dritte  Gerade  der  ersteren  Schar  ist;  und  beide 
Ebenenbüschel  projizieren  die  Punktreihe  auf  l'\ 

Ebenso  sind  die  Punktreihen  auf  Z,  V  projektiv  mit  den 
von  derselben  r/ herrührenden  Punkten  Z^,  r^  als  entsprechen- 
den; denn  diese  Punkte  liegen  in  der  Ebene  rg,  und  die  beiden 
Punktreihen  werden  durch  den  Ebenenbüschel  T'  eingeschnitten. 

Demnach  sind  alle  Ebenenbüschel  von  l,  T,  T,  .  .  .  unter- 
einander projektiv  mit  entsprechenden  Ebenen  lg,  Vg,  V'g  .  .  .,  ebenso 
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alle  Punktreihen  auf  /,  V,  l'\  .  .  .  mit  entsprechenden  Punkten  Ig^ 
Vg,  V'g,  .  .  .,  endlich  jede  Punktreihe  auf  einer  l  und  jeder 
Ebenenbüschel  um  eine  /',  wobei  sich  Punkt  lg  und  Ebene  Vg 
entsprechen:  sie  sind  sogar  perspektiv,  wenn  die  beiden  l  verschieden 
sind.  Dasselbe  gilt  für  die  Ebenenbüschel  um  g,  g,  g",  .  .  . 
und  die  Punktreihen  auf  ihnen. 

Wir  erhalten  so  zwei  Scharen  von  projektiven  Ebenenbüscheln 
um  die  Geraden  der  einen  und  der  andern  Regelschar.  Entsprechende 
Ebenen  der  Büschel  der  einen  Schar  bilden  einen  Büschel  der  andern. 
Reye  nennt  sie^)  sich  stützende  Scharen  von  projektiven 
Ebenenbüscheln.  Ingleichen  ergeben  sich  zwei  sich  stützende 
Scharen  von  projektiven  Punktreihen  auf  den  Geraden  der  einen 
und  der  andern  Regelschar;  entsprechende  Punkte  der  Reihen  der 
einen  Schar  bilden  eine  Reihe  der  anderen. 

Durch  drei  Leitgeraden  l,  V,  V  oder  drei  Geraden  aus  der  Leit- 
schar ist  die  Regelschar  eindeutig  bestimmt  und  wurde  mit  \l  V  l"~\ 
bezeichnet;  sie  ist  aber  auch  durch  drei  Geraden  g,  g',  g"  aus  ihr  selbst 
eindeutig  bestimmt;  denn  diese  bestimmen  als  Leitgeraden  die  Leit- 
schar der  l  und  drei  aus  dieser,  gleichgültig  welche,  die  Regelschar 
der  g.  Für  diese  Bestimmung  einer  Regelschar  durch  drei 
ihr  selbst  angehörige  Geraden  sei  die  Bezeichnung  {gg  g')  an- 
gewandt. 

Beide    Regelscharen    der  g    und    der   /    werden    von    der-  96 
selben  Oberfläche   getragen:    die   Schnittpunkte   gl   sind    die 
Punkte  derselben;   in  jedem   ihrer  Punkte  schneiden   sich  zwei  Ge- 
raden aus  verschiedenen  Scharen. 

Jede  durch  gerade  Linien  erzeugte  Fläche  heißt  Regel  fläche; 
unsere  Fläche  —  und  sie  allein  —  ist  in  zweierlei  Weise  Regel- 
fläche, denn  jede  von  den  beiden  Regelscharen  füllt  die  Fläche 
schon  aus^). 

Auf  einer  Gerade  m  entstehen  durch  zwei  projektive  Ebenen- 
büschel, welche  die  eine  Regelschar  erzeugen,  konjektive  Punktreihen. 
Die  Koinzidenzpunkte  sind  Punkte,  in  denen  eine  Schnittlinie  ent- 
sprechender Ebenen  die  Gerade  m  trifft,  also  Schnitte  der  Fläche  mit  m. 
Folglich  ist  die  Trägerfläche  2.  Ordnung. 

Insofern  aber  zwei  Geraden  einer  Regelschar  die  m  treffen,  sagt 
man  auch:  die  Regelschar  ist  eine  Regelfläche  2.  Grades. 


1)  Journal  f  Mathem.,  Bd.  104,  S.  213. 

2)  Diese  in  zwei  Weisen  als  Regelfläche  sich  ergebende  Fläche  wurde  zu- 
erst am  Ende  des  18.  Jahrhunderts  in  der  polytechnischen  Schule  von  Paris 
(unter  Monge)  gefunden;  während  der  spezielle  Fall  des  geradlinigen  Rotations- 
hyperboloides schon  durch  "Wien  im  17.  Jahrhundert  bekannt  wurde.  —  Klassisch 
ist  Steiners  Darstellung  der  beiden  Regelscharen  in  der  Systematischen  Ent- 
wickelung  (Bd.  I  der  Gesammelten  Werke)  Nr.  50flF. 


122  I.    §  15.  Die  Kegelschar. 

Nicht  jede  Fläche  2.  Ordnung  hat  zwei  reelle  Regelscharen;  die 
einzige  von  den  drei  allgemeinen  Flächen  2.  Ordnung:  Ellipsoid,  ein- 
manteliges  (hyperbolisches)  Hyperboloid^  zweimanteliges  (elliptisches) 
Hyperboloid,  welche  reelle  Geraden  hat,  ist  die  mittlere;  so  lange  wir 
mit  den  andern  beiden  noch  nicht  zu  tun  haben,  kann  der  Name 
„Hyperboloid"  ohne  Zusatz  genügen;  wir  ziehen  jedoch  vor:  Träger- 
fläche  einer  Regelschar  (und  der  verbundenen).  Einen  Spezial- 
fall werden  wir  bald  zu  erwähnen  haben. 

Wir  fanden:  Zwei  Geraden  einer  Regelschar  [Z,  V  T']  treffen  eine 
beliebige  Gerade  T";  also: 

Vier  beliebige  Geraden  l,  l\  V,  V"  haben  zwei  (reelle 
oder  imaginäre)  Treffgeraden. 

Dieser  Satz  stellt  sich  als  Analogon  neben  die  beiden  —  freilich 
wesentlich  einfacheren  —  Sätze:  Drei  Ebenen  haben  einen  Punkt, 
drei  Punkte  haben  eine  Ebene  gemein,  unterscheidet  sich  aber  auch 
wesentlich  von  ihnen.  Bei  diesen  haben  wir  die  Anzahl  1  und  immer 
Realität,  beim  jetzigen  Satze  die  Anzahl  2  und  eventuell  Imaginarietät. 

Die  Konstruktion  der  beiden  Treffgeraden  hat  zuerst 
Steiner^)  gelehrt. 

Wir  wissen,  die  beiden  mit  der  Punktreihe  auf  T  Perspektiven 
und  untereinander  projektiven  Ebenenbüschel  um  Z,  V  schneiden  in  V" 
konjektive  Punktreihen  ein;  deren  Koinzidenzpunkte  sind  die  Schnitte 
der  Trägerfläche  von  [IVV]  mit  Z'";  durch  sie  sind  die  Geraden  nach 
zweien  der  Geraden  l,  V,  l"  zu  ziehen;  das  sind  die  Treffgeraden.  Wir 
stellen  also,  drei  Punkte  von  l"  mit  Z,  V  verbindend,  drei  Paare  ent- 
sprechender Ebenen  her,  die  mit  V"  in  A,  A'-^  B,  JB';  C,  C  geschnitten 
werden,  und  haben  es  mit  der  fundamentalen  quadratischen  Aufgabe 
zu  tun,  deren  —  ebenfalls  Steiner  zu  verdankende  —  Lösung  wir 
bald  geben  werden: 

Von  zwei  konjektiven  Gebilden  sind  drei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  gegeben;  die  Koinzidenzelemente  (ev. 
eine  repräsentierende  Involution)  zu  konstruieren. 

Wir  kommen  auf  dieselbe  Fundamen  talaufgab  e,  wenn  wir  eine 
Kurve  2.  Ordnung  mit  einer  Gerade  ihrer  Ebene  schneiden,  an  eine 
Kurve  2.  Klasse  aus  einem  Punkte  der  Ebene  die  Tangenten  ziehen 
oder  die  entsprechenden  Aufgaben  am  Kegel  2.  Ordnung,  bzw.  2.  Klasse 
lösen  wollen. 

Weil  Z,  Z',  Z",  V"  zwei  Treffgeraden  besitzen,  so  haben  die  beiden 
Regelscharen  \IVV'^  und  [ZZ'Z"']  zwei  Geraden  gemein;  den  Regelscharen 
(IV r)  und  ilVV")  sind  Z  und  V  gemeinsam.     Also: 

Wenn  zwei  Regelscharen  zwei  Geraden  gemeinsam  haben, 
so    gilt  dies   auch  für   die   ihnen  verbundenen  Regelscharen. 


1)  Gesammelte  Werke,  Bd.  I,  S.  147,  S.  402. 
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Werden  die  beiden  projektiven  Ebenenbüschel,  welche  eine  Regel-  97 
schar  erzeugen,  mit  einer  Ebene  geschnitten,  so  ergeben  sich  projek- 
tive Strahlenbüschel. 

Der  Schnitt  einer  Regelschar,  zugleich  aber  auch  der 
Trägerfläche  und  der  verbundenen  Regelschar  mit  einer 
Ebene  ist  eine  Kurve  2.  Ordnung. 

Von  dieser  Kurve  ist  klar,  daß  sie  durch  projektive  Strahlen- 
büschel um  jede  zwei  ihrer  Punkte  erzeugt  werden  kann,  weil  die 
Regelschar  durch  projektive  Ebenenbüschel  um  jede  zwei  beliebigen 
Geraden  der  Leitschar  erzeugt  wird  und  durch  jeden  Punkt  der  Kurve 
eine  Gerade  der  Leitschar  geht. 

Wir  sagten  schon,  die  oo-  Punkte  gl  sind  die  Punkte  der  Träger- 
fläche. Was  sind  die  c3o^  Ebenen  gl  für  diese  Fläche?  Jede  durch 
eine  g  oder  l  gehende  Ebene  ist  eine  solche  Ebene,  enthält  eine 
l  oder  g. 

Wir  betrachten  eine  solche  Ebene  x  =  gl-^  t/^  sei  der  zugehörige 
Schnittpunkt  gl,  durch  ihn  legen  wir  einen  ebenen  Schnitt  in  £;  die 
Regelschar  der  g  werde  durch  die  projektiven  Ebenenbüschel  erzeugt: 
um  die  in  unserer  Ebene  r  liegende  l  und  um  irgend  eine  zweite  T, 
deren  Spur  in  der  Ebene  s  ü'  sei;  in  ihnen  entsprechen  sich  unsere 
Ebene  lg  und  die  Ebene  l' g.  Der  Schnitt  wird  erzeugt  durch  pro- 
jektive Strahlenbüschel  um  TJ,  TJ\  in  denen  die  Schnitte  mit  den 
Ebenen  lg  und  Vg  entsprechend  sind;  letzterer  ist  ü' TJ,  denn  11'  und 
TJ  sind  die  Spuren  von  V  und  g  in  der  Ebene  s.  Folglich  ist  ersterer 
die  Tangente  in  TJ  an  die  Schnittkurve.  Für  jede  durch  TJ  gehende 
ebene  Schnittkurve  der  Trägerfläche  ist  die  Schnittlinie  mit  t  die 
Tangente  in   ZJ;  folglich  ist  x  die  Berührungsebene  von   TJ. 

Die  Ebenen  gl  sind  die  Berührungsebenen  der  Träger- 
fläche, und  jede  berührt  im  zugehörigen  Punkte  gl. 

Das  sind  Berührungsebenen,  welche  die  Fläche  schneiden:  je 
in  dem  Geradenpaare  gl,  und  unterscheiden  sich  dadurch  wesentlich 
von  Berührungsebenen,  wie  sie  z.  B.  die  Kugel  hat. 

Die  Zahl  der  Berührungsebenen  durch  eine  gegebene  Gerade  m 
ist  die  Zahl  der  Ebenen  durch  m,  welche  eine  g  enthalten,  denn  dann 
enthalten  sie  auch  eine  l,  also  die  Zahl  der  Geraden  g,  welche  m 
schneiden,  mithin  2. 

Diese  Zahl  der  Tangentialebenen  einer  Fläche,  die  durch  eine 
Gerade  gehen,  ist  die  Klasse  der  Fläche.  Die  Träger  fläche  ist 
also  2.  Klasse.  Aber  unsere  Betrachtung  lehrt  uns,  daß  bei  ihr 
die  drei  Fragen  nach  der  Ordnung,  der  Klasse  der  Träger- 
fläche und  nach  dem  Grade  der  Regelschar  als  Regelfläche 
identisch  sind. 

Verbinden  wir  einen  Punkt  0  mit  allen  Geraden  der 
einen  Regelschar,  etwa    den   g,    so    erhalten    wir,    da  jede  der 
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Ebenen  auch  eine  l  enthält^  gleichzeitig  auch  die  Ebenen,  welche 

0  mit  den  Geraden  l  verbinden,  eben  die  durch  den  Punkt  0 
gehenden  Berührungsebenen  der  gemeinsamen  Trägerfläche. 
Wir  denken  uns  nunmehr  die  Regelschar  erzeugt  durch  projektive 
Punktreihen  auf  l,  T-,  jede  g  verbindet  zwei  entsprechende  Punkte; 
die  Ebene,  welche  sie  mit  0  verbindet,  enthält  die  Strahlen,  welche 
diese  Punkte  aus  0  projizieren,  also  entsprechende  Strahlen  der  beiden 
projektiven  Strahlenbüschel  mit  gemeinsamem  Scheitel  0,  durch  welche 
die  Punktreihen  aus  0  projiziert  werden.  Demnach  umhüllen  unsere 
Ebenen  einen  Kegel  2.  Klasse. 

Der  der  Trägerfläche  aus  einem  Punkte  umgeschriebene 
Berührungskegel  ist  2.  Klasse. 

Auch  dieser  Kegel  2.  Klasse  kann  durch  projektive  Strahlen- 
büschel in  zwei  beliebigen  seiner  Berührungsebenen  erzeugt  werden, 
weil  die  Regelschar  durch  projektive  Punktreihen  auf  irgend  zwei 
Geraden  der  Leitschar  hervorgebracht  werden  kann. 

Zieht  man  einen  Strahl  durch  den  Scheitel  des  Kegels,  so  sieht 
man  unmittelbar,  daß  die  Klasse  des  Kegels,  die  Zahl  seiner  Berüh- 
rungsebenen durch  diesen  Strahl,  mit  der  Klasse  der  Fläche  gleich 
sein  muß,  ebenso  wie  die  Ordnung  eines  ebenen  Schnittes  mit  der 
Ordnung  der  Fläche  gleich  ist. 

Wir  machen  uns  nun  klar,  daß  jede  durch  0  gehende  Berührungs- 
ebene gl  der  Fläche  den  Berührungskegel  längs  des  Strahles  von  0 
nach  dem  zugehörigen  Berührungspunkte  gl  tangiert.  Das  ist  dual 
zu  dem  obigen  Satze,  daß  die  Tangente  in  einem  Punkte  gl  an  eine 
durch  ihn  gehende  Schnittkurve  in  der  zugehörigen  Ebene  gl  liegt. 
In  der  Tat,  wir  erzeugen  die  Regelschar  der  g  durch  projektive  Punkt- 
reihen, von  denen  die  eine  auf  der  in  der  betrachteten  Ebene  gl 
liegenden  l  sich  befindet,  die  andere  auf  einer  beliebigen  zweiten  T; 
so  sind  entsprechend  in  ihnen  die  Punkte  lg  und  V g.  Die  Büschel, 
welche  den  Berührungskegel  erzeugen,  liegen  in  den  Ebenen  Ol,  Ol\ 
von  denen  erstere  gl  ist.  In  ihnen  sind  entsprechend  die  Strahlen 
von  0  nach  lg  und  Vg.  Der  zweite  Strahl  aber  ist  Schnittlinie  beider 
Trägerebenen,  denn  beide  Punkte  0  und  Vg  liegen  in  beiden  Ebenen, 
letzterer  als  Punkt  von  g  in  Olg,  als  Punkt  von  V  in  Ol'.  Also  ist 
der   erstere    die   Kante,    längs    deren   der  Kegel  von   der  Trägerebene 

01  =  gl  berührt  wird. 

98  Wir  wollen  nunmehr  beweisen,  daß  die  zu   den  Berührungs- 

ebenen gl  des  Tangentialkegels  aus  0  gehörigen  Punkte  gl 
alle  in  einer  Ebene  liegen  und  daher  die  Schnittkurve  2.  Ord- 
nung erzeugen.  Die  Geraden  g  und  l  je  in  einer  dieser  Berührungs- 
ebenen mögen  zugeordnet  heißen.  Eine  feste  Berührungsebene  des  Kegels 
mit  den  Geraden  g^,  Iq  wird  von  den  andern  Berührungsebenen  des 
Kegels  in  einem  Strahlenbüschel  geschnitten  (dem  erzeugenden  in  der 
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Ebene  OIq,  wenn  wir  die  Regelschar  durch  die  Punktreihe  auf  l^  und 
einer  andern  l  erzeugen):  und  wo  ein  Strahl  dieses  Büschels  die  Iq 
und  ^Q  trifft^  da  werden  diese  Geraden  geschnitten  bzw.  von  der  g 
und  der  l  in  der  Berührungsebene,  von  welcher  der  Strahl  herrührt. 
Somit  werden  die  Reihen  der  Punkte  l^g,  g^l  zu  diesem  Strahlen- 
büschel und  untereinander  perspektiv. 

Jetzt  seien  zunächst  drei  Berührungsebenen  des  Kegels  V g\  l" g" j 
l'" g"  betrachtet,  also  drei  Paare  zugeordneter  Geraden.  Die  drei  Be- 
rührungspunkte X g ,  l" g'\  X"g"'  mit  der  Trägerfläche  bestimmen  eine 
Ebene  co,  in  der  auch  die  Berührungspunkte  der  anderen  Tangential- 
ebenen des  Kegels  liegen  sollen.  In  der  Tat,  wir  projizieren  aus  V 
und  g'  bzw.  zugeordnete  Geraden  g  und  /,  so  ergeben  sich  zwei  pro- 
jektive Ebenenbüschel;  denn  zwei  solche  Ebenen  l'g,  gl  gehen  nach 
den  Punkten  I^g,  g^l,  die  in  der  obigen  Perspektivität  entsprechend 
sind.  Schneiden  wir  diese  projektiven  Ebenenbüschel  mit  der  Ebene  q, 
so  erhalten  wir  projektive  Strahlenbüschel,  welche  denselben  Scheitel 
haben,  den  Punkt  gl',  in  dem  beide  Axen  die  w  treffen.  In  diesen 
konjektiven  Strahlenbüscheln  decken  sich  dreimal  entsprechende 
Strahlen  und  daher  aUe,  denn  erstens  ist  in  den  Ebenenbüscheln  die 
Ebene  T g'^g'V  sich  selbst  entsprechend  und  das  gilt  daher  auch  für 
den  eingeschnittenen  Strahl;  für  die  Ebenen  V g"  und  g'l"  fällt  die 
Schnittlinie,  welche  die  Punkte  Vg,  l" g"  verbindet,  in  die  Ebene  co,  wir 
haben  einen  zweiten  sich  selbst  entsprechenden  Strahl,  und  die  Ebenen 
l'g"\  gl'"  liefern  einen  dritten.  Daher  schneiden  jede  zwei  ent- 
sprechenden Ebenen  Vg,  g'l  die  co  in  demselben  Strahle,  also  fällt 
ihre  Schnittlinie  und  damit  der  Punkt  gl  in  co. 

Die  Berührungsebenen  der  Trägerfläche  in  den  Punkten 
des  Schnitts  einer  Ebene  co  gehen  durch  einen  Punkt  0  und 
umhüllen  deshalb  einen  Kegel  2.  Klasse.  Wir  können  dies 
dual  beweisen  oder  kürzer  so:  Die  Berührungsebenen  von  drei 
Punkten  des  Schnitts  haben  einen  Punkt  0  gemeinsam;  die  ebene 
Berührungskurve  des  Tangentialkegels  aus  0  enthält  die  drei  Punkte; 
ihre  Ebene  ist  also  mit  co  identisch,  die  Kurve  mit  der  gegebenen 
Kurve. 

Es  wird  so,  in  bezug  auf  die  Trägerfläche  verbundener 
Regelscharen,  jedem  Punkte  0  eine  Ebene  co  und  jeder  Ebene 
CO  ein  Punkt  0  eindeutig  zugeordnet,  welche  Pol  und  Polar- 
ebene bezüglich  der  genannten  Fläche  heißen. 

Eine  durch  zwei  projektive  Strahlenbüschel  derselben  Ebene  er-  99 
zeugte  Kurve  2.  Ordnung  liege  vor;  wir  legen  durch  die  Scheitel  der 
Büschel  zwei  windschiefe  Geraden,  ans  denen  die  Büschel  durch  pro- 
jektive Ebenenbüschel  projiziert  werden.  Die  durch  diese  erzeugte 
Regelschar  und  ihre  Trägerfläche  geht  durch  die  gegebene  Kurve. 
Daher  gilt  für  jede  durch  zwei  projektive  Strahlenbüschel  er- 
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zeugte  Kurve  2.  Ordnung,  daß  sie  aus  jeden  zwei  ihrer 
Punkte  in  dieser  Weise  erzeugt  werden  kann.  Der  länofs  der 
Kurve  der  Trägerfläclie  umgeschriebene  Kegel  ist  2.  Klasse  und 
kann  durch  projektive  Strahlenbüschel  aus  dem  Scheitel  erzeugt 
werden;  seine  Berührungsebenen  gehen  durch  die  Tangenten  der  ge- 
gebenen Kurve.  Folglich  umhüllen  diese  Tangenten  eine  Kurve 
2.  Klasse  (den  Schnitt  des  Kegels),  welche  durch  projektive  Punkt- 
reihen erzeugt  werden  kann,  die  von  jenen  Strahlenbüscheln  herrühren. 

Jede  Kurve,  welche  durch  projektive  Strahlenbüschel 
erzeugt  wird,  kann  auch  durch  projektive  Punktreihen  er- 
zeugt werden. 

Es  liege  nunmehr  ein  Kegel  2.  Klasse  vor,  erzeugt  durch  zwei 
projektive  Strahlenbüschel;  in  deren  Ebenen  lege  man  bzw.  zwei  wind- 
schiefe Geraden.  Auf  ihnen  entstehen  durch  die  Büschel  projektive 
Punktreihen,  und  der  Trägerfläche  der  Regelschar,  welche  durch  sie 
erzeugt  wird,  ist  unser  Kegel  umgeschrieben. 

Wir  sehen,  daß  jeder  durch  projektive  Strahlenbüschel 
erzeugte  Kegel  2.  Klasse  aus  jeden  zwei  Berührungsebenen 
so  erzeugt  werden  kann. 

Die  Berührungskurve  unseres  Kegels  ist  eine  ebene  Kurve  2.  Ord- 
nung, welche  durch  projektive  Strahlenbüschel  erzeugt  wird;  jede 
Berührungsebene  des  Kegels  berührt  ihn  längs  des  Strahls  vom 
Scheitel  nach  dem  Berührungspunkte  der  Ebene  mit  der  Fläche;  die 
Kanten  des  Kegels  gehen  daher  durch  die  Punkte  der  Kurve;  der 
Kegel  ist  also  2.  Ordnung  und  kann  durch  projektive  Ebenenbüschel 
erzeugt  werden. 

Jeder  Kegel,  welcher  durch  projektive  Strahlenbüschel 
erzeugt  wird,  kann  auch  durch  projektive  Ebenenbüschel 
erzeugt  werden. 

Jene  Ergebnisse  übertragen  sich  durch  Projektion  auf 
den  Kegel  2.  Ordnung,  diese  durch  Schnitt  auf  die  Kurve 
2.  Klasse. 

Damit  ist  der  sogenannte  Identitätsbeweis  —  und  zwar  durch 
räumliche  Betrachtungen  —  geführt. 

Weil  nun  bei  unsern  Kurven  und  Kegeln  und  der  Trägerfläche 
verbundener  Regelscharen  die  Ordnung  mit  der  Klasse  übereinstimmt, 
heißen  sie  2.  Grrades. 

Es  sind  also  die  Kegelschnitte  der  Alten  solche  Kurven  2.  Grades. 

Bemerken  wir,  daß  in  diesem  Worte  der  Bestandteil  „Kegel"  nur 
die  Bedeutung  „Kegel  2.  Grades"  hat,  während  es  auch  Kegel  höherer 
Ordnung  und  Klasse  gibt.  Es  ist  also  nicht  jeder  ebene  Schnitt 
eines  Kegels  ein  Kegelschnitt  im  Sinne  der  Alten,  sondern  nur  der 
eines  Kegels  2.  Grades. 
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Wir  wollen  schon  jetzt  das  Wort  ^^Kegelschnitt"  gleich- 
bedeutend mit  „Kurve  2.  Grades"  gebrauchen,  d.  h.  für  jede 
Kurve,  die  durch  projektive  Strahlenbüschel  oder  projektive 
Punktreihen  erzeugt  wird.  Wenn  bewiesen  sein  wird,  daß  jede 
solche  Kurve  in  einen  Kreis  projiziert  werden  kann,  ist  die  Überein- 
stimmung mit  der  Terminologie  der  Alten  festgestellt. 

Je  nachdem  ein  Kegelschnitt  die  unendlich  ferne  Gerade  in  zwei 
getrennten  reellen  Punkten  trifft,  sie  berührt  oder  imaginär  schneidet, 
heißt  er  —  mit  den  Namen,  die  ebenfalls  aus  dem  Altertum  stammen 
—  Hyperbel,  Parabel,  Ellipse.  Die  zu  den  unendlich  fernen 
Punkten  d'er  Hyperbel  gehörigen  Tangenten  heißen  —  ebenfalls  mit 
dem  Namen  der  Alten  —  Asymptoten;  bei  der  Ellipse  sind  sie 
imaginär. 

Nehmen  wir  an,  die  beiden  projektiven  Punktreihen  Z,Z',  durch  100 
welche  eine  Regelschar  entsteht,  seien  ähnlich^);  dann  gehört  zur 
Regelschar  eine  unendlich  ferne  Grade  ^^,  welche  die  ein- 
ander entsprechenden  unendlich  fernen  Punkte  der  Punktreihen  ver- 
bindet, und  die  Punktreihen  auf  je  zwei  Geraden  der  Leitschar  sind 
ähnlich.  Durch  zwei  von  den  Geraden  der  Regelschar  lege  man  die 
beiden  Parallelebenen  und  schneide  dann  mit  den  weiteren  Ebenen 
von  dieser  Stellung  die  Geraden  Z,^;  es  entstehen  dadurch  ersichtlich 
ähnliche  Punktreihen,  welche  mit  den  gegebenen  zwei  Paare  ent- 
sprechender Punkte  gemein  haben,  also  identisch  sind  (Nr.  63).  Mithin 
liegt  jede  Gerade  g  unserer  Regelschar  in  einer  dieser  paral- 
lelen Ebenen.  Diese  durch  die  g  gehenden  parallelen  Ebenen 
heißen  deshalb  die  Leitebenen  der  Regelschar  im  vorliegenden  Spe- 
zialfälle. Die  unendlich  ferne  Axe  dieses  Ebenenbüschels  wird  also 
von  allen  Geraden  g  getroffen  und  gehört  zur  Leitschar:  l  ^.  Alle 
l  der  Leitschar  müssen  aber  auch  die  Gerade  g^  der  Regelschar 
treffen;  folglich  liegen  sie  in  den  Ebenen  des  Büschels,  welcher  g^ 
zur  Axe  hat,  und  diese  Ebenen  sind  die  Leitebenen  für  die 
Geraden  l.  Weil  unter  diesen  Geraden  sich  auch  eine  unendlich 
ferne  befindet,  sind  auch  die  Punktreihen  auf  den  Geraden  g  ähnlich. 

Wenn  die  eine  von  zwei  verbundenen  Regelscharen  eine 
unendlich  ferne  Gerade  enthält,  so  gilt  dies  auch  für  die 
andere;  und  die  Projektivität  der  Punktreihen  auf  den  einen 
wie  auf  den  andern  Geraden  ist  Ähnlichkeit. 

Mit  dem  später  zu  entwickelnden  Begriff  der  unendlich  fernen 
Ebene  des  Raumes  folgt  aus  dem  Satz,  daß  jede  Ebene  durch  eine 
Gerade  der  einen  von  zwei  verbundenen  Regelscharen  eine  Gerade  der 
andern  enthält,  aus  der  Existenz  einer  unendlich  fernen  Gerade  in 
der  einen  Schar,  zu  deren  Ebenenbüschel  ja  die  unendlich  ferne  Ebene 


1)  Steiner,  Gesammelte  Werke,  Bd.  I,  Systematische  Entwickelung,  Nr.  52. 
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gehört,  das  Vorhandensein  einer  solchen  Gerade  auch  in  der  andern 
Schar. 

Die  Trägerfläche  heißt  in  diesem  besonderen  Falle  hyperbolisches 
Paraboloid;  die  unendlich  ferne  Ebene  befindet  sich  unter  seinen 
Berührungsebenen. 

Jede  Richtung  in  einer  der  Leitebenen  ist  durch  eine  Gerade  der 
betrefi"enden  Regelschar  vertreten;  denn  durch  jeden  Punkt  von  l^  bzw. 
g^  geht  eine  Gerade  g  oder  l.  Projiziert  man  parallel  auf  eine  Ebene 
durch  Strahlen,  welche  parallel  etwa  den  Leitebenen  der  g  sind,  so 
werden  diese  Geraden  g  in  parallele  Strahlen  projiziert,  die  Spuren 
der  Leitebenen,  die  Geraden  l  aber  in  einen  Büschel  mit  endlichem 
Scheitel,  nämlich  der  Spur  derjenigen  Gerade  ^,  welche  die  Richtung 
der  Projektionsstrahlen  hat.  Sind  diese  aber  zu  den  einen  und  den 
andern  Leitebenen  parallel,  also  zu  ihren  gegenseitigen  Schnittlinien, 
die  ja  alle  dieselbe  Richtung  ,  haben :  nach  dem  Punkte  g^^l^^,  so 
werden  beide  Regelscharen  in  Parallelstrahlenbüschel  projiziert. 

Sind  die  einen  Leitebenen  zu  den  andern  normal  — 
gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid  — ,  so  sind  die  Senk- 
rechten auf  den  einen  parallel  den  andern.  In  jeder  der  beiden 
Regelscharen  gibt  es  dann  eine  Gerade,  die  zu  den  Leitebenen  der 
andern  senkrecht  ist  und  daher  die  Geraden  dieser  andern  Schar  recht- 
winklig schneidet,  das  kürzeste  Lot  zwischen  je  zweien  ist. 

Am  einfachsten  kommt  man  zu  der  Figur  zweier  para- 
boloidischen  Regelscharen,  wenn  man  von  einem  wind- 
schiefen Vierecke  ABGD  ausgeht,  jedes  Paar  Gegenseiten  mit 
den  Ebenen  schneidet,  welche  zu  den  andern  Gegenseiten  parallel 
sind,  und  die  Schnittpunkte  verbindet.  Wir  wollen  uns  mit  Hilfe 
des  Satzes  von  Menelaus  klar  machen,  daß  jede  Gerade  der  einen 
Schar  mit  jeder  der  andern  in  einer  Ebene  liegt.  Es  seien  E  und  G 
zwei  entsprechende  Punkte  auf  AB  und  JDC,  ebenso  F  und  H  auf 
JBC  und  AI),  so  daß  (auch  dem  Vorzeichen  nach): 

AE^BG       BF^AH 
BE~  CG'       CF^  DH 

Die  Diagonale  AG  liegt  sowohl  mit  EF^  als  mit  GH  in  einer 
Ebene,  ihre  Schnitte  mit  ihnen  seien  I  und  K,  so  hat  man  wegen 
des  genannten  Satzes  (für  die  Dreiecke  ABC  und  AJDC): 

.  ^AE^   BF    CI^AH  DG    CK 
BE'  CF'  AI~  JOH'CG'  AK' 

C  T       C  K 

also:     .  f  =   .     '  d.  h.  /  und  K  sind  identisch;  die  Geraden  EF  und  GH 
AI      AK^  ' 

liegen  in  derselben  Ebene,  in  der  dann  auch  EG  und  jPjff  gelegen  sind. 

Jede  von  den  Leitebenen,  welche  die  endlichen  Strecken  AB,  DG 

trifPt,  schneidet  das  Tetraeder  ABGD  in  einem  Parallelogramme,  von 
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dem  die  zugehörige  Regelschar- Gerade  EG  Diagonale  ist;  folglich 
halbiert  der  vom  Viereck  umschlossene  Teil  der  Paraboloidfläche  den. 
Körperraum  des  Tetraeders  AB  CD. 

Wenn  auf  drei  von  einem  Punkte  ausgehenden  Geraden  je  zwei  101 
Punkte  liegen:  Ä,A"'^  ^>^';  C\^\  so  gehören 

Ä'B")  BC\  CA'-, 

Ä'B,  B"a,  C'Ä 

zu  zwei  verbundenen  Regelscharen,  oder  dual,  wenn  durch  drei 
Geraden  einer  Ebene  je  zwei  Ebenen  gehen:  a,  et";  ß\  /3''*,  y,  y\  so 
gilt  dasselbe  für  die  Schnittlinien 

a  ß,  ß  y,  y  a. 

Auch  die  regelmäßigen  Polyeder ,  bieten  einfache  Beispiele  von 
Geradengruppen,  welche  zu  verbundenen  Regelscharen  gehören.  Die 
10  Kanten  eines  Dodekaeders,  welche,  wenn  dasselbe  auf  eine  Ebene 
(orthogonal)  projiziert  wird,  die  zu  zwei  Seitenflächen  parallel  ist, 
sich  in  den  Umriß  projizieren,  gehören  abwechselnd  zu  der  einen  und 
der  andern  von  zwei  verbundenen  Regelscharen;  und  ebenso  führt 
das  Ikosaeder  zu  zwei  Gruppen  von  je  fünf  Geraden  aus  verbundenen 
Regelscharen,  wenn  es  auf  eine  Ebene  projiziert  wird,  welche  zu  einer 
Hauptdiagonale  normal  ist;  wiederum  sind  es  die  in  den  Umriß  sich 
projizierenden  Kanten. 

Ein  weiteres  elementares  Beispiel  von  Geraden  aus  verbundenen 
Regelscharen  liefert  ein  beliebiges  Tetraeder. 

Die  vier  Höhen  eines  Tetraeders  ÄBCD  ^  aßyd  sind 
vier  Geraden  einer  Regelschar,  und  zur  verbundenen  Regel- 
schar gehören  die  vier  Lote  auf  den  Ebenen  in  den  Höhen- 
punkten ihrer  Dreiecke. 

Wir  haben  nachzuweisen,  daß  irgend  eine  von  diesen  Geraden 
jene  Geraden  trifft.  Die  Höhen  seien  h^,  . . .  hß  und  diese  Lote  p^j . . .  2^^- 
Es  ist  p^  zu  h^  parallel  und  trifft  sie  im  Unendlichen;  ferner  die 
Ebene,  welche  durch  h^  senkrecht  zu  d  gelegt  ist,  ist  auch  zu  a 
senkrecht  und  daher  zur  Kante  ad  =  BC-,  also  ist  ihre  Spur  in  d 
die  Höhe  des  Dreiecks  aus  J.;  folglich  fällt  p^,  in  dem  Höhenpunkt, 
einem  Punkte  dieser  Spur,  errichtet,  in  diese  Ebene  und  trifft  h^,  und 
aus  ähnlichen  Gründen  auch  Ji^  und  h  . 

Es  läßt  sich  leicht  noch  eine  zweite  Gruppe  von  vier  Ge- 
raden aus  der  Leitschar  nachweisen.  Jede  der  vier  Ecken  besitzt 
einen  Höhenstrahl  qA,  -  •  -  ^d-  In  ihm  laufen  die  drei  Ebenen  zu- 
sammen, welche  durch  die  Kanten  der  Ecke  senkrecht  zu  den  Gegen- 
flächen gelegt  sind.  Man  ziehe  an  der  Ecke  B  die  beiden  durch  DA 
und  DB  gehenden  Ebenen,  welche  auf  a  und  ß  senkrecht  sind;  sie 
schneiden    sich    in    einer    durch    D    gehenden    Gerade    qo-     Eine   auf 

Stxirm,  Geometr.  Verwandtschaften.    I.  9 
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dieser  Gerade  senkrechte  Ebene  6  schneide  die  Ecke  in  5133  S,  so 
sind  die  beiden  eben  genannten  Ebenen  senkrecht  zu  « (?  =  33  S  und 
ß6  =  %(Ey  also  ihre  Spuren  in  6  zwei  Höhen  von  51S3S  und  der 
Spurpunkt  von  qn  der  Höhenpunkt;  die  Ebene  durch  DC  und  die 
dritte  Höhe  in  6  geht  durch  qn.  Die  Gerade  5133  ist  normal  zu  qi,  und 
der  dritten  Höhe,  also  zu  dieser  Ebene,  und  daher  ist  auch  y  senk- 
recht zu  ihr,  d.  h.  die  Ebene  ist  dritte  Höhenebene  des  Dreikants. 

Weil  aber  diese  drei  Höhenebenen  durch  Ay  B,  C  gehen  und  zu 
cc,  ßj  y  normal  sind,  so  enthalten  sie  die  Höhen  A^,  h.,  h  ,  welche 
daher  alle  die  gemeinsame  Gerade  q^  treffen;  qz)  und  h^  treffen  sich 
in  D.     Die  vier  Höhenstrahlen   gehören  also   zur  zweiten  Regelschar. 

Im  allgemeinen  sind  demnach  die  vier  Höhen  eines  Tetraeders 
windschief  zueinander. 

Wenn  aber  in  besonderem  Falle  zwei  von  ihnen  sich  treffen,  h^ 
und  h^y  so  ist  ihre  Ebene  senkrecht  zu  a  und  /3,  und  daher  zur 
Schnittlinie  OD,  welche  dadurch  normal  wird  zu  der  in  dieser  Ebene 
gelegenen  Kante  AB.  Und  umgekehrt,  wenn  AB  und  CB  normal 
zueinander  sind,  so  geht  durch  AB  eine  Ebene,  welche  normal  zu 
CB  ist,  daher  auch  zu  a,  ß  und  deshalb  die  beiden  Höhen  h^,  h^  in 
sich  aufnimmt. 

Also,  wenn  zwei  Gegenkanten  eines  Tetraeders  recht- 
winklig zueinander  sind,  so  schneiden  sich  die  Höhen  aus 
den  Ecken  der  einen  und  diejenigen  aus  den  Ecken  der 
andern,  im  allgemeinen  in  zwei  verschiedenen  Punkten. 

Die  Höhen  h^,  h.  liegen  in  der  Ebene  r}^^  durch  ABy  welche 
senkrecht  zu  CB  ist,  /^y,  Ji^  in  derjenigen  tj ^  durch  CB,  welche 
senkrecht  zu  AB  ist;  die  Schnittlinie  dieser  beiden  Ebenen  ist  daher 
das  gemeinsame  Lot  auf  AB  und  CB.  Auf  dieser  Schnittlinie  liegen 
die  beiden  Schnittpunkte  Ä„^,  H^^.  Denn  es  sei  E  der  Punkt,  in 
dem  die  Ebene  t]^^  die  Kante  CB  schneidet  und  auf  ihr  senkrecht 
steht,  so  sind  h^,  h^  zwei  Höhen  von  ABB,  H^^  der  Höhenpunkt 
und  die  dritte  Höhe  steht  als  solche  auf  AB  senkrecht  und  als 
Gerade  von  ri^^  auf  CD,  ist  also  jene  Schnittlinie,  H^^  liegt  auf 
ihr  und  ebenso  H  §. 

Wir  lernen  durch  diesen  Spezialfall,  in  welcher  Weise  Regel- 
Bcharen  ausarten  können.  Sie  sind  nämlich  in  Strahlenbüschel-Paare 
ausgeartet;  diejenige,  zu  welcher  die  vier  Höhen  gehören,  besteht  aus 
den  Büscheln  {H^ßi  Vaß\  (^y<r>  VyöJy  ^i®  andere  aus  den  Büscheln 
(H^ß,  rj^)y  {HySj  Vaß)'-)  ^^  ^^^  ^^^  treffen  alle  Strahlen  der  beiden 
Büschel  des  einen  Paars  alle  Strahlen  derjenigen  des  andern. 

Man  zeige,  daß  in  dem  Büschel  (H^^,  rj ^)  die  Lote  Py,Ps  und 
die  Höhenstrahlen  qc,  qo  und  in  dem  Büschel  {H^^,  rj^^^)  die  p^y  p^, 
qjy  qs  sich  befinden. 
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Wegen  der  Rechtwinkligkeit  von  AB  und  CD  sind  auch  die 
Ebenen  t]^^  und  rj^^  rechtwinklig. 

Wenn  noch  zwei  weitere  Gegenkanten  A  C,  BD  rechtwinklig  sind, 
so  schneiden  sich  auch  noch  h^  und  li^j  h^  und  ky^  demnach  treffen  h 
und  h^y  in  rj^^  gelegen,  die  Schnittlinie  rj^^rj^^  dort,  wo  sie  von  h^ 
und  h^  getroffen  wird,  die  in  t]^^  liegen,  d.  h.  in  Hccn  ^i*  ^®^  si^^ 
H^  vereinigt.  Alle  vier  Höhen  gehen  durch  denselben  Punkt  Hj 
und  man  erhält  ein  Tetraeder  mit  Höhenschnitt.  Weil  nun  auch 
Ji^  und  h^,  h^  und  h  sich  schneiden,  sind  auch  die  dritten  Gegen- 
kanten AD  und  BC  rechtwinklig.  Die  Ebene  t]^  steht  senkrecht 
auf  AB,  also  auf  y  und  nimmt  daher  den  Höhenstrahl  qj)  in  sich 
auf,  ihre  Spur  in  d  ist  die  Höhe  aus  C;  daher  enthält  sie,  weil  senk- 
recht auf  dj  das  Lot  jp^;  dasselbe  gilt  für  ri^^-^  das  bedeutet,  daß  q^ 
und  p^  sich  mit  h^  vereinigen. 

Wenn  zweimal  zwei  Gegenkanten  eines  Tetraeders  recht- 
winklig sind,  so  sind  es  auch  die  dritten.  Die  vier  Höhen 
laufen  durch  einen  Punkt,  treffen  die  Seitenflächen  in  den 
Höhenpunkten  und  vereinigen  sich  mit  den  Höhenstrahlen 
der  Ecken.  Durch  diesen  Höhenschnitt  gehen  auch  die  drei 
gemeinsamen  Lote  auf  den  Gegenkanten;  sie  bilden  das  Dia- 
gonaldreikant des  Vierkants  der  Höhen. 

Das  gilt  beim  regelmäßigen  Tetraeder,  aber  nicht  bloß  bei  dem- 
selben; es  gibt  vielmehr  gestaltlich  <x)^  Tetraeder  mit  Höhenschnitt  ^). 

§  16.   Die  Kurve  und  der  Kegel  zweiten  Grades  und  die  Regelschar 
als  projektiv  beziehbare  Gebilde. 

Durch  die  im  vorangehenden  besprochenen  Erzeugnisse  wird  das  102 
Gebiet  der  projektiv  beziehbaren  Gebilde,  als  welche  wir  bis  jetzt  nur 
die  (gerade)  Punktreihe  und  die  beiden  Büschel  hatten  — •  die  Grund- 
gebilde — ,  erweitert.  Die  krumme  Punktreihe  auf  einem  Kegel- 
schnitt, Punktreihe  2.  Ordnung,  wird  aus  jeden  zwei  Punkten  des- 
selben durch  projektive  Strahlenbüschel  projiziert;  und  wir  erhalten 
oo^  Strahlenbüschel,  deren  Scheitel  die  krumme  Punktreihe  ausfüllen 
und  welche  alle  so  projektiv  sind,  daß  entsprechende  Strahlen  je  nach 
demselben  Punkte  der  Reihe  hingehen.  Die  Strahlenwürfe,  welche 
nach  vier  festen  zu  einem  Wurfe  angeordneten  Punkten  der  krummen 
Punktreihe  gehen,  haben  alle  dasselbe  Doppelverhältuis;  man  über- 
trägt deshalb  diesen  Begriff,  spricht  vom  Doppelverhältnisse  des 
Wurfs  in  dieser  Punktreihe  2.  Ordnung  und  versteht  darunter 
das  konstante  Doppelverhältnis  der  oo^  aus  den  Punkten 
der  Reihe  ihn  projizierenden  Strahlenwürfe;  speziell  hat  man 
auch  harmonische  Würfe. 


1)  H.  Vogt,  Progr.  des  Friedr.  Gymn.  Breslau  1881. 
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Ferner,  da  die  Punkte  dieser  Punktreihe  eindeutig  den  Strahlen 
eines  jeden  dieser  oo^  untereinander  projektiven  Büschel  und  den 
Strahlen  die  Punkte,  als  die  zweiten  Schnitte  mit  dem  Kegelschnitte, 
zugeordnet  sind,  so  ist  man  imstande,  die  Punktreihe  2.  Ord- 
nung auf  ein  anderes  (projektiv  beziehbares)  Grebilde  ÖJ  pro- 
jektiv zu  beziehen,  indem  man  zunächst  einen  dieser  Strahlen- 
büschel auf  05  bezieht.  Entspricht  der  Strahl  x  des  Büschels  dem 
Elemente  X'  von  @,  so  wird  dann  der  Punkt  X  der  krummen  Punkt- 
reihe, durch  welchen  x  geht,  dem  X'  zugeordnet.  Auch  hierbei  haben 
entsprechende  Würfe  das  nämliche  Doppelverhältnis. 

Was  eben  für  die  Punktreihe  eines  Kegelschnitts  gesagt  wurde, 
gilt  auch  für  den  Tangentenbüschel  um  ihn,  Strahlenbüschel 
2.  Klasse;  er  macht  die  Punktreihen  auf  allen  Tangenten  des  Kegel- 
schnitts untereinander  so  projektiv,  daß  entsprechende  Punkte  von 
denselben  Tangenten  eingeschnitten  werden.  Das  Doppelverhält- 
nis eines  Tangentenwurfs  ist  das  konstante  Doppelverhält- 
nis des  W^urfs,  den  seine  vier  Tangenten  in  irgendeine  der 
Tangenten  einschneiden. 

Wiederum  steht  der  Strahlenbüschel  2.  Klasse  in  eindeutiger  Be- 
ziehung zur  Punktreihe  auf  einer  Tangente  w;  denn  jeder  von  seinen 
Strahlen  schneidet  in  sie  einen  Punkt  ein,  und  durch  jeden  Punkt 
der  Tangente  u  geht  eine  zweite  Tangente  an  den  Kegelschnitt.  Indem 
man  zunächst  diese  Punktreihe  auf  ein  anderes  Gebilde  projektiv  be- 
zieht, hat  man  auch  den  Büschel  2.  Klasse  projektiv  bezogen. 

Ahnliches  gilt,  wie  der  Übergang  vom  Felde  in  den  Bündel  lehrt, 
für  die  Kantenreihe  eines  Kegel  2.  Grades  und  den  Büschel  der  Tan- 
gentialebenen desselben  (Kantenreihe  2.  Ordnung,  Ebenenbüschel 
2.  Klasse). 

Ferner  macht  eine  Regelschar  alle  Punktreihen  auf  den  Geraden 
der  Leitschar  und  alle  Ebenenbüschel  um  sie  projektiv.  Vier  Geraden 
aus  ihr,  zu  einem  Wurfe  angeordnet,  rufen  Würfe  von  Punkten  oder 
Ebenen  hervor,  alle  von  dem  nämlichen  Doppelverhältnis,  welches  dann 
das  Doppelverhältnis  des  Wurfs  in  der  Regelschar  heißt. 

Zu  allen  diesen  Grundo:ebilden  auf  oder  um  Leitcreraden  steht  die 
Regelschar  in  eindeutiger  Beziehung,-  ist  l  eine  Leitgerade,  so  be- 
stimmt jede  g  der  Regelschar  einen  Punkt  Ig^  oder  eine  Ebene  lg, 
und  umgekehrt  durch  jeden  Punkt  auf  l  geht  eine  g,  jede  Ebene 
durch  l  enthält  eine  g.  Indem  man  die  Punktreihe  oder  den  Ebenen- 
büschel von  l  auf  ein  anderes  Gebilde  projektiv  bezieht,  bezieht  man 
auch  die  Regelschar  projektiv. 

Wir  können  die  Grundgebilde  oder  linearen  Gebilde  @j^,  mit 
deren  Elementen  die  eines  der  neuen  Gebilde  %^  —  die  alle  als  Ge- 
bilde 2.  Grades  bezeichnet  werden  können  —  Inzident  sind,  per- 
spektiv   zu   ihm   nennen;   man  hat  eine  parametrische   Bestim- 
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mung  in  einem  Q^^p  wenn  man  eine  in  einem  Perspektiven  Gebilde  @^ 
herstellt  und  jedem  Elemente  von  ©g  denselben  Parameter  gibt,  wie 
dem  inzidenten  Elemente  von  ©j. 

Es  sind  dann  z.  B.  vier  Elemente  eines  ©^  mit  den  Parametern 
^i;  ^2j  h>  ^i  barmoniscb,  wenn: 

denn  die  inzidenten  Elemente  des  @j  haben  die  nämlichen  Parameter 
und  sind  auch  harmonisch. 

Wir  können  aber,  nachdem  für  die  neuen  Gebilde  der  Begriff 
Doppelverhältnis  definiert  ist,  direkt  Doppelverhältnis-Parameter  (^^ÖX) 
einfühi-en. 

Für  eine  durch  Projektion  aus  dem  Kreise  sich  ergebende  Kurve  103 
2.  Grades,  den  Kegelschnitt  der  Alten,  haben  wir  uns  schon  klar  ge- 
macht (Nr.  93),  daß,  wenn  U  ein  fester  Punkt,  X  ein  beweglicher  Punkt 
derselben,  ii  und  x  die  zugehörigen  Tangenten  sind,  der  Büschel  UX 
zu  der  Punktreihe  ux  projektiv  ist,  also,  wie  wir  jetzt  sagen  können, 
die  Punktreihe  2.  Ordnung  der  X  zu  dem  Büschel  2.  Klasse  der  x, 
wo  immer  ein  Punkt  X  und  die  zugehörige  Tangente  x  ent- 
sprechend sind. 

Beweisen  wir  es  für  die  Kurve  2.  Grades  mit  Hilfe  der  Regel- 
schar und  etwas  allgemeiner,  indem  ein  Punkt  ü  und  eine  beliebige 
Tangente  u'  benutzt  werden. 

Durch  die  gegebene  Kurve  2.  Grades  K  sei,  wie  in  Nr.  99,  eine 
Piegelschar  G  gelegt;  ihre  Ebene  sei  o;  längs  K  sei  der  Träger- 
fläche F  der  Kegel  2.  Grades  Je,  mit  der  Spitze  0,  umgeschrieben, 
eingehüllt  von  den  Berührungsebenen  der  F  in  den  Punkten  von  K. 
Es  seien  U,  U'  zwei  beliebige  Punkte  auf  K,  l,  V  die  durchgehenden 
Leitgeraden,  r'  die  Tangentialebene  von  U',  welche  V  enthält  und 
(Nr.  97)  Je  längs  0  TJ'  berührt,  und  u  die  Tangente  von  K  in  V, 
die  Schnittlinie  cot.  Eine  beliebige  Gerade  g  aus  G  treffe  K  in  X, 
die  diesem  Punkte  zugehörige  Berührungsebene  sei  |:  sie  enthält  g, 
berührt  Je  (längs  OX);  und  ihr  Schnitt  mit  w  ist  die  Tangente  x 
von  X  an  K.  Wenn  g  die  G  durchläuft,  werden  der  Ebenenbüschel  lg 
und  die  Punktreihe  V g  perspektiv,  wobei  von  derselben  g  herrührende 
Elemente  entsprechend  sind.  Auf  der  Schnittlinie  t'^  der  beiden  Be- 
rührungsebenen von  Je  liegt  die  Kegelspitze  0,  ferner  die  Punkte  Vg 
und  u'x'.,  denn  T  und  u  liegen  in  /,  g  und  x  in  ^.  Während  |  mit  g 
sich  bewegt,  durchläuft  t'|  den  Strahlenbüschel  (0,  t'). 

Dieser  Strahlenbüschel  macht  die  Punktreihen  der  V g  und  u'  x 
auf  V  und  u'  perspektiv;  mit  jener  ist  der  Ebenenbüschel  lg  per- 
spektiv, und  dieser  andererseits  mit  dem  Strahlenbüschel  UX  in  ca 
perspektiv;  folglich  sind  der  Strahlenbüschel  UX  und  die  Punktreihe 
ux  projektiv,  also  der  Strahlenbüschel  um  einen  Punkt  UyotiK  und 
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die  Punktreihe  auf  einer  Tangente  u,  wobei  ein  Strahl  und  ein 
Punkt  entsprechend  sind,  die  mit  einem  Punkt  X  von  K  und  der  zu- 
gehörigen Tangente  x  inzidieren. 

Demnach  sind  die  Punktreihe  2.  Ordnung  der  X  und  der 
Büschel  2.  Klasse  der  x  projektiv.  Ein  Punktwurf  auf  K  und 
der  zugehörige  Tangentenwurf  haben  daher  dasselbe  Doppel- 
verhältnis, sind  z.  B.  zugleich  harmonisch. 

Sind  also  zwei  Punktreihen  2.  Ordnung  auf  demselben  oder  auf 
verschiedenen  Kegelschnitten  projektiv,  so  sind  es  auch  die  zugehörigen 
Büschel  2.  Klasse,  sodaß  in  entsprechenden  Punkten  entsprechende 
Strahlen  tangieren;  und  umgekehrt. 

Und  ähnliches  gilt  beim  Kegel  2.  Grades. 

Durch  die  nunmehr  möglichen  Projektivi täten  kommen  wir  zu 
weiteren  Erzeugnissen;  wenn  z.  B.  zwei  projektive  Punktreihen 
2.  Ordnung  vorliegen,  so  haben  wir,  je  nachdem  sie  in  derselben 
Ebene  liegen  oder  nicht,  es  mit  der  Enveloppe  der  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  oder  der  durch  diese  erzeugten  Regel- 
fläche zu  tun;  doch  soll  darauf  hier  noch  nicht  eingegangen  werden. 
Wir  haben  diese  Frage  nur  angeregt,  um  einen  Ausblick  in  das  neu 
eröffnete  Gebiet  von  Problemen  zu  gewähren. 
104  Zwei    von    demselben    Kegelschnitte  K  getragene    pro- 

jektive Punktreihen  2.  Ordnung  entstehen  durch  zwei  pro- 
jektive Strahlenbüschel  Z7,  TJ' ,  deren  verschiedene  oder  auch 
identische  Scheitel  auf  JTliegen,  und  werden  aus  zwei  andern 
Punkten  Fund  F' von  ^wiederum  durch  projektive  Büschel 
projiziert;  denn  es  sind  nach  Voraussetzung  die  Büschel  TJ,  TT  pro- 
jektiv, ferner  TJ  und  F,  welche  dieselbe  Punktreihe  auf  K  projizieren, 
ebenso  TT  und  F',  also  auch  F  und  F'. 

Ist  TT  mit  TJ  identisch,  so  sind  die  einschneidenden  Büschel  kon- 
jektiv,  erhalten  Koinzidenzstrahlen,  welche  dann  die  Koinzidenz- 
punkte der  konjektiven  Punktreihen  auf  K  einschneiden.  Wenn  diese 
im  besondern  Falle  mehr  als  zwei  Koinzidenzen  haben,  so  gilt  dies  auch 
für  die  beiden  konzentrischen  Büschel  CT;  also  deckt  sich  jeder  Strahl 
des  einen  mit  dem  entsprechenden  im  andern,  und  dasselbe  gilt  dann 
für  die  konjektiven  krummen  Punktreihen.     Also: 

Zwei  von  demselben  Kegelschnitte  getragene  projektive 
Punktreihen  haben  zwei  Koinzidenzpunkte;  und  falls  in  be- 
sonderem Falle  mehr,  so  decken  sich  durchweg  entsprechende 
Punkte. 

Wenn  die  konjektiven  Büschel  TJ  involutorisch  sind,  so  überträgt 
sich  das  durchgängige  Entsprechen  in  beiderlei  Sinne  auf  die  krummen 
Punktreihen  und  von  diesen  wiederum  in  die  Strahlenbüschel,  die  sie 
aus  einem  andern  Punkte  F  von  K  projizieren.  So  erwächst  der 
Begriff   der    Involution    in   der  Punktreihe  2.  Ordnung.     Sie 
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wird  eingeschnitten  durch  eine  Strahleninvolution,  deren 
Scheitel  auf  dem  Träger  liegt,  und  aus  jedem  Punkte  des- 
selben durch  eine  Involution  projiziert. 

Einmaliges  Doppelt -Entsprechen  zweier  getrennter 
Punkte  in  zwei  konjektiven  Punktreihen  2.  Ordnung  bewirkt 
durchgängiges. 

Ahnliche  Betrachtungen  gelten  im  Strahlenbüschel 
2.  Klasse.  Ist  der  Kegelschnitt  der  nämliche,  so  führt  eine 
Konjektivität  in  der  Punktreihe  zu  einer  in  dem  Tangenten- 
büschel und  umgekehrt;  in  entsprechenden  Punkten  be- 
berühren entsprechende  Tangenten,  in  den  Koinzidenz- 
punkten die  Koinzidenzgeraden.  Insbesondere  bewirkt  jede 
Involution  der  einen  Art  sofort  eine  von  der  andern  Art. 

Und  durch  Übergang  vom  Felde  in  den  Bündel  erhalten  wir  die 
entsprechenden  Ergebnisse  für  den  Kegel  2.  Grades. 

Ebenso  machen  wir  eine  Regelschar  in  sich  projektiv, 
wenn  wir  eins  der  beiden  von  einer  Gerade  l  der  Leitschar  getragenen 
Gebilde  ß)^  projektiv  zu  einem  der  von  einer  zweiten  V  getragenen 
Gebilde  machen;  mit  entsprechenden  Elementen  dieser  Gebilde  sind 
entsprechende  in  der  Regelschar  Inzident. 

Eine  Involution  auf  /  oder  um  l  bewirkt  Involution  in 
der  Regelschar  und  diese  dann  wieder  Involution  auf  jeder 
andern  Leitgerade  und  um  sie. 

Eine  elliptische  Involution  in  einer  Regelschar  ist  dann  der  reelle 
Repräsentant  der  windschiefen   konjugiert   imaginären  Doppelstrahlen. 

Es  seien  zwei  verbundene  Reo^elscharen  G  und  L  zueinander  105 
projektiv  gemacht,  etwa  dadurch,  daß  zwischen  den  Ebenenbüscheln 
um  Iq  und  g^  eine  Projektivität  hergestellt  ist:  entsprechende  Geraden 
g  und  ?  liegen  in  entsprechenden  Ebenen  von  l^  und  g^.  Wir  haben 
es  hier  mit  zwei  Ortern  zu  tun,  dem  Orte  der  Schnittpunkte  gl  und 
dem  Orte  der  Yerbindungsebenen  glj  also  der  Berührungsebenen  jener 
Punkte  mit  der  Trägerfläche  F.  Auf  einem  ebenen  Schnitte  K  der- 
selben entstehen  durch  die  projektiven  Regelscharen  konjektive  Punkt- 
reihen; denn  es  seien  L^jG^^GyL  die  Spuren  von  Zq^^o  ^^^  ^^®^ 
entsprechenden  Geraden  g  und  ?  auf  K,  so  sind  L^G  und  Gq  L  die 
Spuren  der  Ebenen  l^g,  g^l  in  der  Ebene  von  K]  l^g,  g^l  erzeugen 
nach  Voraussetzung  projektive  Ebenenbüschel,  also  LqG^  GtqL  pro- 
jektive Strahlenbüschel,  daher  G,  L  konjektive  Punktreihen  auf  K. 

Nun  seien  gilv  (/2hf  ffsh  ^^®  Schnittpunkte  von  drei  Paaren  ent- 
sprechender Geraden  aus  G  und  L,  und  K  der  von  ihrer  Ebene  ausge- 
schnittene Kegelschnitt;  die  von  den  Regelscharen  auf  ihm  hervor- 
gerufenen konjektiven  Punktreihen  haben  in  jenen  drei  Punkten  drei 
Koinzidenzen,    also    sind    sie    identisch;   d.  h.   zwei   entsprechende   Ge- 
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raden  g  umd  l  treffen  durchweg  K  in  demselben  Punkte  und  K  ist  der 
Ort  der  Punkte  g  l. 

Daraus  folgt  dann,  daß  die  Ebenen  g  l  den  Kegel  h  umhüllen,  der 
der  Trägerfläche  F  längs  K  umgeschrieben  ist,  und  alle  durch  seinen 
Scheitel  gehen,  den  Pol  der  Ebene  von  K. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Geraden  zweier 
verbundener  Regelscharen,  welche  projektiv  sind,  ist  ein 
ebener  Schnitt  der  Trägerfläche,  und  die  Verbindungsebenen 
umhüllen  den  zugehörigen  Tangentialkegel. 

Umgekehrt,  jeder  ebene  Schnitt  von  F  macht  die  beiden 
Regelscharen  projektiv;  denn  stellen  wir  zwischen  ihnen  eine 
Projektivität  her,  derartig,  daß  wir  dreimal  Geraden  sich  entsprechen 
lassen,  die  sich  auf  der  Kurve  schneiden,  so  ist  der  bei  dieser  Pro- 
jektivität sich  ergebende  ebene  Schnitt  mit  dem  gegebenen  identisch, 
weil  die  Ebenen  es  sind. 

Dual  werden  die  beiden  Regelscharen  G  und  L  projektiv,  wenn 
man  zwei  solche  Geraden  einander  zuordnet,  die  je  in  derselben  Ebene 
eines  Tangentialkegels  liegen;  sie  schneiden  sich  ja  auf  der  ebenen 
Berührungskurve  desselben. 

Zwei  Würfe  9x929^9^1  hhh^A  ^^^  Grund  L  mit  demselben 
Doppelverhältnisse  sind  projektiv;  d.  h.  in  der  Projektivität,  in  welcher 
9^  und  l^j  gc,  und  l^,  g^  und  Zg  zugeordnet  sind,  sind  es  auch  g^  und  l^. 
Folglich  liegen  die  Punkte  gtl-i,  g^h?  93hj  94:K  i^  einer  Ebene  und 
die  gleichnamigen  Ebenen  gehen  durch  einen  Punkt. 

Sind    daher    ^i?i,  ■••^4^4    vier    beliebige    Punkte    von  JP,    also 
nicht  in  derselben  Ebene  gelegen,  so  ist  der  Wurf  ^^  ^2  ^3  ^4  uicht  zu 
hhhh  pi'ojektiv,  und  die  Doppelverhältnisse  der  Punkte  oder  Ebenen 
ki9iy92,93^9i)  ^nd  go(lul2yh,h)  sind  nicht  gleich. 
106  Jetzt  sei  ein  Kegelschnitt  K  gegeben  und  cd  seine  Ebene;  durch 

ihn  sei  wiederum  die  Trägerfläche  F  zweier  verbundener  Regelscharen 
gelegt  und  derselben  längs  K  der  Tangentialkegel  h  mit  der  Spitze  0, 
dem  Pole  von  co  in  bezug  auf  jP,  umgeschrieben.  Wir  können  aber 
auch  annehmen,  daß  h  gegeben  ist,  die  Trägerfläche  eingeschrieben 
wird,  und  als  Berührungskurve  K  sich  ergibt.  Wir  sind  so  imstande, 
für  einen  beliebigen  Kegelschnitt  sowohl  wie  für  einen  beliebigen 
Kegel  2.  Grades  aus  derselben  Figur  dual  gegenüberstehende  Eigen- 
schaften abzuleiten. 

Auf  ^  sei  eine  Projektivität  gelegt:  11  {K),  in  welcher  die  Punkte 
X  und  X.'  entsprechend  sind;  so  entsteht  sofort  im  Tangentialebenen- 
Büschel  von  li  eine  Projektivität  UQv),  in  welcher  die  Berührungs- 
ebenen ^  und  I'  von  X  und  X.'  korrespondieren,  und  zugleich  entsteht 
auch  eine  Projektivität  zwischen  den  beiden  Regelscharen,  welche  mit 
II(Gr,L)  bezeichnet  werde  und  in  welcher  die  durch  X  gehende  und 
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daher  in  |  liegende  Gerade  j  ans  der  Schar  G  und  die  durch  X' 
gehende  und  in  ^'  liegende  Gerade  j'  aus  der  Schar  L  entsprechend  sind. 

In  der  Tat,  es  möge  n(K)  durch  projektive  Büschel  um  die 
Punkte  ioi  ^o  ^^^  -^  entstanden  sein;  diese  seien  die  Spuren  der  Ge- 
raden Iq,  Qq  aus  den  Regelscharen,  also  Lq  X,  Gq  X'  die  Spuren  der 
Ebenen  l^X,  g^X'  oder  IqI,  g^i'.  Jene  projektiven  Büschel  LqjGq  be- 
wirken, daß  diese  Ebenenbüschel  um  Iq,  g^  projektiv  werden,  und  diese 
wiederum  bewirken  es  für  die  Regelscharen,  wobei  die  in  entsprechen- 
den Ebenen  liegenden  Geraden  l,i  zugeordnet  werden.  Damit  ist  die 
zweite  Behauptung  bewiesen.  Es  seien  weiter  Aq,  y^  die  zu  Lq,  Gq  ge- 
hörigen Berührungsebenen  von  jP;  sie  berühren,  weil  Xq,  Gq  auf  K 
liegen,  den  Kegel  A*  und  enthalten  Z^,  ^q.  Die  projektiven  Regelscharen 
G,L  rufen  nun  auf  Iq  und  g^  projektive  Punktreihen  hervor,  in  denen 
die  Punkte  Iq  J,  ^q  i  entsprechend  sind.  Diese  machen  die  Strahlenbüschel 
aus  0  in  den  Berührungsebenen  ?.q=  OIq,  yQ=  Og^  projektiv,  und  durch 
die  entsprechenden  Strahlen,  die  von  0  nach  ?qJ,  g^i'  gehen,  gehen  dann 
die  Ebenen  |,  |',  weil  J  durch  0  und  j,  also  durch  l^  i  und  |'  durch  0  und 
g^l'  geht.  Folglich  ist  der  Tangentialebenenbüschel  von  Tz  in  sich 
projektiv  geworden,  vermittelst  zweier  projektiver  Strahlenbüschel  in 
zwei  Tangentialebenen  Aq,  y^,  durch  deren  entsprechende  Strahlen  ent- 
sprechende Ebenen  %  ^'  gehen.     Und  das  ist  die  erste  Behauptung. 

Gehen  wir  von  dieser  Projektivität  n{k)  aus,  so  werden  die  ge- 
nannten Strahlenbüschel  (0,Ao),  (0,7(j)  projektiv,  also  die  Punktreihen 
lolf9ol')  daher  die  Regelscharen,  folglich  wiederum  die  Ebenenbüschel 
hhffolp  dann  die  Strahlenbüschel  (to,Xo  in  cö;  und  es  entsteht  s.ui  K 
die  Projektivität  77  (Z). 

Die  Projektivität  U  {G,L),  in  der  y  und  j'  entsprechend  sind, 
führt  zu  einem  ebenen  Schnitte  K^  von  F  in  der  Ebene  <5,  dem  Orte 
der  Punkte  i"^',  und  zu  dem  zugehörigen  Kegel  Ä-^  mit  der  Spitze  5, 
der  von  den  zu  den  Punkten  ^^  gehörigen  Berührungsebenen  jj:'  ein- 
gehüllt wird.     S  und  6  sind  wiederum  Pol  und  Polarebene  nach  F. 

Da  X  auf  j,  X  auf  ^  liegt,  so  sind  die  Verbindungslinien  XX' 
die  Spuren  der  Ebenen  5^''  in  g3  und  weil  diese  den  Kegel  A\  umhüllen, 
so  umhüllen  die  Verbindungslinien  XX'  entsprechender  Punkte  von 
IJ  (K)  den  Kegelschnitt  ^,  in  welchem  C3  von  A\  geschnitten  wird. 

Weil  j  in  |,  i  in  |'  liegt  und  beide  Ebenen  durch  0  gehen,  so 
ist  die  Schnittlinie  g|'  mit  der  Gerade  von  0  nach  dem  Punkte  Jj' 
identisch;  die  Punkte  jj'  erzeugen  den  Kegelschnitt  K^,  folglich  er- 
zeugen die  Schnittlinien  |^'  entsprechender  Ebenen  von  TlQi)  den 
Kegel  2.  Grades  !,  der  aus   0  den  K^  projiziert. 

Wir  bezeichnen  die  Schnittlinie  C3ö  mit  s  und  die  Verbindungs- 
linie OS  mit  s. 

Nunmehr  seien,  neben  X,  X\  Y  und  Y'  zwei  andere  entsprechende 
Punkte    von  II(K),   t^,  '^'  die  zugehörigen  Berührungsebenen  von  F, 
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entsprechend  in  n{k)y  und  ^,  \)'  die  mit  Y  und  ri,  bzw.  Y'  und  i^'  iii- 
zidenten  Geraden  aus  G  und  Z^  entsprechend  in  n{GyL).  Es  ist  dann 
XY'  die  Spur,  in  ra,  der  Ebene  j^',  FX'  die  von  ^j',  ihr  Schnitt- 
punkt {XY'j  YX)  also  die  Spur  der  Schnittlinie  {itfyX)l). 

In  beiden  Ebenen  £^',  ^j'  liegen  beide  Punkte  jj',  ^t|';  also  ist 
diese  Schnittlinie  mit  der  Verbindungslinie  {ii\\))C)')  identisch.  Diese 
beiden  Punkte  liegen  aber  auf  K^  und  (?;  folglich  muß  der  Punkt 
{XY'y  YX)  auf  der  Schnittlinie  co6  =  s  liegen. 

Die  beiden  Schnittlinien  ^rj'j  rj^'  von  Berührungsebenen  des  Kegels 
Je  gehen  durch  die  Spitze  0,  ferner  beziehentlich  durch  die  Punkte 
TCt)',  t)^',  deren  Verbindungslinie  also  in  die  Verbindungsebene  (^rj',  rj^') 
jener  Schnittlinien  fällt.  Durch  beide  Punkte  j^',  ^j:'  gehen  die  Ebenen 
jj',  ^l/;  also  ist  die  Verbindungslinie  der  Punkte  l\)',t)i  mit  der 
Schnittlinie  der  Ebenen  jj',  tjtj'  identisch.  Diese  Ebenen  tangieren 
den  Kegel  k^-^  folglich  geht  diese  Linie  durch  die  Spitze  S,  und  die 
Ebene  (^r}\  r]^'),  welche  sie  enthält,  auch  durch  S,  andererseits  durch  0, 
in  dem  sich  die  beiden  durch  sie  verbundenen  Geraden  schneiden, 
demnach  durch  OS  =  s.  Wir  haben  zunächst  folgende  zwei  räum- 
lich dualen  Sätze: 

Wenn  auf  einer  Kurve  2.  Grades  K  zwei  projektive 
Punktreihen  liegen,  so  umhüllen  die  Verbindungslinien  XX', 
ZF', ...  entsprechender  Punkte  einen  Kegelschnitt  ü.  Ferner 
gibt  es  eine  ausgezeichnete  Gerade  s  —  die  Projektivitäts- 
axe  — ,  auf  welcher  alle  Punkte  (XF',  FX')  liegen. 

Wenn  in  dem  Tangentialebenen-Büschel  eines  Kegels 
2.  Grades  eine  Projektivität  sich  befindet,  so  erzeugen  die 
Schnittlinien  |J'  entsprechender  Ebenen  einen  Kegel  2.  Gra- 
des !,  und  alle  Ebenen  (^rj\  7]h,')  gehen  durch  eine  feste  Ge- 
rade s,  die  Axe  dieser  Projektivität. 

Es  sei  M  einer  der  beiden  Koinzidenzpunkte  von  IT^K),  y.  die 
Berührungsebene,  also  eine  der  Koinzidenzebenen  von  n(h)j  g,  l  die 
beiden  Geraden  der  Regelscharen  durch  M  und  in  ^a,  also  entsprechend 
in  n{G,  L).  Folglich  liegt  M  auf  K^  und  in  ö,  also  auf  5  und  ^ 
berührt  \  und  geht  durch  S,  daher  durch  s. 

Die  beiden  Koinzidenzpunkte  M,  N  von  n(K)  liegen  auf 
der  Projektivitätsaxe  s  und  sind  ihre  Schnitte  mit  K.  Die 
beiden  Koinzidenzebenen  ^,  v  von  n(]i)  gehen  durch  die  Pro- 
jektivitätsaxe s  und  sind  die  Tangentialebenen  aus  ihr  an  h. 

Ferner,  [i  schneidet  o  in  der  Tangente  von  M  an  K-^  weil  M 
auf  K^  liegt,  so  berührt  ^  den  Kegel  \  und  zwar  längs  SM\,  also 
ist  ihr  Schnitt  mit  co  auch  Tangente  an  ^  in  M. 

Die  Kurven  K  und  ^  berühren  sich  in  den  Koinzidenz- 
punkten Mj  N  von  n{K). 


Erzeugnisse  konjektiver  Gebilde  2.  Grades;  Projektivitätsaxe.  139 

Die  Ebene  ^  berührt  Ic  längs  OJf;  die  Tangente  ferner  an  Kj^ 
in  M  liegt  in  der  Berührungsebene  ^;  folglich  wird  [i  auch  Berüh- 
rungsebene längs   OM  für  den  Kegel  t,  welcher  K^  aus   0  projiziert. 

Die  beiden  Kegel  Je  und  !  werden  von  den  beiden  Koin- 
zidenzebenen ^a^  V  der  Projektivität  n(/i)  in  denselben  Kanten 
berührt,  so  daß  sie  sich  längs  dieser  Kanten  tangieren. 

Was  wir  für  die  Projektivität  n(K)  auf  dem  Kegel-  107 
schnitte  K  erhalten  haben,  übertragen  wir  durch  Projektion 
auf  den  Kegel  A',  der  ja  K  aus  0  projiziert.  Wir  erhalten  dann 
in  dessen  Kantenreihe  eine  Projektivität,  in  welcher  zwei  Kanten 
0(X,  X')  korrespondieren,  welche  entsprechende  Punkte  X,  X'  proji- 
zieren: längs  dieser  Kauten  0(X,  X')  tangieren  |.  ^'  den  Kegel  K. 
Aus  dem  Kegelschnitt  ^,  der  von  den  XX'  eingehüllt  wird,  wird  der 
Kegel  OÄ,  der  von  den  Ebenen  0(X,  X')  eingehüllt  wird.  Aus  s 
wird  die  Ebene  Os  —  Projektivitätsebene  ^-,  auf  welcher  die  Schnitt- 
linien von  (OX,  OY')  und  (OF,  OX')  liegen.  Sie  schneidet  den 
Kegel  Ä;  in  den  Koinzidenzen  0{Mj  X),  den  Berührungskanten  von  ;*,  v, 
und  längs  derselben  berühren  sich  die  Kegel  k  und  Oü. 

Ingleichen  übertragen  wir,  was  für  n(h)  erhalten  wurde, 
durch  Schnitt  mit  o  in  den  Tangentenbüschel  von  K.  Es 
ergibt  sich  in  demselben  eine  Projektivität,  in  welcher  die  Schnitte 
o(|,  l')  entsprechend  sind,  die  Tangenten  von  X,  X.'.  Aus  dem  Kegel  ! 
wird  ein  Kegelschnitt  co!,  der  von  den  Schnitten  dieser  entsprechen- 
den Tangenten  erzeugt  wird.  Die  Projektivitätsaxe  s  liefert  einen 
Punkt  cos,  das  Projektivitätszentrum.  Durch  dasselbe  gehen  alle  Ver- 
bindungslinien von  (gj|,  ot])  und  {cor],  C3|').  Die  Tangenten  aus  ihm 
an  K  sind  die  Koinzidenzen  der  neuen  Projektivität,  welche  in  den 
Koinzidenzen  M,  N  von  n(K)  berühren,  und  in  diesen  Punkten  M,  N 
wird  K  auch  von  cot  berührt. 

K  wird  also  von  beiden  Kurven  Ä  und  cot  berührt,  die 
durch  die  Projektivität  in  der  Punktreihe  und  die  zuge- 
hörige im  Tangentenbüschel,  in  der  die  Tangenten  der  in 
jener  korrespondierenden  Punkte  entsprechend  sind,  sich  er- 
geben: als  Enveloppe  der  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  und  als  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Tan- 
genten: und  zwar  in  den  Koinzidenzen  der  Punktreihe,  in 
denen  zugleich  die  Koinzidenzen  des  Tangentenbüschels 
berühren. 

Und  ähnliches  gilt  am  Kegel  A*. 

Wir   nehmen    nun  an,    die  Projektivität  n{K)   sei   involu-  108 
torisch,    dann    ist    es    die   n{k)    auch,   und    die    beiden   zuge- 
hörigen   im    Tangentenbüschel    von   K   und    in    der   Kanten- 
reihe vonA  sind  es  ebenfalls;  denn  das  Doppelt-Entsprechen  über- 
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trägt  sich  unmittelbar.  Wir  wollen,  statt  n{K)y  IlQi),  lieber  I{K\ 
liß)  sagen  und  die  Axen  s,  bzw.  s  Involutionsaxen  nennen. 

Auf  der  Involutionsaxe  s  liegt,  wie  im  allgemeinen  Falle,  jeder 
Punkt  (Xy,  YX.'),  aber  nunmehr  noch  ein  ähnlicher  Punkt.  Nehmen 
wir  an,  Z'  decke  sich  mit  Y,  dann  deckt  sich,  wegen  der  Involution, 
Z  mit  Y'^  es  ist  zugleich  Yi^t,\  ri^t,,  wenn  das  die  zugehörigen 
Berührungsebenen  sind.  Auf  s  liegt  also  {XZ\  X'Z)  oder  mit  anderm 
Namen:  (XY,  X'Y').  Bilden  wir  daher  aus  zwei  Paaren  XX\  YY' 
der  Involution  I{K)  ein  vollständiges  Viereck  XX' YY'^  so  liegen 
zwei  Diagonalpunkte  desselben,  nämlich  (X  Y',  X'  Y)  und  (X  Y,  X'  Y') 
auf  der  Involutionsaxe,  das  sind  diejenigen  beiden  Diagonalpunkte, 
in  denen  Gegenseiten  sich  schneiden,  welche  nicht  gepaarte  Punkte 
verbinden;  dies  geschieht  beim  dritten  Diagonalpunkte  (XX\YY\  zu 
dem  wir  gleich  kommen  werden. 

Ebenso  gehen  durch  die  Axe  s  der  Involution  IQc)  die  Ebenen 
(t,rj\  ^'t])  und  (^rj,  ^'v)p  2;wei  Diagonalebenen  des  Vierfiachs  ^l't^?/  von 
Tangentialebenen  von  k. 

Ziehen  wir  durch  die  mit  Y,  Y  identischen  Punkte  Z,  Z'  noch 
die  Geraden  §,  §'  bzw.  aus  den  Regelscharen  (r,  X;  in.  tj  ^  t,'  liegen 
also  t)  und  i\  in  rj' ^  ^  die  t)',  g.  Beide  Ebenen  \)t)\  l^'  gehen  also 
durch  F,  Z';  folglich  ist  die  Schnittlinie  (t)^',  55')  identisch  mit  YY\ 
Jene  Ebenen  berühren  den  Kegel  Jc^ ,  ihre  Schnittlinie  geht  daher  durch  S) 
also  liegt  dieser  Punkt  S  auf  YY'  und  damit  in  co. 

Ebenso  enthalten  die  beiden  Ebenen  ri,  ri  beide  Punkte  ^t)',  §§'; 
so  daß  deren  Verbindungslinie  mit  riri  identisch  ist.  Jene  Punkte 
gehören  aber  dem  K^  und  daher  der  Ebene  6  an,  d.  h.  6  geht  durch 
rir(  und  infolgedessen  durch  0,  die  Spitze  des  von  7^,  ri  berührten 
Kegels  h. 

Jetzt  inzidiert  also  S  mit  co  und  ö  mit  0. 

Die  Enveloppe  ^  wurde  in  cd  durch  den  Kegel  li^  mit  der  Spitze  S 
eingeschnitten  und  zwar  durch  die  Tangentialebenen;  so  lange  S  außer- 
halb CO  liegt,  ergibt  sich  ein  allgemeiner  Kegelschnitt.  Nun  aber  schnei- 
den die  Berührungsebenen  von  \  in  co  den  Strahlenbüschel  {8,  cd)  ein, 
und  zwar  doppelt,  weil  durch  jeden  Strahl  desselben,  als  einen  Strahl 
durch  diese  Spitze,  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Tangentialebenen  des 
Kegels  gehen  ^).  Die  eingeschnittenen  Linien  waren  die  Verbindungs- 
linien XX';  während  diese  im  allgemeinen  Falle  einen  Kegelschnitt 
umhüllen,  erzeugen  sie  jetzt  einen  Strahlenbüschel.  Und  daß  er  doppelt 
zu  zählen  ist,  ergibt  sich  auch  daraus,  daß   YY'  zugleich  Z'Z  ist. 

Indem  nun  durch  S  alle  Linien  XX',  YY'  .  .  .  laufen,  wird  er 
der  dritte  Diagonalpunkt  des  Vierecks  XX' YF';  wir  nennen  diesen 
Konkurrenzpunkt  S  das  Involutionszentrum. 


1)  Dadurch  wird  die  Klasse  2  erhalten. 
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Zu  einer  Involution  I{K)  auf  einem  Kegelschnitte  gehört 
demnach  eine  Involutionsaxe  s  und  ein  Involutionszentrum  5; 
durch  dieses  laufen  alle  Verbindungslinien  XX',  YY'  .  .  .  ge- 
paarter Punkte,  auf  jener  liegen  alle  Punkte  (XY'y  X'Y)  und 
{XY,  X' Y'),  also  zwei  Diagonalpunkte  des  aus  zwei  Paaren 
gebildeten  Vierecks,  während  der  dritte  (XX',  YY')  ins  feste 
Zentrum  fällt. 

Die  Doppelpunkte  sind  die  Schnitte  der  Axe  mit  K,  wie 
der  allgemeine  Fall  lehrt;  aber  wir  erkennen  sie  jetzt  auch  als  Be- 
rührungspunkte der  Tangenten  aus  dem  Zentnim. 

Ebenso  artet  der  Kegel  !  aus,  der  aus  0  den  in  <5  gelegenen 
Kegelschnitt  K^  projiziert,  weil  jetzt  6  durch  0  geht,  offenbar  in  den 
doppelten  Strahlenbüschel  (0,(j);  doppelt,  weil  jeder  von  seinen  Strahlen 
zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  von  K^  projiziert.  Also  bilden 
die  Schnittlinien  |^',  ...  gepaarter  Ebenen  von  I(y),  die  im  allge- 
meinen FaUe  den  Kegel  !  erzeugten,  den  Strahlenbüschel  (0,  a)  aus 
der  Spitze  von  Tz  und  zwar  doppelt,  da  rirf  auch  t,'t,  ist.  Seine  Ebene  6 
nennen  wir  die  Involutionsebene,  sie  ist  die  dritte  Diagonalebene  des 
Vierflachs. 

Weil  s  =  (D<S,  s  =  OS,  so  sind  die  beiden  ausgezeichneten  Ele- 
mente s  und  6,  Axe  und  Ebene  der  Bündelfigur,  inzident  zu  >S',  s, 
Zentrum  und  Axe  der  ebenen  Figur. 

Die  Doppelebenen  von  IQi)  sind  die  Tangentialebenen  aus  der 
Axe;  wir  erkennen  sie  jetzt  aber  auch  als  die  Berührungsebenen  längs 
der  Schnittkanten  der  ö  mit  A",  denn  die  beiden  gepaarten  Berührungs- 
ebenen aus  einem  Strahle  von  (0,  ö),  die  im  allgemeinen  getrennt 
sind,  vereinigen  sich,   wenn   der  Strahl  in   eine  jener  Kanten  kommt. 

Durch  Schnitt  der  Keojelfiocur  mit  cj  ergibt  sich  die  Involution 
im  Tangentenbüschel  von  K]  gepaarte  Ebenen  |,  |',  die  F  in  ge- 
paarten Punkten  X,  X'  von  I{K)  berührend,  schneiden  gepaarte  Tan- 
genten X,  X  ein,  welche  dann  auch  in  jenen  gepaarten  Punkten  be- 
rühren. Für  diese  Involution  wird  die  Spur  s  von  6  die  Axe  und 
die  Spur  8  von  s  das  Zentrum;  d.  h.  auf  s  liegen  die  Schnittpunkte 
XX  gepaarter  Tangenten,  wie  in  6  die  Schnittlinien  ü';  durch  S 
gehen  aUe  Verbindungslinien  (xy',x'y)y  (xy,x'y')j  weil  (^r/,^'i]), 
(j^Tj,  h,'r]')  durch  s  gehen.  Das  sind  zwei  Diagonalen  des  Vierseits 
xx'yy',  während  die  dritte  (xx,  yy)  die  feste  Gerade  s  ist.  Von  S 
kommen  die  Doppelstrahlen,  wie  beim  Kegel  von  s  die  Doppelebenen; 
andererseits  sind  sie  auch  die  Tangenten  in  den  Schnitten  des  Kegel- 
schnitts mit  s. 

Zwei  so  zueinander  gehörige  Involutionen  in  der  Punkt- 
reihe und  im  Tangentenbüschel  eines  Kegelschnitts,  bei 
denen  gepaarte  Tangenten  in  gepaarten  Punkten  berühren, 
haben   also   dieselbe  Axe   und  dasselbe  Zentrum.     Jedoch  ist 
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die  Beziehung  von  S  und  s  zu  der  einen  felddual  zur  Be- 
ziehung von  s  und  S  zur  andern. 

Daß  X  und  x  sich  auf  s  schneiden,  kann  man  auch  folgender- 
maßen erkennen,  wir  wissen,  {XY\  X'  Y)  liegt  auf  s.  Wir  halten  X,  X' 
fest,  lassen  Y  in  X'  rücken,  dann  muß,  wegen  der  Involution,  Y'  in 
X  rücken,  dabei  gehen  XY'^  X' Y  in  die  Tangenten  Xj  x   über. 

Endlich  ergibt  sich  aus  der  Involution  I(K)  durch  Projektion 
diejenige  in  der  Kantenreihe  von  Jc^  in  deren  gepaarten  Kanten  x^,  x^\ 
die  aus  X,  X'  hervorgehen,  die  gepaarten  Ebenen  |,  J'  von  TliTc)  be- 
rühren: ebenfalls  mit  6  als  Involutionsebene  und  s  als  Involutionsaxe, 
so  daß  die  beiden  Kegelinvolutionen  bündelduales  Verhalten  zu  diesen 
ausgezeichneten  Elementen  haben,  die  eine  zu  6  und  s,  die  andere  zu 
s  und  ö. 

Mit  Absicht  sind  im  vorangehenden  für  Sätze,  die  sich  auf  ebene 
oder  Bündelfiguren  beziehen,  räumliche  Beweise  gegeben. 

§  17.    Die  Polarentlieorie  der  Kegels chnitte. 

109  Wir  nennen  den  Punkt  S  und  die  Gerade  s,  weichein  der 

im  vorangehenden  erhaltenen  Beziehung  zum  Kegelschnitte 
K  stehen,  Pol  und  Polare  in  bezug  auf  ihn. 

Der  Punkt  S  kann  jeder  Punkt  der  Ebene  sein;  denn  zwei 
Sekanten  durch  ihn  liefern  die  Paare  XX\  YY'-^  durch  sie  ist  die  In- 
volution in  der  Punktreihe  von  K  bestimmt.  Und  zwei  Verbindungs- 
linien gepaarter  Punkte  liefern  das  Zentrum,  also  8. 

Den  oo^  Involutionen  auf  K  (Nr.  70)  entsprechen  die  oo^  Punkte 
der  Ebene  als  Zentren,  und  umgekehrt.  Durch  die  Punktinvolution 
auf  K  ist  die  Tangenteninvolution  bestimmt  und  ihre  Axe  s.  Ist 
hingegen  5  gegeben,  so  ist,  durch  die  Tangentenpaare  aus  zwei  Punkten 
auf  ihr,  zunächst  die  Tangenteninvolution  bestimmt,  usw. 

Wenn  ein  Strahl  diirch  das  Zentrum  oder  den  Pol  S  den  K  in 
den  gepaarten  Punkten  X,  X'  schneidet,  so  begegnen  sich  die  zu- 
gehörigen Tangenten  x*'X,  gepaart  in  der  andern  Involution,  auf  der 
Axe  oder  Polare  5;  und  umgekehrt,  wenn  von  einem  Punkte  auf  s 
die  Tangenten  x,  x  an  K  gehen,  gepaarte  Geraden  der  einen  In- 
volution, so  läuft  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  X,  X', 
die  in  der  andern  Involution  gepaart  sind,  durch  S. 

Die  (reellen  oder  imaginären)  Tangenten  aus  8  an  ^be- 
rühren in  den  Doppelpunkten  der  Punktinvolution,  welche 
andererseits  die  Schnitte  von  s  sind,  und  sind  selbst  die 
Doppelstrahlen  der  Tangenteninvolution. 

Eine  Sekante  von  K  und  der  Schnitt  der  Tangenten  in  ihren 
Schnittpunkten  sind  daher  Polare  und  Pol. 
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Ein  zweiter  Strahl  durch  S  schneide  in  Y,  Y';  der  Schnittpunkt 
der  Tangenten  y,  y    liegt  wiederum  auf  s. 

Ferner  liegen  die  Schnittpunkte  (X  Y' ,  X  Y)  und  (X  T,  T  F') 
auf  s  und  die  Yerhindungslinien  {xy\  x  y)  und  {xy,  x  y)  gehen 
durch  S. 

Also  liegt  ein  dem  Kegelschnitt  -^eingeschriebenes  voll- 
ständiges Viereck  XX  YY'  vor  und  das  zugehörige  umge- 
schriebene vollständige  Vierseit  a;.r' 2/2/'-  Von  jenem  ist /S'  der 
Diagonalpunkt  (XX^  YY),  während  die  beiden  andern  T  = 
(XY.XY')  und  U=(XT,XY)  auf  s  liegen,  so  daß  diese  die 
dem  5  gegenüberliegende  Diagonale  ist;  von  diesem  ist  s  die 
Diagonale  (xx,  yy),  während  die  andern  t  =  {xyj  x  y')  und 
u  =  {xyyX  y)  durch  S  gehen  und  dieser  der  s  gegenüberliegende 
Diagonalpunkt  ist. 

Durch  T  gehen  die  Sekanten  XY,  XY'-^  also  ist  die  Verbindungs- 
linie S  U  der  beiden  andern  Diagonalpunkte  die  Polare  von  T. 

Wie  auf  s  sich  x  und  x',  y  und  y'  schneiden,  deren  Berührungs- 
punkte X  und  X,  Y  und  Y'  auf  Sekanten  durch  S  liegen,  so 
schneiden  sich  auf  der  Polare  von  T  die  Tangenten  x  und  y,  x  und 
y ,  deren  Berührungspunkte  X  und  Y,  X  und  Y'  auf  Sekanten  durch 
T  liegen;  da  aber  x  und  y,  x  und  y  sich  auf  t  schneiden,  so  ist  diese 
die  Polare  von  T  und  mit  8ü  identisch.  Ebenso  vereinigen  sich 
^T  und  u  in  der  Polare  von   JJ. 

Wir  erhalten  ein  Dreieck,  von  dem  jede  Ecke  S,  T,  JJ 
die  Gegenseite  s,  t,  u  zur  Polare  hat  und  welches  Diagonal- 
dreieck sowohl  von  XXYY',  als  von  xxyy  ist;  die  Ecken 
sind  die  Diagonalpunkte  von  XX'  YY\  die  Seiten  Diagonalen 
Yon^xx  yy. 

Wir  nennen  es  ein  Polardreieck  des  Kegelschnitts. 

Die  Sekanten  5  XX',  SYY'  sind  beliebige  Sekanten  durch  S. 

Wenden  wir  auf  eine  von  ihnen  die  harmonische  Eigenschaft  des 
vollständigen  Vierecks  an,  nach  der  auf  jeder  Seite  die  beiden  Ecken 
durch  den  Diagonalpunkt  und  die  Gegendiagonale  harmonisch  ge- 
trennt werden  (Nr.  46),  so  haben  wir: 

Auf  jeder  Sekante  durch  den  Pol  werden  die  Schnitt- 
punkte mit  dem  Kegelschnitte  durch  Pol  und  Polare  har- 
monisch getrennt.  Und  ebenso  gibt  die  harmonische  Eigenschaft 
des  Vierseits: 

Die  zwei  Tangenten  aus  einem  Punkte  der  Polare  werden 
durch  diese  und  den  Pol  harmonisch  getrennt. 

Die   Polaren   der  Punkte   T  und   ü  gehen  durch  S.     Aber  jeder  HO 
Punkt   von  s  kann  ein  T  (oder   TJ)   sein.     In   der   Tat,   wenn   SXX 
gelegt  ist,   so   ziehe   man   durch   einen  beliebigen  Punkt  T  von  s  die 
Gerade  TX,  welche  K  nochmals   in  Y  schneide,  sodann  SY,  deren 


144  I-    §  17.  Die  Polarentheorie  der  Kegelsclinitte. 

zweiter  Schnitt  Y\  sei;  XY  und  X.'Y'  treffen  sich  auf  5,  mithin 
in  T;  ist  dann  wiederum  U={XY\  X'Y)  der  dritte  Diagonalpunkt, 
auf  s  gelegen,  so  ist  Sü  die  Polare  von  T.     Also: 

Liegt  T  auf  der  Polare  s  von /S,  so  liegt  >S  auf  der  Polare 
t  von  T;  oder  geht  s  durch  1\  so  geht  auch  t  durch  5;  oder 
indem  wir  beides  zugleich  aussprechen:  Sind  ein  Punkt  und  eine 
Gerade  inzident,  so  sind  es  auch  die  polaren  Elemente, 

Ein  Punkt,  welcher  auf  der  Polare  eines  andern  gelegen 
ist,  heißt  konjugiert  zu  ihm  in  bezug  auf  K-^  eine  Gerade, 
welche  durch  den  Pol  einer  andern  geht,  heißt  konjugiert  zu 
ihr.     Der  vorangehende  Satz  sagt  also: 

Ist  T  zu.  S  konjugiert,  dann  ist  es  auch  S  zu  T;  ist  t  zu 
s  konjugiert,  dann  auch  s  zu  t. 

Die  Konjugiertheit  findet  stets  in  beiderlei  Sinne  statt  oder  ist 
gegenseitig,  so  daß  man  kurz  sagen  kann:  S  und  T,  s  und  t  sind 
konjugiert. 

Wenn  der  Pol  T  auf  der  Gerade  s  sich  bewegt,  so  dreht 
sich  die  Polare  t  um  den  Pol  S  von  55  die  Punktreihe  der  T 
und  der  Büschel  der  t  sind  projektiv. 

In  der  Tat,  wenn  die  Sekante  SXX'  festgehalten  wird,  so  haben 
wir  zu  jedem  Punkte  T  von  s  eine  Sekante  SYY'  gefunden,  für 
welche  T=(XY,  XY')  ist;  t  geht  von  5  nach  Ü=(XT,  XY),  der 
auf  s  liegt.  Es  genügt,  Y  als  zweiten  Schnitt  von  TX  mit  K  zu 
konstruieren,  ihn  aus  X  auf  s  nach  ü  zu  projizieren  und  diesen  mit 
S  durch  t  zu  verbinden.  Die  beiden  Strahlenbüschel  XY  und  XY 
sind  projektiv,  weil  X  und  X'  auf  K  liegen  und  Y  ihn  durchläuft; 
zu  ihnen  sind  die  Punktreihe  der  T  und  der  Büschel  der  t  perspektiv, 
also  untereinander  projektiv.  Der  Beweis  ist  auch  dual  zu  führen, 
indem  man  von  der  um  S  sich  drehenden  t  ausgeht. 

Die  konjugierten  Punkte  T  und  ü  bewegen  sich  also 
projektiv  auf  5  und  zwar  involutorisch.  Denn  Y'  ist  der  zweite 
Schnitt  von  XZJund  T  die  Projektion  von  F'aus  X  aufs,  so  daß  T  aus 
U  genau  durch  dieselbe  Konstruktion  sich  ergibt,  wie  U  aus  T.  Oder 
wir  weisen  direkt  ein  involutorisches  Paar  nach.  Ist  P  der  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  von  X  und  X,  auf  s  gelegen,  und  Q  der 
Schnittpunkt  (XX,  s)  so  erkennt  man  leicht:  Fällt  T  nach  P  oder  Q, 
so  fällt  U  nach   Q  oder  P. 

So  entsteht  auf  der  Gerade  s  die  Involution  der  konju- 
gierten Punkte  T,  ü,  und  perspektiv  zu  ihr  um  den  Pol  S  die 
Involution  der  konjugierten  Geraden  u  und  t,  welche  man 
selbständig  durch  die  duale  Betrachtung  ableiten  kann. 

Man  beachte  jedoch,  daß  von  zwei  Perspektiven  Paaren  der 
beiden  Involutionen  die  nicht  inzidenten  Elemente  polar  sind:  t 
geht  durch   TJ  und  u  durch  T. 
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Die  Doppelelemente  dieser  Involutionen  sind  sich  selbst  konju- 
giert. Nun  sind  ein  Punkt  von  K  und  seine  Tangente  Pol 
und  Polare.  Denn  für  einen  Punkt  S  von  K  als  Zentrum  wird  die 
krumme  Involution  auf  K  parabolisch,  indem  S  allen  Punkten  X  ge- 
paart ist.  Auf  der  Tangente  von  S,  in  der  immer  x  liegt,  läuft  der 
Schnittpunkt  xXj  der  die  s  beschreibt.  Haben  vs^ir  zwei  Sekanten 
SXX\  SYY'  mit  X  und  Y'  in  S,  so  ist  T={XY,  X' Y)  der 
Schnitt  der  Tangente  XY'  von  S  mit  XT,  und  U={XY\  YX") 
fällt  in  Sy  also  ist  TU  jene  Tangente.  Die  Punkte  und  Tangenten 
von  K  sind  daher  sich  selbst  konjugiert. 

Die  Doppelelemente  der  Involutionen  der  konjugierten 
Punkte  auf  s  und  derjenigen  der  konjugierten  Geraden 
durch  S  sind  also  die  Schnitte  der  s  mit^  und  die  zu  ihnen 
Perspektiven  Tangenten  aus  S-,  werden  ja  auch  jene  Schnitte 
harmonisch  getrennt  durch  jeden  T  auf  s  und  t,  also  durch  T  und  üj 
und  diese  Tangenten  durch  jede  tj  die  durch  S  geht,  und  T,  also 
durch  t  und  u. 

Sind  die  Schnitte  von  s  und  die  Tangenten  aus  S  imagi- 
när, so  hat  man  in  den  dann  elliptischen  und  reell  herzu- 
stellenden Involutionen  die  reellen  Repräsentanten^). 

Auf  einer  Tangente  wird  die  Involution  parabolisch,  mit  dem 
Berührungspunkte  als  dem  zu  allen  Paaren  gehörigen  Punkte,  durch 
den  ja  auch  die  Polaren  aller  Punkte  der  Tangente  laufen;  ebenso 
wird  es  die  um  einen  Punkt  des  Kegelschnitts,  und  der  allen  Paaren 
gemeinsame  Strahl  ist  die  Tangente,  welche  ja  die  Pole  von  aUen 
Strahlen  des  Büschels  enthält. 

Ein  Punkt  S  und  seine  Polare  s  haben  uns  somit  zu  vier 
Involutionen  geführt:  der  Involution  konjugierter  Punkte 
auf  s,  der  Involution  konjugierter  Strahlen  um  S,  der  Invo- 
lution in  der  Punktreihe  von  K,  deren  Zentrum  S  ist,  und 
der  Involution  im  Tangentenbüschel  von  K,  deren  Axe  s  ist. 

Die  Schnittpunkte  von  s  mit  K  sind  Doppelpunkte  der  ersten 
und  der  dritten,  die  Tangenten  aus  S  Doppelstrahlen  der  zweiten  und 
der  vierten,  so  daß  man  auch  die  beiden  Involutionen  auf  und  um  K 
als  darstellende  für  diese  Elemente  ansehen  kann,  wenn  sie  imaginär 
sind;  aber  um  konjugiert  imaginäre  Elemente  bei  Schnitten  und 
Projektionen  zu  verfolgen,  sind  die  ersteren  mehr  geeignet. 

Die  Punktepaare  TU  der  Involution  aufs  werden  aus  X,  einem  111 
beliebigen    Punkte    von    X,    in    die    Punktepaare    YY'   der  krummen 
Involution  auf  K  projiziert.     Also: 

Die  Involution   konjugierter  Punkte   auf  einer  Gerade  s 


1)  Dieser  Fall  hat  zur  reellen  Darstellung  konjugiert  imaginärer  Elemente 
durch  elliptische  Involutionen  geführt. 

S  t  u  r  m ,  Geometr.  Verwandtschaf ten.    I  10 
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wird  aus  jedem  Punkte  des  Kegelschnitts  auf  diesen  in  die 
Involution  projiziert,  von  welcher  s  die  Axe  und  ihr  Pol  S 
das  Zentrum  ist.     Ebenso  dual: 

Die  Involution  konjugierter  Strahlen  um  einen  Punkt  ;S^ 
schneidet  jede  Tangente  von  K  in  der  nämlichen  Involution, 
wie  die  Involution  im  Tangentenbüschel,  von  welcher  S  und  s 
Zentrum  und  Axe  sind. 

Vier  harmonische  Punkte  auf  K  kann  man  auffassen  als  die 
Doppelpunkte  ilf,  N  einer  krummen  Involution  und  zwei  gepaarte 
Punkte  J.',  Ä'  derselben;  daher  ist  M N  die  Axe  und  J.  ^'  geht  durch 
das  Zentrum,  oder  den  Pol  von  JfiV;  also  sind  MN  und  AÄ' 
konjugiert. 

Vier  harmonische  Punkte  eines  Kegelschnitts  werden 
durch  zwei  konjugierte  Geraden  eingeschnitten,  und  vier 
harmonische  Tangenten  kommen  von  zwei  konjugierten 
Punkten. 

Ein  Punkt  S  und  irgend  zwei  konjugierte  Punkte  auf  seiner 
Polare  s  geben  uns  ein  Polardreieck  des  Kegelschnitts,  von  dem  jede 
Ecke  die  Gegenseite  zur  Polare  hat.  Da  die  Seiten  s  und  zwei  konju- 
gierte Geraden  t  und  u  durch  den  Pol  S  sind,  so  ist  diese  Figur 
in  sich  dual  und  kann  auch  Polardreiseit  genannt  werden.  Jede 
zwei  Ecken,  jede  zwei  Seiten  eines  Polardreiecks  sind  kon- 
jugiert, weshalb  es  auch  Tripel  konjugierter  Punkte,  Geraden  ge- 
nannt wird.  Eine  Ecke  S  kann  beliebig  gewählt  werden,  die  zweite 
T  ist  auf  die  Polare  s  von  S  zu  legen,  so  daß  die  Polare  t  durch  S 
geht,  die  dritte  U  ist  dann  der  Punkt  st  und  seine  Polare  u  die  ST. 
Oder  man  geht  von  s  aus,  zieht  t  durch  8^  usw.  Ein  Kegelschnitt 
hat  daher  oo^  Polardreiecke;  je  oo^  haben  eine  Ecke  S  und 
Gegenseite  s  gemeinsam;  die  beiden  andern  Ecken  und  Seiten  bilden 
zwei  Perspektive  Involutionen  konjugierter  Elemente. 

Die  drei  Involutionen  konjugierter  Punkte  auf  den  Seiten  eines 
Polardreiecks  sind  nicht  verbunden  (Nr.  82).  Sie  haben  zwar  die 
Ecken  zu  gepaarten  Punkten;  aber  die  gepaarten  Punkte  Ä\  B",  C 
zu  den  Schnitten  J.,  B,  C  der  Seiten  TZ7,  Z75,  ST  mit  einer  Gerade 
g  liegen  nicht  wieder  in  eiaer  Gerade,  vielmehr  laufen  die  Ver- 
bindungslinien Ä'SjB'Tj  CU,  die  Polaren  von  A,  B,  G,  in  einen 
Punkt,  den  Pol  von  g,  zusammen. 

Ein  Punkt  liegt  im  Äußern  oder  Innern  eines  Kegel- 
schnitts, je  nachdem  er  reelle  oder  imaginäre  Tangenten  an 
ihn  sendet,  seine  Polare  also  reell  oder  imaginär  schneidet.  Alle 
Geraden  durch  einen  iunern  Punkt  schneiden  reell;  weil  reell  schnei- 
dende Punkte  durch  ihn  sicher  vorhanden  sind,  nicht  aber  der  Über- 
gangsfall  zu  den  Sekanten  mit  imaginären  Schnitten,  die  Tangenten. 
Die  Polare  enthält  daher  lauter  äußere  Punkte.    Ist  also  S  ein  innerer 
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Punkt,  so  sind  die  beiden  andern  Ecken  T,  U  eines  Polardreiecks  STÜ 
äußere  Punkte.  Ist  dagegen  S  ein  äußerer  Punkt,  so  schneidet  die 
Polare  TU  reell,  und  die  beiden  Ecken  T,  U  werden  durch  diese 
Schnitte  harmonisch  getrennt,  also  liegt  der  eine  innerhalb,  der  andere 
außerhalb. 

Daher  liegen  von  den  drei  Ecken  eines  Polardreiecks 
zwei  außerhalb,  die  dritte  innerhalb,  zwei  Seiten  schneiden 
reell,  die  dritte  imaginär;  von  den  drei  Involutionen  konju- 
gierter Elemente  um  die  Ecken  oder  auf  den  Seiten  sind 
zwei  hyperbolisch,  eine  elliptisch,  die  zu  gegenüberliegenden 
Elementen  gehörigen,  wegen  der  Perspektiven  Lage,  gleichartig. 

Einem  Polardreieck  STÜ  kann  man  oc'^  Dreiecke  um- 
schreiben, die  dem  Kegelschnitte  eingeschrieben  sind-,  denn  ist 
X  ein  beliebiger  Punkt  desselben,  X'  der  zweite  Schnitt  von  SX^ 
Y'  der  von  TX',  so  geht  die  dritte  Seite  Y' X  von  selbst  durch  TJ. 
Die  beiden  Sekanten  SXX\  SYY'  liefern  vier  solche  Dreiecke 
XX'Y',  XX'Y,  YTX,  rrX';  jeder  Punkt  des  Kegelschnitts 
gehört  zu  dreien. 

Ebenso  gehört  jede  Tangente  zu  drei  dem  Polardreieck 
ein-,  dem  Kegelschnitte  umgeschriebenen  Dreiseiten;  denn 
sind  X,  Xj  y,  y  wiederum  die  Tangenten  der  vier  Punkte,  so  liegen 
die  Punkte  xx,  xy\  yx  auf  s,  t,  u. 

Es  seien  nun  S  und  T  zwei  beliebige  Punkte:  zu  jedem  Punkte  X 
von  K  werde  der  zweite  Schnitt  Y  von  SX  und  der  zweite  Schnitt  Z 
von  TY  konstruiert,  so  bewegen  sich  X  und  Z  zu  Y  involutorisch 
projektiv  auf  K,  also  auch  X  und  Z  zueinander  projektiv,  aber  im 
allgemeinen  nicht  involutorisch,  XZ  umhüllt  vielmehr  einen  Kegel- 
schnitt ^  (Nr.  106).  Damit  X  und  Z  sich  involutorisch  bewegen,  ist 
notwendig,  daß  man  von  Z  zu  X  in  derselben  Weise  gelange,  wie 
von  X  zu  Z,M.  h.  SZ  und  TX  müssen  sich  auf  der  Kurve,  in  W, 
schneiden;  und  es  genügt,  daß  das  einmal  geschieht.  Dann  sind  aber 
>S'  und  T  zwei  Diagonalpunkte  des  eingeschriebenen  Vierecks  XYZW, 
also .  Ecken  eines  Polardreiecks  und  konjugiert. 

Nur  wenn  S  und  T  in  bezug  auf  K  konjugiert  sind,  be- 
wegen sich  X  und  Z  involutorisch. 

Yund  "PF  bilden  dann  auch  ein  Paar;  denn  /SFund  T TT  schneiden 
sich  in  X,  SW  und  TY  in  Z. 

Die  Punkte  S  =  {XY,  ZW)  und  T  =  (XW,  ZY)  liegen  auf  der 
Axe  der  Involution  und  der  Pol  JJ  von  8T  ist  das  Zentrum  {XZ,  YW) 
derselben;  die  drei  Drehpunkte  oder  Zentren  bilden  ein  Polardreieck. 
Nur  einem  Polardreiecke  kann  man  oo^  Dreiecke  umschreiben, 
die  dem  Kegelschnitte  eingeschrieben  sind. 

Eine  Punktreihe    und    der    zugehörige   Polarenbüschel    sind    pro-  112 
jektiv;  schneiden  wir  letzteren  mit  einer  Gerade,  konstruieren  also  zu 

10* 
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jedem  Punkte    der    ersten   Gerade   den  konjugierten  auf  der   zweiten, 
so  ergibt  sicli: 

Die  Punktreihen  auf  zwei  Geraden  sind  projektiv  mit 
solchen  Punkten  als  entsprechenden,  die  in  bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  konjugiert  sind. 

Es  seien  X  und  X\  Y  und  Y'  konjugiert  in  bezug  auf  K^  also 
entsprechend  in  den  projektiven  Reihen  konjugierter  Punkte  auf 
XYj  X'F';  die  involutorische  Axe  derselben  (Nr.  90)  trifft  sie  in  den 
Punkten,  die  dem  Schnittpunkte  Z' =  (XY^  X'Y')  entsprechen,  also 
zu  ihm  in  bezug  auf -ST  konjugiert  sind;  also  ist  jene  Axe  die  Polare 
von  Z'  (nebenbei  bemerkt,  auch  die  Polare  des  Z'  in  bezug  auf  den 
Kegelschnitt,  der  durch  die  beiden  projektiven  Pimktreihen  erzeugt 
wird;  weil  er  die  Träger  in  den  Schnitten  mit  der  genannten  Axe 
berührt). 

Auf  dieser  involutorischen  Axe  liegt  aber  auch  der  Punkt 
Z={XT,  X'Y)  (Nr.  90)  und  ist  deshalb  dem  Z'  in  bezug  auf  K 
konjugiert.  X  und  X',  Y  und  F',  Z  und  Z'  sind  aber  Gegenecken 
eines  vollständigen  Yierseits.     Also: 

Wenn  zweimal  zwei  Gegenecken  eines  vollständigen 
Yierseits  in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt  konjugiert  sind, 
so  sind  es  auch  die  dritten.  Ein  solches  Vierseit  heißt  Polvier- 
seit  des  Kegelschnitts. 

Und  dual:  Wenn  zweimal  zwei  Gegenseiten  eines  voll- 
ständigen Vierecks  konjugiert  sind,  so  sind  es  auch  die 
dritten:  Polviereck  des  Kegelschnitts. 

Diese  Sätze  rühren  von  Hesse  her.^) 

Man  kann  sie  auch  in  folgender  Form  aussprechen: 

Die  drei  Punkte  X\  T,  Z'  auf  den  Seiten  YZ,  ZX,  XY 
eines  Dreiecks,  welche  zu  den  Gegenecken  in  bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  konjugiert  sind,  liegen  in  gerader  Linie. 

Die  drei  Geraden  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks,  welche 
zu  den  Gegenseiten  konjugiert  sind,  laufen  in  einen  Punkt 
zusammen. 

Ja,  wir  können  sie  in  einen  in  sich  dualen  Satz  zusammenfassen 
mit  Hilfe  des  Begriffs  polarer  Dreiecke. 

Zwei  Dreiecke  heißen  in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt 
polar,  wenn  zu  den  Ecken  des  einen  die  Seiten  des  andern 
polar  sind  und  daher  auch  zu  den  Ecken  des  zweiten  die  Seiten  des 
ersten.  Sind  X  YZ  und  X^  Y^  Z^  die  beiden  Dreiecke,  so  müssen  die 
Seiten  Y^Z^^  ^i^u  ^i  ^i  des  letzteren,  als  die  Polaren  von  X,  Y,  Z, 
durch  die  auf  YZ^  ZX,  X  Y  gelegenen  konjugierten  Punkte  X,  Y\  Z' 


1)  Journal  f  Mathem.,  Bd.  20,  S.  285. 
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gehen;  weil  diese  in  gerader  Linie  liegen^  so  sind  die  Dreiecke  per- 
spektiv.     Also : 

Zwei  in  bezug  auf  einen  Kegelschnitt  polare  Dreiecke 
sind  in  perspektiver  Lage. 

Die  Perspektivitätsaxe  ist^  wie  eben  gefunden,  X'  Y'Z';  in  X' 
schneiden  sich  YZ  und  Y^Z^.,  daher  ist  seine  Polare  die  Verbindungs- 
linie der  Pole  X^  und  X,  ebenso  sind  YYy^,  ZZ^  die  Polaren  von 
Y\  Z' ^  und  das  Perspektivitätszentrum,  in  das  sie  zusammen- 
laufen, ist  der  Pol  der  Axe. 

Die  Paare  der  zweiten  Schnittpunkte  der  Gegenseiten 
eines  vollständigen  Vierecks  mit  einem  Kegelschnitte,  der 
dem  Diagonaldreiecke  umgeschrieben  ist,  sind  in  Involution. 

Das  Viereck  sei  PQBS,  seine  Diagonalpunkte  %  =  (FQ,  RS\ 
33  =  (PB,  QS),  ©  =  {FS,  QB)  und  der  Kegelschnitt  ^  werde  von 
FQ,  BS  in  D,  D,,  von  FB,  QS  in  E,  E,,  von  FS,  QB  in  F,  F^ 
zum  zweiten  Male  getroffen;  dann  bestehen  auf  ihm  die  Involutionen 
mit  den  Zentren  F,Q,B,  S: 

%F),  S8E,  ^F-,    %D,  ^E„  ©i^i;    %D„  S&E,  SF,;    %B^,  ^E,,  ©F, 

also  die  Projektivitäten: 

51S5(5F  Ä  DEF^,    'ä^dE,  A  DE^F,^,    5135©^  A  D,EF,^, 

5lS3SFiA  n,E,F^, 
mithin  ist  auch: 

DEF^  A  B.EF^Sd,    DE,F,^  A  B^E^FSQ. 

Für  die  erste  von  diesen  ist  ESQ  die  Axe  und  {BF^,  FB^  liegt 
auf  ihr:  die  zweite  lehrt  ebenso,  daß  {BF,  B^F^)  auf  F^^  liegt. 
Diese  beiden  Punkte  bilden  mit  {BB^,  FF^  ein  Polardreieck  für  ^; 
von  dem  eingeschriebenen  Dreieck  ^EE^  gehen  zwei  Seiten  durch 
Ecken  desselben,  also  (Nr.  111)  die  dritte  Seite  EE^  durch  die 
dritte  Ecke  {BB^,  FF^)-,  mithin  sind  BB^,  EE^,  FF^  involutorisch 
gepaart. 

Bei   einer  Involution  I{K)  auf  einem  Kegelschnitte  fanden   wir:  113 
Ist  T  ein  Punkt   der  Axe  5  und  TXY  eine  Sekante   durch    ihn,    so 
geht  auch  die  Verbindungslinie  der  den  X,  Y  gepaarten  Punkte  X',  Y' 
durch  T]    diese    beiden  Strahlen    projizieren    also    aus  T   zwei  Paare 
der  I{K). 

Eine  Involution  I{K)  auf  einem  Kegelschnitte  wird  aus 
jedem  Punkte  der  Axe  durch  eine  stetshype  r  bolisch  eStrahlen- 
involution  derartig  projiziert,  daß  jedes  Strahlenpaar  zwei 
Punktepaare  projiziert.  Doppelstrahlen  sind  die  Axe,  welche 
die  beiden  Paare  mit  vereinigten  Punkten,  und  der  Strahl  nach 
dem  Zentrum,  welcher  zwei  gepaarte  Punkte  projiziert. 


150  I.    §  17.  Die  Polarentheorie  der  Kegelschnitte. 

Zu  den  beiden  Strahlen  IXY,  TX'Y'  sind  ja  aucli  TT]  midi  TS 
harmonisch. 

Liegen  zwei  nicht  involutorische  projektive  Punktreihen  auf  K, 
so  konstruiere  man  vermittelst  zweier  Punkte  von  der  Art  (X  Y',  X.'Y) 
die  Projektivitätsaxe  5;  die  Involution  auf  K,  für  welche  diese  s  Axe 
und  der  Pol  S  Zentrum  ist^  hat  in  den  Schnitten  der  s  mit  K,  den 
Koinzidenzpunkten  der  projektiven  Punktreihen,  ihre  Doppelpunkte 
und  wird  die  darstellende  Involution  für  diese  Schnitte,  wenn  sie 
imaginär  sind. 

Je  nachdem  das  Zentrum  S  außerhalb  oder  innerhalb  K  liegt, 
ist  die  Involution  hyperbolisch  oder  elliptisch;  im  ersteren  Falle 
gehen  durch  S  auch  imaginär  schneidende  Strahlen  und  die  Involution 
hat  auch  (reelle)  Paare  von  konjugiert  imaginären  Punkten,  im  zweiten 
Falle  gibt  es  nur  reell  schneidende  Sekanten  und  nur  (reelle)  Paare 
mit  reeUen  Punkten.  Wir  bestätigen  so  am  Kegelschnitte  in  anschau- 
licher Weise,  was  in  Nr.  77  gefunden  wurde. 

Für  zwei  Involutionen  auf  einem  Kegelschnitte  liefert  die  Ver- 
bindungslinie der  Zentren  das  gemeinsame  Paar;  es  besteht  stets  aus 
reellen  Punkten,  wenn  mindestens  eine  von  ihnen  elliptisch  ist,  also 
ihr  Zentrum  innerhalb  liegt. 

Sind  beide  hyperbolisch,  so  kommt  es  auf  die  Lage  der  Doppel- 
punkte an;  die  Verbindungslinie  SS^  der  Zentren  ist  die  Polare  des 
Schnitts  der  beiden  Axen  s,  5^,  der  Verbindungslinien  der  Doppel- 
punkte. Dieser  Schnitt  ss^  ist  Zentrum  derjenigen  Involution,  für 
welche  die  einen  und  die  andern  Doppelpunkte  zwei  Paare  bilden, 
und  SS^  ihre  Axe.  Je  nachdem  diese  Paare  der  Doppelpunkte 
hyperbolische  oder  elliptische  Lage  haben,  schneidet  SS^  reell  oder 
imaginär. 

Das  gemeinsame  Paar  zweier  ineinander  liegenden  In- 
volutionen besteht  nur  dann  aus  zwei  konjugiert  imaginären 
Elementen,  wenn  sie  beide  hyperbolisch  sind  und  die  Paare 
der  Doppelelemente  elliptische  Lage  haben;  die  durch  diese 
bestimmte   elliptische  Involution  ist  dann  die  darstellende. 

So  ergeben  sich  die  Sätze  von  Nr.  22  und  77  wiederum  am 
Kegelschnitte  als  Träger  sehr  anschaulich. 

Wir   überlassen   dem  Leser  die  Übertragung  der  vorangehenden 
Ergebnisse  auf  den  Kegel  2.  Grades. 
114  Der  Satz  (Nr.  71),  daß  MN,   XY\  X'Y  in  Involution  sind, 

wenn  X  und  X\  Y  und  Y'  entsprechend  sind  in  konjektiven 
Grebilden  und  M,  N  die  Koinzidenzen,  ergibt  sich  sehr  einfach, 
wenn  wir  sie  als  Punktreihen  auf  einem  Kegelschnitt  ansehen;  denn 
dann  schneiden  sich  XY'  und  X'Y  auf  der  Projektivitätsaxe  MN 
(Nr.  106),  und  dieser  Schnittpunkt  ist  das  Zentrum  der  Involution. 
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Sind  nun  die  Punktreihen  auf  einem  Kegelschnitte  K 
und  auf  einer  Gerade  u  projektiv,  so  projiziere  man  erstere 
aus  allen  Punkten  von  K  auf  w;  die  entstehenden  Punkt- 
reihen werden  alle  konjektiv  zu  der  gegebenen  auf  n;  die 
Paare  der  Koinzidenzen  bilden  eine  Involution. 

In  der  Tat,  wenn  A,B  die  Schnitte  von  K  mit  u  sind  und 
A\  B'  ihnen  entsprechen  in  der  Punktreihe  von  ii,  so  sind  diese 
Punkte  auch  entsprechend  in  allen  entstandenen  konjektiven  Punkt- 
reihen; daher  durchlaufen  die  Koinzidenzen  J/,  iV  die  Involution 
{AB\  A'B). 

und  dasselbe  gilt  auf  Ky  wenn  die  Punktreihe  von  u  aus  allen 
Punkten  von  K  auf  diesen  projiziert  wird. 

Die  Aufgabe,  in  einer  elliptischen  Involution  das  reelle 
Paar  zu  konstruieren,  das  zu  zwei  gegebenen  Punkten  A,  A 
harmonisch  ist,  für  welche  wir  in  Nr.  78  vorläufig  eine  Pro- 
jektions-Konstruktion  gegeben  haben,  läuft  ja  auf  die  Herstellung 
des  gemeinsamen  Paars  zweier  Involutionen  hinaus.  Die  zweite  ist 
diejenige,  welche  A,  A  zu  Doppelpunkten  hat.  Ist  der  Träger  ein 
Kegelschnitt,  so  hat  man  ihn  mit  der  Verbindungslinie  des  Zentrums 
der  gegebenen  Involution  und  des  Pols  von  AA,  des  Zentrums  der 
zweiten,  zu  schneiden. 

Der  Kreis  als  Träger  ist  der  bequemste,  weil  da  die  Schnitte  am 
einfachsten  sich  ergeben.  Handelt  es  sich  um  eine  Strahleninvolution, 
so  hat  man  sie  mit  einem  durch  den  Scheitel  gehenden  Kreise  zu 
schneiden,  die  beiden  andern  wird  man  zunächst  in  Strahleninvolu- 
tionen  überführen. 

Der  am  häufigsten  vorkommende  Fall  ist,  wo  A,  A  ein  Paar 
der  gegebenen  Involution  bilden  wie  in  Nr.  78. 

An  der  Involution  auf  dem  Kegelschnitte  kann  man  am  bequemsten 
den  Begriff  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Paaren  einer  Involution 
entwickeln.  Sie  seien  AA,  BB',  CC,  DB\  ferner  a,  h,  c,  d  die  vier 
Strahlen  durch  das  Zentrum  S,  auf  denen  sie  liegen,  und  A^,  B^,  C^,  D^ 
deren  Pole,  auf  der  Axe  oder  Polare  5  von  S  gelegen.  Wir  fanden, 
daß  vier  harmonische  Punkte  in  den  Kegelschnitt  durch  konjugierte 
Geraden  eingeschnitten  werden.  Zu  einem  Punkte  0  der  Kurve  seien 
nun  die  vierten  harmonischen  Punkte  %  33,  (5,  ®  in  bezug  auf  die 
vier  Paare  konstruiert,  die  zweiten  Schnitte  der  Geraden  0  (A^,  B^, 
C^,  D^,  welche  zu  den  a,  &,  c,  d  konjugiert  sind.  Daher  ist  das  Doppel- 
verhältnis (51  ^(^^)  gleich  dem  der  Punkte  A^,B^,C^,B^  oder  ihrer 
vier  Polaren  a,  h,  c,  d,  also  von  0  unabhängig. 

Das  Doppelverhältnis  der  vierten  harmonischen  Punkte, 
in  bezug  auf  vier  Paare  einer  Involution,  zu  einem  Element 
des  Trägers  (also  auch  der  vier  Mitten,  wenn  der  Träger  gerade 
ist)  ist  konstant  und  wird  deshalb  das  Doppelverhältnis  der 
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vier  Paare  genannt.  Bei  einer  auf  einem  Kegelschnitte  ge- 
legenen Involution  stellt  es  sich  am  einfachsten  als  das  der 
vier   die  Paare   tragenden  Strahlen   durch   das   Zentrum   dar. 

In  bezug  auf  die  ganze  Involution  führt  jedes  Element  des  Trägers 
zu  der  Reihe  der  vierten  harmonischen  Elemente-,  alle  diese  Reihen 
sind  projektiv. 

Nehmen  wir  an,  die  beiden  Paare  ÄÄ',  BB'  seien  zu  den  beiden 
Paaren  MM,  NN,  die  aus  den  in  den  Doppelelementen  vereinigten 
Elementen  bestehen,  harmonisch,  so  lehrt  der  Fall,  wo  der  Träger  ein 
Kegelschnitt  ist,  daß  die  Strahlen  ÄÄ\  BB'  zu  den  Tangeuten 
in  M,  N  harmonisch  sind;  daher  sind  jene  konjugiert  und  die  Paare 
ÄÄ\  BB'  harmonisch  zueinander. 

Wenn    zwei    Paare    einer    Involution    zu    den    durch    die 
Doppelelemente  gebildeten  Paaren  harmonisch  sind,  so  sind 
die  Elemente  des  einen  zu  denen  des  andern  harmonisch. 
115  Der  Pol  der  unendlich  fernen  Gerade  in  bezug  auf  einen  Kegel- 

schnitt heißt  bekanntlich  sein  Mittelpunkt,  und  die  durch  ihn  gehen- 
den Strahlen  Durchmesser,  die  von  ihm  kommenden  Tangenten,  auf 
jener  Gerade  berührend,  die  Asymptoten. 

Für  die  Involution  konjugierter  Strahlen  um  den  Mittelpunkt, 
Involution  konjugierter  Durchmesser  oder  kürzer  Durchmesser-In- 
volution, sind  die  Asymptoten  die  Doppelstrahlen,  also  ist  sie  hyper- 
bolisch oder  elliptisch,  je  nachdem  die  Kurve  Hyperbel  oder  Ellipse 
ist.  Von  diesem  wichtigen  Spezialfälle  kommen  die  Namen  und  heißt 
die  rechtwinklige  Involution  auch  zirkulär,  weil  die  Durchmesser -In- 
volution eines  Kreises  rechtwinklig  ist. 

Zu  der  Durchmesser -Involution  ist  die  Involution  konjugierter 
Punkte  auf  der  unendlich  fernen  Gerade  perspektiv;  beim  Kreise  ist 
es  die  absolute  Involution  und  die  absoluten  Punkte  sind  die  Schnitte 
des  Kreises.  Bei  der  Parabel,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zur 
Tangente  hat,  ist  diese  Involution  parabolisch  (Nr.  110). 

Die  gleichseitige  Hyperbel,  mit  rechtwinkligen  Asymptoten,  führt 
zu   einer  gleichseitig -hyperbolischen  Durchmesser-Involution  (Nr.  20). 

Die  Involution  konjugierter  Punkte  auf  einem  Durchmesser  hat 
den  Mittelpunkt  M  zum  Zentralpunkt;  sind  daher  X,  X'  zwei  kon- 
jugierte Punkte  in  ihr,  so  ist  MX- MX'  die  Potenz,  also  das 
Halbmesser-Quadrat,  da  die  Schnittpunkte  die  Doppelpunkte  sind; 
je  nachdem  sie  positiv  oder  negativ  ist,  schneidet  der  Durchmesser 
reell  oder  imaginär. 

Die  in  Nr.  75  gelehrte  Konstruktion  der  zu  zwei  konjektiven 
Gebilden  gehörigen  Involution,  welche  ihre  Koinzidenzpunkte  zu  Doppel- 
punkten hat,  wird  auch  anschaulicher,  wenn  der  Träger  ein  Kegel- 
schnitt K  ist.  Dem  Punkte  Z  =  X^Y'  seien  X\  Y  entsprechend 
und  Z^  dem  Z  in  bezug  auf  sie  harmonisch.    Auf  der  Projektivitäts- 
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axe  s  (Nr.  106)  liegt  der  Schnitt  T  der  Geraden  XF  und  X'Y,  von 
denen  die  erste  Tangente  in  Z  ist;  wegen  der  Harmonizität  sind  ZZ^ 
und  X'Y  konjugiert;  also  geht  X'Y  durch  den  Pol  von  ZZ^^^  der 
auf  der  genannten  Tangente  liegt;  daher  ist  er  T.  Wie  T  und  Z^ 
sich  aus  Z  ergeben,  so  mögen  sich  U  und  W^  aus  W  ergeben;  ü  ist 
Pol  von  WW^  und  liegt  auf  s.  Also  ist  s  =  TU  die  Polare  des 
Schnitts  S  =  {ZZ^,  WW^).  S  ist  Zentrum  der  Involution  ZZ^,  WW^^... 
und  s  ihre  Axe.  Diese  Involution  hat  also  mit  der  gegebenen  Kon- 
nektivität die  Axe  gemeinsam,  folglich  sind  ihre  Doppelpunkte  mit 
deren  Koinzidenzpunkten  identisch. 

In  Nr.  106,  107  wurde  gefunden,  daß  die  Verbindungslinien  der  116 
entsprechenden  Punkte  zweier  von  demselben  Kegelschnitte  K  ge- 
tragenen projektiven  Punktreihen  einen  Kegelschnitt  ^  umhüllen, 
welcher  den  K  in  den  Koinzidenzen  berührt.  Behandeln  wir  die 
ümkehrung.  Es  liegen  zwei  Kegelschnitte  ^  und  ^  vor,  welche 
sich  doppelt  berühren,  oder,  um  dies  reell  auszudrücken,  auf  einer 
Gerade  s  (Berührungssehne)  dieselbe  Involution  konjugierter  Punkte 
besitzen  und,  perspektiv  zu  dieser,  um  den  gemeinsamen  Pol  S  (Be- 
rührungspol) dieselbe  Involution  konjugierter  Strahlen.  Es  entstehen 
dann  in  der  Tat  auf  jedem  von  ihnen  durch  die  Tangenten 
des  andern  konjektive  Punktreihen,  und  ebenso  machen  die 
Punkte  des  einen  den  Tangentenbüschel  des  andern  in  sich  projektiv. 

Es  sei  a  eine  feste  Tangente  von  ^,  welche  den  K  in  Ä  und  Ä' 
schneide,  x  eine  bewegliche,  51  und  3E  die  Berührungspunkte.  Der 
Schnitt  ax  sei  mit  R  bezeichnet  und  seine  Polare  51X  in  bezug  auf  ^ 
mit  r;  sie  schneide  s  in  T,  so  ist  SR  die  Polare  t  von  T  in  bezug 
auf  ^,  aber,  wegen  jener  gemeinsamen  Involutionen,  auch  in  bezug 
auf  K.  Mithin  liegt  der  zweite  Schnitt  von  TÄ'  mit  K,  der  zu  Ä' 
harmonisch  ist  in  bezug  auf  T  und  i,  auf  x^  weil  RT  und  t  in  bezug 
auf  ^  konjugiert,  also  zu  a  und  x  harmonisch  sind,  und  ist  einer 
der  Schnitte  von  x  mit  X;  wir  nennen  ihn  X  und  den  andern,  durch 
welchen  TÄ  geht,  X\  Demnach  schneiden  sich  Ä' X  und  ÄX'  stets 
auf  5  (in  T),  erzeugen  Perspektive  Büschel  und  auf  K  konjektive 
Punktreihen,  deren  entsprechende  Punkte  X  und  X'  also  durch  die 
Tangenten  x  von  ^  verbunden  sind.  Man  folgert  weiter,  daß  auch 
Ä  und  Ä'  entsprechend  ist,  daß  s  die  Projektivitätsaxe  ist  und  die 
Koinzidenzen  einschneidet. 

Wird  daher  auf  der  Tangente  o,  von  der  wir  ausgingen,  der 
Schnitt  Ä  zur  ersten  und  Ä'  zur  zweiten  Reihe  gerechnet,  so  gehört 
auf  einer  beliebigen  andern  Tangente  x  von  ^  der  Schnitt  X  zur 
ersten  und  X'  zur  zweiten,  wenn  Ä' X  und  ÄX'  sich  auf  der  Be- 
rührungssehne schneiden. 

Ebenfalls  perspektiv  zu  den  Büscheln  A'X  und  ÄX'  ist  der  von 
5136  beschriebene;  woraus  folgt,  daß  der  Berührungspunkt  1  von 
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X  auf  ^  eine  Punktreihe  beschreibt,  die  zu  den  Punktreihen 
der  X  und  X'  auf  K  projektiv  ist. 

Es  ist  noch  darzutun,  welchen  Zusammenhang  die  Elemente  0,  es, 
die  in  Nr.  98  als  polar  in  bezug  auf  die  Trägerfläche  F  zweier  ver- 
bundener Regelscharen  eingeführt  wurden,  mit  den  jetzigen  polaren 
Elementen  haben.  0  ist  die  Spitze  des  Tangentialkegels  der  Fläche, 
welcher  sie  längs  des  Schnitts  mit  co  tangiert. 

In  bezug  auf  diesen  Schnitt  von  co  werden  ein  Punkt  jS^  in  es 
und  der  Schnitt  s  mit  der  Polarebene  (5  von  S  polar.  Also  ist  die 
Polare  eines  Punktes  S  in  bezug  auf  den  Schnitt  von  F  mit  einer 
durch  /S  gehenden  Ebene  o  der  Schnitt  s  der  Polarebene  6  von  8 
nach  F  mit  co. 

Ferner  Polarebene  und  Polarstrahl  in  bezug  auf  den  Tangential- 
kegel  aus  0  an  F  war  eine  Ebene  6  und  der  Strahl  s  aus  0  nach 
dem  Pole  S  von  ö  nach  F.  Der  Polarstrahl  einer  Ebene  6  in  bezugr 
auf  den  Berührungskegel  an  F  aus  einem  Punkte  0  in  ^  ist  der 
Strahl,  der  aus  0  den  Pol  S  von  6  nach  F  projiziert. 

Beim  Kreise  ist  die  Polare  normal  zum  Durchmesser  nach  dem 
Pole.     Damit  lassen  sich  folgende  Sätze  beweisen. 

In  einer  Ebene  liege  auf  der  Gerade  u  eine  Involution  vor;  C  sei 
der  Zentralpunkt,  p  die  Potenz  und  PP^  irgend  ein  Paar.  Die  Kreise, 
für  welche  sie  Involution  konjugierter  Punkte  ist,  gehen  durch  die 
Doppelpunkte  und  haben  ihre  Mittelpunkte"  auf  dem  Lote,  das  auf 
u  in  G  errichtet  ist.  Die  Paare  der  Durchmesser- Endpunkte  auf 
dieser  gemeinsamen  Zentrale  bilden  eine  zweite  Involution  mit  dem- 
selben Zentralpunkte  C,  aber  der  Potenz  —  p]  und  den  beiden  Invo- 
lutionen ist  die  absolute  Involution  verbunden  (Nr.  82). 

Die  Kreise  über  den  Strecken  PP^  als  Durchmessern  schneiden 
jene  rechtwinklig  und  bilden  den  sogenannten  „konjugierten  Kreis- 
büschel". 

Wenn  dagegen  eine  Strahleninvolution  gegeben  ist  mit  dem  be- 
liebigen Paare  pp^  und  dem  rechtwinkligen  Paare  stj  von  dem  t  der 
im  stumpfen  Winkel  der  p^p^  gelegene  Strahl  ist;  so  bilden  die  Kreise, 
für  welche  die  p,p^  konjugiert  sind,  zwei  Reihen  mit  den  Mittel- 
punkten aufs,  bzw.  f;  beide  bestehen  aus  reellen  Kreisen,  wenn  die  In- 
volution hyperbolisch  ist;  wenn  sie  aber  elliptisch  ist,  nur  die,  deren 
Mittelpunkte  auf  t  liegen. 

§  18.  Die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon. 

117  Auf   einem    Kegelschnitte  K  seien    sechs    beliebige    Punkte    ge- 

nommen; wir  verbinden  sie  in  irgend  einer  Reihenfolge,  etwa  J.,  jB',  C, 
Ä'y  J5,  C\  zu  einem  einfachen  Sechsecke,  das  also  K  eingeschrieben 
ist.     Jetzt  legen  wir  auf  K  eine  Projektivität  fest,  in  der  wir  den 
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Punkten  A,  B,  C  die  Punkte  A\  B",  C  entsprechen  lassen;  auf  der 
Axe  derselben  liegen  dann  die  Punkte 

{AB,  BÄ\  {BC,  CB'\  {CA,  ACy, 

das  sind  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  des  Sechsecks. 

Damit  haben  wir  den  Satz  von  Pascal^): 

Die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  eines  einem  Kegel- 
schnitt eingeschriebenen  (einfachen)  Sechsecks  liegen  in 
gerader  Linie. 

Wir  haben  die  Namen:  Pascalsches  Sechseck  (Hexagramma 
mysticum),  Pascalsche  Gerade. 

Aus  den  sechs  Punkten  kann  man  wegen  der  720  Permu- 
tationen und  weil  je  2  •  6  Permutationen  dasselbe  Sechseck  bezeichnen^), 

720 

-y  =  6Ö    Sechsecke    bilden,    welche    alle    die    gefundene    Eigenschaft 

haben  und  daher  zu  60  Pascalschen  Geraden  führen,  die  eine 
interessante  eingehend  untersuchte  Figur  bilden. 

Der  Pascalsche  Satz  drückt  eine  Beziehung  zwischen 
sechs  Punkten  eines  Kegelschnitts  aus;  und  eine  solche  muß 
bestehen,  denn  wir  dürfen  nur  fünf  Punkte  geben.  Machen  wir 
zwei  von  ihnen  zu  Scheiteln  von  projektiven  Büscheln  und  die 
Strahlen  von  ihnen  nach  den  drei  andern  Punkten  zu  entsprechenden 
in  denselben,  so  ist  die  Projektivität  eindeutig  festgelegt,  und  wir 
haben  einen  durch  die  fünf  Pimkte  gehenden  Kegelschnitt. 

Nehmen  wir  nun  zwei  andere  von  den  Punkten  als  Scheitel 
von  Büscheln,  so  werden  diese  durch  ihn  projektiv,  mit  den  nach  den 
nunmehr  drei  übrigen  Punkten  gehenden  Strahlen  als  entsprechenden, 
weil  die  Punktreihe  auf  einem  Kegelschnitt  aus  beliebigen  zwei 
Punkten  auf  ihm  durch  projektive  Büschel  projiziert  wird.  Wir 
kommen  also  bei  diesem  Arrangement  und  so  bei  jedem  der  zehn 
möglichen  zu  demselben  Kegelschnitte. 

Fünf  Punkte  bestimmen  einen  Kegelschnitt  und  zwar 
eindeutig. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  die  für  sechs  Punkte  gefundene  Bedingung 
auch  hinreichend  ist,  um  dieselben  auf  den  nämlichen  Kegelschnitt 
zu  bringen.  Es  habe  also  ein  Sechseck  AB'  G ABC  die  Eigen- 
schaft, daß  die  drei  Schnittpunkte 

{AB',  A1B)=B,  {BC,  BC')  =  Q,  {CA',  CA)  =  B 

in  einer  Gerade  p  liegen.     Wir  legen  dann   durch  fünf  Ecken  A,  B, 


1)  B.  Pascal  (der  berühmte  Schriftsteller  des  17.  Jahrhunderts),  Essai  sur 
les  coniques. 

2)  Nämlich,  wenn  1, ....  6  die  Punkte  sind,  je  12  Permutationen  wie: 

12345  6,   23456  1,...   61234  5, 
65432  1,   16543  2,...   543216. 
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Cy  Ä\  B  den,  wie  eben  gefunden,  eindeutig  bestimmten  Kegelschnitt; 
wenn  C  auf  ibm  liegt,  so  muß  er  mit  dem  zweiten  Schnitt  von 
l  =  JBC  und  dem  Kegelschnitt  identisch  sein.  Dieser  zweite  Schnitt 
heiße  zunächst  C/;  wir  haben  nun  das  diesem  Kegelschnitte  ein- 
geschriebene Sechseck  AB'CÄBC^'.     Also  liegen 

{AB,  Ä'B)  =  p,  {B'c,  Bc;)  =  Q,,  {CA,  c;a)  =  e^ 

in  gerader  Linie  p^,  da  aber  BC^~BG'  =  l,  so  ist  Q^^  Q,  also  auch 
Pi=P'',  demnach  fallen  R^  und  B  beide  in  den  Schnitt  vonp  und  CA' 
und  C  und  (7/  beide  in  den  von  l  und  BA.  Folglich  gilt  die 
Umkehrung,  daß  A,B,C,A\B,C  demselben  Kegelschnitte  an- 
gehören, wenn  die  drei  Punkte  P,  Q,  B  in  gerader  Linie  liegen, 
und  unter  Pascal's  Satz  versteht  man  den  Inbegriff  beider  Sätze. 

Die  duale  Betrachtung  lehrt: 

Fünf  Tangenten  bestimmen  eindeutig  einen  Kegelschnitt. 

Ein  beliebiges  aus  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts 
gebildetes  (einfaches)  Sechsseit  hat  die  Eigenschaft,  daß  die 
Verbindungslinien  der  Gegenecken  (Hauptdiagonalen)  in 
einen  Punkt  zusammenlaufen.  Und  umgekehrt,  wenn  ein 
Sechsseit  diese  Eigenschaft  hat,  so  berühren  seine  Seiten  den- 
selben Kegelschnitt. 

Dieser  duale  Satz  wird  nach  Brianchon,  der  ihn  gefunden^),  be- 
nannt, ebenso  wie  ein  derartiges  Sechsseit  und  der  Konkurrenzpunkt. 

Wir  haben  diese  Sätze  übrigens  schon  gehabt  (Nr.  89): 

Wenn  ABÜ'JD  TIC  ein  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenes  Sechs- 
eck ist,  so  seien  TJ,  U  die  Scheitel  der  erzeugenden  projektiven  Büschel 
und  nach  A,B,C,D  gehen  entsprechende  Strahlen;  folglich  schneiden 
sich,  wie  a.  a.  0.  bewiesen  wurde,  die  Gegenseiten  in  drei  Punkten  einer 
Gerade.  Und  ist  ahuduc  ein  umgeschriebenes  Sechsseit,  so  seien 
u,u  die  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen;  a,'b,c,d  sind  dann  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte.  Wir  fanden  dort,  daß  die  drei 
Hauptdiagonalen  durch  denselben  Punkt  gehen. 
118  Wir    wollen    sofort    eine    Anwendung    dieser    Sätze    geben.      Es 

seien  ABC,  A' B' C  zwei  Polardreiecke  eines  Kegelschnitts  K.  Wir 
betrachten  die  beiden  Dreiseite,  eingeschlossen  von  AB,  BC,  CA, 
bzw.  A'B,  BC,  CA;  die  Pole  von  AB  und  CA'  in  bezug  auf  K 
sind  die  Gegenecken  C  und  B',  zwei  Ecken  des  zweiten  Dreiseits,  der 
Pol  von  BC  ist  der  Schnitt  der  beiden  Polaren  CA  und  AB  von 
B  und  C,  also  die  dritte  Ecke  des  zweiten  Dreiseits.  Folglich  sind 
die  beiden  Dreiseite  polar  in  bezug  auf  K  und  demnach  perspektiv 
gelegen  (Nr.  112);  es  entsprechen  sich  eine  Seite  des  einen  Dreiseits 
und   die    Gegenseite   ihres  Pols  im   andern,   also  AB  und  A'B',  BC 


1)  Journal  de  TEcole  polytechnique,  Heft  13  (Bd.  VI),  S.  297. 
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und  B  C,  CA  und  CA.  Die  Perspektive  Lage  sagt  aus,  daß  die 
Schnitte 

{AB,  AB),  {BC,  BG\  {CA,  CA) 

in  gerader  Linie  liegen;  das  bedeutet,  daß  die  sechs  Ecken  ein  Pas - 
calsches  Sechseck  ABC  ABC  bilden,  also  sich  auf  demselben 
Kegelschnitt  befinden. 

Bezeichnen  wir  nun  die  beiden  Polardreiecke  nach  ihren  Seiten 
ahc,  ah'c,  so  ergeben  sich  die  Dreiecke  {ah,  bc,  ca),  {ah',  V c,  cd) 
als  polar;  mithin  gehen  {ah,  dh'),  {bc,  b' c),  {cd,  ca)  durch  einen 
Punkt,  und  ahcdh'c  ist  ein  Brianchon'sches  Sechsseit. 

Von  zwei  zu  demselben  Kegelschnitte  K  gehörigen 
Polardreiecken  liegen  die  sechs  Ecken  auf  einem  zweiten 
Kegelschnitte,  und  die  sechs  Seiten  berühren  einen  dritten^^. 

Daraus  folgt,  daß,  wenn  einem  Polardreiecke  ABC  von  K 
ein  Kegelschnitt  e  umgeschrieben  ist,  diesem  noch  oo^  Polar- 
dreiecke von  K  eingeschrieben  werden  können,  es  genügt,  zwei 
Ecken  auf  ^  zu  bringen,  die  dritte  fällt  von  selber  auf  ihn.  Wir 
legen  also  eine  Ecke  A  beliebig  auf  ^,  die  zweite  B  in  einen 
der  Schnittpunkte  der  Polare  von  A  nach  K  mit  e;  der  dritte  C 
fällt  von  selbst  in  den  zweiten  Schnitt  dieser  Polare;  wobei  freilich 
nicht  zu  jedem  A  reelle  B  und  C  gehören. 

Und  ebenso  können  einem  Kegelschnitte  ^^,  der  einem 
Polardreiseite  abc  von  K  eingeschrieben  ist,  oo^  andere 
Polardreiseite  von  K  umgeschrieben  werden,  jede  Tangente  d 
von  ^1  bildet  mit  den  Tangenten  h\  c,  die  von  ihrem  Pole  nach  K 
kommen,  ein  solches  Dreiseit. 

Zwei  beliebige  Dreiecke  können  nicht  zugleich  Polardreiecke  für 
denselben  Kegelschnitt  sein. 

An  diese  Sätze  wollen  wir  den  Satz:  Die  sechs  Seiten  zweier 
demselben  Kegelschnitte  eingeschriebenen  Dreiecke  tan- 
gieren einen  zweiten  Kegelschnitt,  und  seine  duale  Umkehrung 
anschließen,  die  später  mit  ihnen  in  Zusammenhang  werden  gebracht 
werden.  Die  beiden  eingeschriebenen  Dreiecke  seien  ABC,  DE  F.  Wir 
schneiden  die  projektiven  Würfe  A  {B,  C,  E,  F)  und  D  {B,  C,  E,F)  bzw. 
mit  EF  und  BC,  wodurch  sich  ergibt: 

LMEFr\  BCIK. 

Also  tangieren  die  beiden  Träger  EF  und  BC  und  die  vier  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punke  LB,  31 C,  EI,  FK  oder  AB, 
AC,  BF,  BF  denselben  Kegelschnitt. 

Von  den  sechs  Ecken  eines  eingeschriebenen  Sechsecks  ^^'.BjB'CC  119 
seien  A  und  A,    B  und  B',    C  und  C  unendlich    nahe,    so   daß   die 
Seiten  AA,  BB\  CC   die  Tangenten  in  A,  B,  C  sind;    die   Gegen- 
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Seiten  J5'0,  C'Ä^  A'B  gehen  auf  der  Grenze  in  die  Seiten  J5C,  CA,  AB 
des  eingeschriebenen  Dreiecks  ABC  über.     Also: 

Die  Tangenten  in  den  Ecken  eines  einem  Kegelschnitte 
eingeschriebenen  Dreiecks  schneiden  die  Gegenseiten  in  drei 
Punkten,  die  in  gerader  Linie  liegen.     Und  dual: 

Die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  der  Seiten 
eines  Dreiecks,  welches  einem  Kegelschnitte  umgeschrieben 
ist,  mit  den  Gegenecken  laufen  in  einen  Punkt  zusammen. 

Für  den  Kreis  wurden  diese  projektiven  Sätze  in  Nr.  52  aus- 
gesprochen. 

Wenn  ein  Kegelschnitt  durch  zwei  projektive  Punktreihen  u,  n' 
erzeugt  wird,  so  berührt  er  diese  Geraden  in  den  Punkten  F,  E\ 
welche  dem  gemeinsamen  Punkt  E^  F'  entsprechen  (Nr.  93);  ihre 
Verbindungslinie  (die  Polare  von  E)  ist  die  involutorische  Axe 
(Nr.  90). 

Ist  36  der  Berührungspunkt  der  Tangente  XX',  so  laufen  nach 
dem  eben  erhaltenen  Satze  XE\  X'F  und  E?lc  in  einen  Punkt  zu- 
sammen; das  vollständige  Viereck  E'FXX'  zeigt  dann,  daß  36,  in 
bezug  auf  X  und  X',  harmonisch  ist  zum  Schnitte  mit  der  involuto- 
rischen  Axe. 

Daher  ist  auf  jeder  Verbindungslinie  entsprechender 
Punkte  zweier  projektiven  Punktreihen  der  Berührungs- 
punkt mit  dem  erzeugten  Kegelschnitt  dem  Schnitt  mit  der 
involutorischen  Axe  harmonisch  zugeordnet  in  bezug  auf 
die  beiden  verbundenen  Punkte,  und,  dual,  die  Tangente  im 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  projektiver  Büschel 
an  den  erzeugten  Kegelschnitt  dem  Strahle  nach  dem  invo- 
lutorischen Zentrum  harmonisch  zugeordnet  in  bezug  auf 
die  beiden  sich  schneidenden  Strahlen. 

Lassen  wir  bei  dem  eingeschriebenen  Sechsecke  AECBFJD  die 
Punkte  A  und  E,  B  und  F  unendlich  nahe  rücken,  so  werden  die 
Gegenseiten  AE,  BF  die  Tangenten  a,  h  in  A,  Bj  der  Punkt  (EC,  FD) 
geht  in  (AC,  BD)  über,  und  es  liegen  ah,  {AC,  BD),  (CB,  DA) 
in  gerader  Linie;  d.  h.  der  Tangentenschnitt  ah  liegt  auf  derjenigen 
Diagonale  des  eingeschriebenen  (vollständigen)  Vierecks  AB  CD,  durch 
deren  gegenüberliegenden  Diagonalpunkt  {AB,  CD)  die  Berührungs- 
sehne AB  geht,  und  ebenso  liegt  der  Tangentenschnitt  cd  auf  dieser 
Diagonale,  so  daß  sie  auch  Diagonale  des  zugehörigen  umgeschriebenen 
Vierseits  ah  cd  wird,  also  beide  das  nämliche  Diagonaldreieck  haben, 
wie  schon  in  Nr.  109  gefunden  wurde. 

Man  dualisiere  diese  Betrachtung. 
120  Wenn    auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  drei  Punkte 

Ä,  B',  C  liegen,    deren  Verbindungslinien    mit    den    Gegen- 
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ecken  in  einen  Punkt  zusammenlaufen,  so  daß 
^s    BA'     CB'     AC  _       ^ 

so  schneidet  jeder  durch  diese  drei  Punkte  gelegte  Kegel- 
schnitt die  Seiten  zum  zweiten  Male  in  Punkten  J.",  B",  C'\ 
für  welche  dasselbe  gilt.  Weil  AA"B'B"C'G"  ein  Pascal sches 
Sechseck  ist,  liegen  die  drei  Punkte: 

{ÄA'\  B"C')  =  51,    {B'B'\  C"Ä)  =  33,    {C'C'\  A'B')  =  ß 

auf  den  Seiten  von  ABC  in  gerader  Linie;  daher  ist: 

^^   B%     C^    ^  =^ 

und  weil  auch  B\C',%',  C",A\S8',  Ä\B',^  je  in  gerader  Linie 
liegen,  haben  wir: 

oN  B^  CB'  AC  _  .  BA^  Cß  AC"  _  .  BA"  CB'  ^  _  -, . 
^^    (721  *  AB"  '  BC  ~     '     CA  '  A^  '  BC"  ~     '     CA"  '  AB'  '  B^  ~  ^'^ 

aus  diesen  Relationen  1)  bis  3)  folgt: 

, s    BA"     CB"     AC"  _  _  . 
■^-^    CA"  'AB"  '  BC"~       ^' 

und  umgekehrt,  wenn  die  A",  B'\  C"  dieselbe  Eigenschaft  haben, 
wie  di'iQ  Ä , B' y  C ,  so  liegen  die  sechs  Punkte  JL',^',  C",J.'', 5",  C" 
auf  einem  Kegelschnitte;  denn  aus  1),  4)  und  3)  folgt  2),  d.  h. 
die  Geradlinigkeit  von  51,  35,  ß. 

Die  Berührungspunkte  eines  Kegelschnitts  mit  den  Seiten  eines 
Dreiecks,  dem  er  eingeschrieben  ist,  haben  diese  Lage  (Nr.  119). 

Sind  daher  zwei  Kegelschnitte  demselben  Dreiecke  ein- 
geschrieben, so  liegen  die  sechs  Berührungspunkte  auf 
einem  dritten  Kegelschnitte. 

Wir  haben  gefunden  (Nr.  55),  daß  die  drei  Geraden  aus  einem 
Punkte  0,  welche  je  zwei  Gegenkanten  eines  Tetraeders  treffen, 
BC,  AB  in  E,  E',  CA,  BD  in  F,  F\  AB,  CD  in  G,  G',  auf  den 
Seiten  der  vier  Dreiecke  Punkte  hervorrufen,  welche  der  Relation 
des  Ceva  genügen,  wobei  die  Konkurrenzpunkte  die  Schnitte  von 
OA,  OB,  OC,  OD  mit  den  Gegenebenen  sind,  und  daß  umgekehrt, 
wenn  auf  den  Kanten  sechs  Punkte  liegen,  welche  in  dreien  der 
Dreiecke  und  dann  auch  im  vierten  jene  Relation  erfüUen,  die  sieben 
Geraden  AA\  .  .  .,  DD\  EE',  .  .  .,  GG'  in  einen  Punkt  zusammen- 
laufen. 

Liegen  zwei  derartige  Punktgruppen  E,  .  .  .,  G'  und 
E^,...,  G^  auf  den  Kanten  des  nämlichen  Tetraeders,  so  be- 
finden sich  alle  zwölf  Punkte  auf  derselben  Fläche  2.  Grades. 
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Denn  zunächst  befinden  sich  die  sechs  auf  den  Kanten  eines 
Dreiecks  auf  einem  Kegelschnitte:  ^^,  .  .  .,  ^^.  Die  Fläche  2.  Grades, 
welche  durch  fünf  beliebige  Punkte  von  ^^,  drei  beliebige  von  ^^, 
einen  beliebigen  Punkt  von  ^^  geht,  enthält  damit  von  jedem  dieser 
Kegelschnitte  fünf  Punkte,  also  sie  ganz  und  damit  auch  den  ^^, 
weil  sechs  Punkte  von  ihm. 

Umgekehrt,  wenn  eine  derartige  Gruppe  E,  .  .  .,  G'  auf  den 
Kanten  eines  Tetraeders  vorliegt,  so  bilden  die  zweiten 
Schnittpunkte  E^^  .  .  .,  G^  mit  einer  durch  sie  gehenden 
Fläche  2.  Grades  eine  ebensolche  Gruppe.  Denn  die  vier  Kegel- 
schnitte, welche  sie  in  c^,  .  .  .,  d  einschneidet,  bewirken,  daß  die  drei- 
punktigen  Gruppen  der  Beziehung  von  Ceva  genügen. 

Berührt  eine  Fläche  2.  Grades  die  sechs  Kanten  des 
Tetraeders,  so  bilden  die  Berührungspunkte  eine  Gruppe  der 
vorliegenden  Art;  denn  in  jeder  der  vier  Ebenen  wird  der  genannten 
Beziehung  durch  die  betreffenden  Punkte  genügt. 

Wenn  also  zwei  Flächen  2.  Grades  die  Kanten  eines 
Tetraeders  tangieren,  so  gehören  die  zwölf  Berührungs- 
punkte einer  dritten  Fläche  2.  Grades  an.^) 

§  19.    Fortsetzung  der  Sätze  über  Involutionen. 

121  Der  Kegelschnitt  als  Träger  führt  sehr  einfach  zur  ümkehrung 

des  Satzes  (Nr.  86)  über  die  Multiplikation  zweier  Involutionen  7^,  I^. 

Für  diesen  Satz  selbst  gilt: 

Die  Projektivitätsaxe  des  Produkts  P  ist  die  Verbin- 
dungslinie der  Zentren  S^y  S^. 

In  der  Tat,  in  P  sind  X  und  X',  Y  und  Y'  entsprechend,  wenn 
/S^X,  Ä,  X.'  und  S^  Yy  S^  Y'  sich  auf  dem  Kegelschnitte  treffen:  in  X,  §). 
Dann  lehrt  das  Pascalsche  Sechseck  XBeXT^r,  daß  XY'  und  X'Y 
sich  auf  8^82  treffen. 

Es   sei   auf  K  eine  mit  Sinn  behaftete  Projektivität  P  gegeben: 

ABCX--  A  Ä'B'G'X'-'. 

Die  Projektivitätsaxe  s  werde  konstruiert  (Nr.  106);  auf  ihr  liegen 
P  =  (ÄB'y  BA),  Q  =  (ÄC,  GÄ)y  B  =  (BC,  GB').  Ist  S^  ein  be- 
liebiger Punkt  von  ihr,  so  sind  die  zweiten  Schnitte  von  J-Ä^,  A  8^ 
mit  K  entsprechende  Punkte  D',  B.     Sind  dann  B",  G",  X'\  ...  die 


1)  Steiner,  Gesammelte  Werke,  Bd.  I,  S.  181.  —  Der  analoge  Satz,  den 
Gergonne  als  vermutlich  richtig  diesem  in  den  Annales  de  Mathematiques  ver- 
öffentlichten Aufsatze  Steiners  hinzugefügt  hat  über  die  12  Berührungspunkte 
von  drei  Flächen  2.  Grades  mit  den  Ebenen  eines  Tetraeders  ist  nicht  richtig: 
Archiv  für  Math,  und  Phys.  3.  Reihe  Bd.  5,  S.  9. 
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zweiten  Schnitte  von  S^  (B,  C,  X,  .  .  .)  mit  K,  so  haben  wir  die  In- 
Yolution  Zj  mit  dem  Zentrum  S^: 

ÄBCDX'-  7\  B'B"C"A'X""", 
also  ist: 

A'B'C'B'X'-  '  A  B'B''C''Ä'X'''-  -. 

Das  ist  eine  Involution  I^,  weil  A'  und  B'  sich  doppelt  ent- 
sprechen; ihr  Zentrum  ist  S,^  ^  {Ä B\  B' B")  und  C G'\  X' X'%  .  .  . 
gehen  durch  dasselbe.  Es  liegt  ebenfalls  auf  s,  denn  das  Pascal  sehe 
Sechseck  AB'AB'B"B  beweist,  daß  es  mit  S^  =  {B'A,  B" B)  und 
P  =  (AB\  BÄ)  in  gerader  Linie  liegt.  I^  führt  also  A,  B,  C,B,X,... 
in  D;  JB%  0",  A',  X",  .  .  .  über  und  /^  diese  in  Ä,  B\  G\  B\  X',  . . . ; 
also  ist  I^  .  I^=  F. 

Die  beiden  Zentren  S^,  S^  sind  die  Projektionen  der  entsprechen- 
den Punkte  X  und  X'  aus  dem  beliebigen  Punkte  X"  von  K 
auf  die  s. 

Also:  Eine  auf  einem  Kegelschnitte  befindliche  Projek- 
tivität  P  wird  auf  ihre  Projektivitätsaxe  aus  allen  Punkten 
der  Kurve  in  dieselbe  Projektivität  77  projiziert;  zwei  ent- 
sprechende Punkte  sind  immer  Zentren  von  zwei  Involutionen 
I^y  I^j  als  deren  Produkt  die  P  aufgefaßt  werden  kann,  und 
zwar  derartig,  daß  ein  Punkt  der  ersten  Punktreihe  von  P 
(von  welcher  in  die  andere  transformiert  wird)  in  das  Zentrum  der 
Involution  projiziert  wird,  welche  die  erste  in  der  Reihen- 
folge der  Faktoren  ist. 

Ist  nun  P  selbst  eine  Involution  /  mit  dem  Zentrum  S,  wozu 
erforderlich  ist,  daß  7^^  und  I^  sich  stützen,  so  ist  auch  77  auf  der 
Involutionsaxe  s  eine  Involution  und  zwar  die  der  konjugierten  Punkte, 
und  die  Reihenfolore  ist  gleicho^ülticr. 

Die  Zentren  zweier  sich  stützenden  Involutionen  J^,  Zg 
auf  einem  Kegelschnitte  K'^)  sind  konjugiert  in  bezug  auf 
denselben,  und  ihr  Produkt  hat  die  dritte  Ecke  des  Polar- 
dreiecks zum  Zentrum,  woraus  unmittelbar  hervorgeht,  daß  je  zwei 
von  diesen  drei  Involutionen  sich  stützen  und  die  dritte  zum  Produkte 
haben.  Die  Quadrupel  der  Punkte  auf  Ä,  welche  in  sie  je  zwei  Paare 
liefern,  bilden  die  eingeschriebenen  Vierecke,  für  welche  das  Polar- 
dreieck das  Diagonaldreieck  ist;  jeder  Punkt  von  K  liefert  eins. 

Ein  Büschel  von  Involutionen  auf -K^  (Nr.  85)  wird  durch 
alle  diejenigen  gebildet,  deren  Zentren  eine  Gerade  erfüllen 


1)  R.  Böger  nennt  in  seiner  Ebenen  Geometrie  der  Lage  (Sammlung 
Schubert  VE),  1900,  von  zwei  sich  stützenden  Involutionen  jede  die  resultierende 
der  andern  (§  13);  alle,  auf  welche  eine  Involution  sich  stützt,  für  welche  sie 
die  resultierende  ist,  heißen  dann  die  komponierenden. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    I.  11 
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und  deren  Axen  durcli  deren  Pol  gehen;  dieser  Pol  ist  das  Zentrum 
derjenigen  Involution,  auf  welche  sich  alle  stützen. 

Die  Beziehung  bleibt  bestehen,  wenn  die  Involutionen  aus  einem 
Punkte  des  Kegelschnitts  projiziert,  oder  auch  die  je  auf  der  Axe  ge- 
legenen Involutionen  konjugierter  Punkte  (Nr.  111). 

Das  Netz  der  sämtlichen  von  K  getragenen  Involutionen  bildet 
sich  in  das  Punktfeld  der  Zentren  oder  das  Geradenfeld  der  Axen  ab; 
und  die  Erzeugung  des  Netzes  durch  Büschel  (Nr.  85)  ergibt  sich  aus 
der  Erzeugung  etwa  des  Geradenfeldes  aus  drei  Geraden  durch  die 
Büschel,  welche  eine  von  ihnen  mit  den  Strahlen  des  Büschels  der 
beiden  andern  verbinden. 

Beim  Kegelschnitt  als  Träger  ist  leicht  der  Punkt  X  anzugeben^ 
welcher  die  Involution  {AX,  BY,  CZ)  liefert,  die  auf  zwei  ge- 
gebene Involutionen  sich  stützt  (Nr.  85).  Sind  in  diesen  dem  Ä  die 
Punkte  Bj  C  und  dem  beweglichen  X  die  Y,  Z  gepaart,  so  durch- 
laufen (ÄX,  BY),  (ÄX,  CZ)  die  Axen,  und  der  Schnittpunkt  der- 
selben ist  das  Zentrum  der  gesuchten  Involution  und  liefert  mit  Ä 
verbunden  den  X. 

122  Die  drei  Gegenseiten-Paare  eines  vollständigen  Vierecks 
ABCD  werden  von  einer  Transversale  in  drei  Punktepaaren 
in  Involution  geschnitten  (Nr.  46).  Jeder  Kegelschnitt  durch 
die  Ecken  gibt  in  seinen  Schnitten  ein  weiteres  Paar  der 
Involution. 

Wenn  die  Transversale  die  Gegenseiten  AC,  BD]  AJD,  BC  in 
JSy  E'-  FyF'  und  den  Kegelschnitt  in  X,  X'  trifft,  so  ist,  weil  A,  B^ 
C,  B,  Xj  X'  auf  diesem  liegen: 

A  (C,  D,  X,  X')  7\  B{C,  B,  X,  X') ; 
also  auf  der  Transversale: 

EFXX'  7\  F'E'XX'  T\  F'F'X'X-, 

was  bedeutet,  daß  FE',  FF\  XX'  in  Involution  sind  (Nr.  70). 

Damit  ergibt  sich  die  Fundamentaleigenschaft  des  Büschels  von 
Kegelschnitten  durch  vier  Punkte,  zunächst  für  vier  reeUe  Grund- 
punkte. 

123  Der  Satz,  daß  bei  drei  verbundenen  Punkt  in  volutionen  drei  in 
gerader  Linie  liegenden  Punkten  drei  ebenso  beschaffene  Punkte  ge- 
paart sind,  läßt  sich  veraUgemeinem. 

Drei  beliebige  Paare  J.J.',  J55',  CC  aus  drei  verbundenen 
Involutionen  (a),  (b),  (c)  liegen  immer  auf  einem  Kegel- 
schnitte. 

Die  Geradenpaare  {AB,  AB'),  {AB',  AB)  des  Büschels  {AA'BB') 
schneiden  in  c  Punktepaare  der  Involution  (c),  also  tun  es  nach  dem 
obigen  Satze  auch  die  übrigen  Kegelschnitte;  d.  h.  der  durch  C  gehende 
geht  durch  C. 
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Oder,  wenn  AB,  AB'  die  c  in  dem  Paare  C^,  C^  der  (c)  schneiden, 
so  gibt  diese  Involution,  zu  der  auch  5133  und  CC  gehören: 

%G^CC'7\  SdC^C'C7\  C.'^CC-, 
also: 

Bi%  C„  C,  C)  T\  Ä'iC,',  S3,  C,  C); 
oder : 

B{B\  Ä,  C,  C)  A  A\B',  Ä,  0,  CO; 

womit  ausgesagt  ist,  daß  die  sechs  Punkte  dem  nämlichen  Kegel- 
schnitte angehören. 

Für  jeden  Kegelschnitt  durch  J.,  A',  B,  B'  sind  die  Doppelpunkte 
von  (a)  und  (b)  konjugiert;  also  ist  das  Vierseit,  dessen  Ecken  die 
sechs  Doppelpunkte  sind  (Nr.  82),  für  ihn  ein  Polvierseit  und  nach 
Hesse s  Satz  (Nr.  112)  sind  auch  die  Doppelpunkte  auf  c  konjugiert, 
und  der  Kegelschnitt  geht  durch  ein  Paar  von  (c). 

Umorekehrt,  ein  Keorelschnitt  determiniert  durch  seine 
Schnittpunkte  mit  den  Seiten  eines  Dreiecks  drei  verbun- 
dene Involutionen  auf  denselben. 

Jede  derselben  stützt  sich  auf  die  auf  ihrer  Seite  befindliche  In- 
volution konjugierter  Punkte  und  ist  dadurch  und  das  Eckenpaar 
bestimmt. 

Noch  allgemeiner  gilt:  Schneidet  ein  Kegelschnitt  K  die 
drei  Geraden  a,  b,  c  in  A^  A^]  ^y  ^i]  ^7^1?  so  liegen  die  diesen 
Punkten  in  (a),  (b),  (c)  gepaarten  Punkte  A\  ^/;  B\B^']  C,  C/ 
wiederum  auf  einem  Kegelschnitte  K'. 

Denn  es  ist  wegen  K: 

AiB,B„C,C,)7\A(B,B„C,C,); 

weil  aber  die  Büschel  um  gepaarte  Punkte  J.,  A'  von  (a)  projektiv 
sind  mit  solchen  Strahlen  als  entsprechenden,  die  nach  gepaarten 
Punkten  von  (b)  oder  (c)  gehen,  so  ist: 

AiB,  B„  G,  C)  A  A'{B',  B,',  C,  C,-), 

A,{B,  B„  C,  C.)  A  Ä,'(B',  B,',  C,  C.'); 
also: 

A'{B',  B,',  C,  C/)  A  A^B',  B,',  C,  C,'); 

dies  beweist  die  Behauptung. 

Man  nennt  zwei  Geraden,  welche  die  a,  b,  C  in  gepaarten  Pimkten 
ihrer  Involutionen  treffen,  sowie  auch  zwei  Kegelschnitte  wie  K  und 
K'  konjugiert;  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  drei  Paare  von  (a), 
(b),  (c)  geht,  ist  also  sich  selbst  konjugiert. 

Sechs  Paare  aus  sechs  verbundenen  Involutionen  auf 
den  Kanten  eines  Tetraeders  (Nr.  84)  liegen  stets  auf  einer 
Fläche  2.  Grades. 

11* 
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Denn  die  drei  Paare  in  jeder  der  vier  Ebenen  liegen  auf  einem 
Kegelsclmitte,  und  diese  vier  Kurven,  von  denen  je  zwei  zwei  Punkte 
gemein  haben,  befinden  sich  auf  derjenigen  Fläche  2.  Grades,  welche 
von  einer  von  ihnen  fünf  Punkte,  von  einer  zweiten  drei  weitere 
(außer  den  gemeinsamen),  von  einer  dritten  einen  weiteren  Punkt 
enthält. 

Umgekehrt,  ruft  jede  Fläche  2.  Grades  auf  den  sechs  Kanten 
eines  Tetraeders  sechs  verbundene  Involutionen  hervor. 

Schneidet  man  die  sechs  Kanten  mit  einer  beliebigen 
Fläche  2.  Grades,  so  sind  die  zwölf  Punkte,  die  den  Schnitten 
in  verbundenen  Involutionen  auf  den  Kanten  gepaart  sind, 
wiederum  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  gelegen;  denn  den 
Kegelschnitten,  in  denen  jene  Fläche  die  Ebenen  schneidet,  sind  Kegel- 
schnitte konjugiert,  immer  mit  zwei  gemeinsamen  Punkten  auf  der 
Schnittkante,  so  daß,  wie  oben,  eine  Fläche  2.  Grades  durch  sie  geht. 

Drei  verbundene  Strahleninvolutionen  (51),  (33),  ((S)  rufen 
auf  einem  dem  Dreiecke  5133(5^  umgeschriebenen  Kegelschnitte 
^  drei  Involutionen  hervor,  deren  Zentren  S^,  S^,  S(x,,  auf 
den  Seiten  a,  B,  c  befindlich,  in  gerader  Linie  liegen  und  welche 
demselben  Büschel  angehören. 

Sind  etwa  (35)  und  ((^)  elliptisch,  so  liegen  S^q,  S^  innerhalb, 
die  Verbindungslinie  trifft  ^  reell  in  S,  2';  nach  diesen  Punkten  gehen 
gepaarte  Strahlen  aus  (33)  und  aus  ((S),  daher  auch  aus  (5();  2,  S' 
sind  also  in  allen  drei  Involutionen  auf  ^  gepaart  und  £2'  enthält 
auch  S^.  Die  Involution  auf  ^  mit  den  Doppelpunkten  2,  2'  stützt 
sich  auf  alle  drei  Involutionen. 

Im  andern  Falle,  wo  (51),  (33),  (S)  alle  hyperbolisch  sind,  benutzen 
wir  das  reelle  Viereck,  dessen  Gegenseiten  -  Paare  aus  den  Doppel- 
strahlen bestehen,  sie  schneiden  den  ^  nach  Nr.  112  in  drei  Paaren 
DJ)^j  EE^,  FF^  in  Involution.  Diese  Punkte  sind  die  Doppelpunkte 
der  in  ^  eingeschnittenen  Involutionen;  also  sind  DD^,  EE^^  FF\ 
deren  Axen;  wegen  jener  Involution  gehen  sie  durch  einen  Punkt, 
und  seine  Polare  enthält  die  drei  Zentren. 

Die  Involution  DD^,  EE^,  FF^  ist  die,  auf  welche  sie  sich  alle 
drei  stützen. 
124  um  die  Punkte  C,  C  eines  festen  Paars  der  einen  von  drei  ver- 

bundenen Involutionen  (a),  (b),  (c)  entstehen  projektive  Büschel,  in 
denen,  wenn  AA'  irgend  ein  Paar  von  (a)  ist,  sowohl  C^  und  G'A'j 
als  CA  und  CA  entsprechend  sind;  sind  X,  X'  die  Schnitte  dieser 
entsprechenden  Strahlen,  so  ist  CC'XX'  ein  Viereck,  welches  dem 
durch  die  Büschel  erzeugten  Kegelschnitte  eingeschrieben  ist;  A^  A' 
sind  Diagonalpunkte  desselben,  also  konjugiert  in  bezug  auf  ihn; 
daher  ist  (a)  die  dem  Kegelschnitte  zugehörige  Involution  konjugierter 
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Punkte  auf  a;  und  (b)  hat  dieselbe  Eigenschaft,  weil  jene  entsprechen- 
den Strahlen  stets  nach  gepaarten  Punkten  von  ihr  gehen. 

Durchläuft  CC  die  Involution  (c),  so  erhält  man  oo^  Kegel- 
schnitte, zu  denen  allen  die  (a)  und  (b)  als  Involutionen  konjugierter 
Punkte  gehören;  es  entsteht  ein  Büschel  mit  den  Doppelpunkten 
dieser  Involutionen  als  Grundpunkten;  für  konjugiert  imaginäre  ist 
dann  die  betreffende  Involution  die  darstellende. 

Die  dritte  Involution  (c)  verhält  sich  anders  zum  Büschel;  sie 
ist  die  Schnittinvolution  desselben  mit  c.  Dabei  ist  zu  bemerken, 
daß  im  Falle  von  vier  reellen  Grundpunkten,  wo  (c)  hyperbolisch  ist, 
die  reell -punktigen  Paare  dieser  Involution  nicht  hinreichen,  um  alle 
reellen  Kegelschnitte  des  Büschels  zu  erzeugen;  wohl  aber  in  den 
beiden  andern  Fällen,  wo  (a)  und  (b)  ungleichartig  oder  beide  ellip- 
tisch sind.  Im  ersteren  ist  (c)  elliptisch  und  hat  nur  reeU- punktige 
Paare:  aUe  reeUen  Kegelschnitte  treffen  c  reell.  Im  andern  Falle  be- 
sitzt die  hyperbolische  (c)  wohl  Paare  mit  konjugiert  imaginären 
Punkten:  aber  diese  rühren  von  imaginären  Kurven  des  Büschels  her. 
nicht  von  reellen  wie  beim  Büschel  mit  reellen  Grundpunkten.  Sei 
also  CC  ein  Paar  von  (c)  und  K  der  Kegelschnitt  des  Büschels,  zu 
dem  es  führt;  u  eine  Transversale,  welche  a,  b,  C  in  Ä,  B,  C^  trifft, 
und  Ä',  B'  den  A,  B  m  (a),  (b)  gepaart,  so  lehren  die  sechs  Punkte 
ABGÄB'C,  die  einem  Kegelschnitte  angehören,  daß  >S  =  {AB,  A'B'), 
P  =  {CB,  C'B')  imd  Q  =  {CA;,  C'ä)  in  gerader  Linie  liegen.  P  und 
Q  befinden  sich  auf  dem  durch  die  Büschel  C  und  C  erzeugten 
Kegelschnitt,  also  ist,  wenn  X,  X'  dessen  Schnitte  mit  u  sind: 

C(C',  P,  X.  X')  7{  Q{C',  P,  X,  X'), 
daher  auf  u: 

C^BXX'  T\  ASXX'  A  SAX'X-, 

also  sind  die  X,  X'  mit  den  festen  Paaren  AB,  C^S  in  Involution; 
womit  der  Fundamentalsatz  auch  für  die  andern  Fälle  des  Büschels 
bewiesen  ist^). 

In  Nr.  85  wurde  eine  Involution  I^  durch  eine  andere  I^  in  eine 
dritte  I^  transformiert,  indem  zu  den  Elementen  jedes  Paares  von 
1^  die  in  /,  gepaarten  aufgesucht  werden,  welche  dann  ein  Paar  in 
I^  bilden.  Nehmen  wir  einen  Kegelschnitt  K  als  Träger,  so  seien 
S^y  s^;  S^fS^'^  ^ifS^  die  Zentren  und  Axen.  Weil  I^  die  Doppel- 
punkte von  Jj  in  die  von  I^  überführt,  so  ist  S2  ein  Diagonalpunkt 
des  Vierecks    dieser   vier  Doppelpunkte    oder   der  Doppelpunkt   eines 


1)  Vgl.  dazu  Steiner -Schröters  Vorlesungen  3.  Aufl.,  §  42,  sowie  den 
vierten  Abschnitt.  —  Von  diesem  Falle,  wo  die  drei  Involutionen  nicht  alle  gleich- 
artig entstehen,  rührt  Bögers  Benennung:  Involutionen  auf  zwei  Gegenseiten 
und  ihre  diagonale  Involution  her  (a.  a.  0.  §  11). 
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zweiten  Geradenpaars  in  dem  Kegelschnitt-Büschel,  der  durch  K  und 
das  Geradenpaar  der  Axen  s^,  s^  bestimmt  ist. 

Es  gibt  demnach  zwei  Involutionen  lg;  -^2';  welche  I^  und 
I^  ineinander  überführen;  ihre  Zentren  ^Sg,  S^  sind  die 
Doppelpunkte  der  beiden  andern  Geradenpaare   im  Büschel 

Alle  vier  Zentren  S^^  S^y  S^,  S^  liegen  auf  der  Polare  f  des 
Punktes  s^^s^]  auf  ihr  liegen  zwei  sich  stützende  Involutionen:  die  In- 
volution der  konjugierten  Punkte  von  K  mit  den  Paaren: 

S,(B„   S,€„   MM,   NN,   S^S,\ 

wo  M,  Nj  ©i,  @i  die  Schnitte  mit  K  und  5^,  s^  sind,  und  die  Schnitt- 
involution mit  dem  Kegelschnitt-Büschel,  welche  den  gemeinsamen 
Involutionen  konjugierter  Punkte  auf  s^,  .s^  verbunden  ist  und  in  der 

ffepaart  sind:  

MN,   ©.©.,   S,S„   S/Ä,'; 

folglich  sind  in  der  letzteren  auch  S^,  S^  gepaart;  wir  können  also 
die  Zentren  S^,  S2  der  überführenden  Involutionen  auch  de- 
finieren als  die  Doppelpunkte  der  Involution  S^S^,  ©i@i, 
wenn  wir  die  Punkte  M,  N,  als  eventuell  imaginär,  umgehen  woUen. 

Die  Schnittinvolution  auf  j  und  die  Involutionen  konjugierter 
Punkte  auf  5^,  s^,  welche  mit  denen  auf  K,  welche  diese  Geraden  zu 
Axen  haben,  gleichartig  sind  (Nr.  111),  sind,  wie  eben  gesagt,  ver- 
bundene Involutionen;  also  sind  alle  drei  hyperbolisch  oder  nur  eine. 

Daher  sind,  wie  notwendig,  die  Zentren  S2,  S2'  und  die  zuge- 
hörigen Involutionen  Jg?  ^2  i*gg11  oder  imaginär,  je  nachdem  /j,  I^ 
gleichartig  sind  oder  nicht. 

Wenn  zwei  Kegelschnitte  K  und  K^  gegeben  sind,  so  seien  p,  i\ 
die  Polaren  eines  Punktes  P.  Wir  konstruieren  auf  den  Strahlen  l 
durch  P  die  den  Punkten  Ip  in  bezug  auf  K^  konjugierten  Punkte; 
sie  bilden  einen  Kegelschnitt  ^^ ,  erzeugt  durch  die  projektiven  Büschel 
um  P  und  um  den  Pol  Q^  von  p  nach  K^ ;  weil  in  diesen  dem  Strahle 
von  P  nach  pp^  der  Strahl  Q^F  entspricht,  so  berührt  ^^  jenen  Strahl 
in  P.  Dasselbe  tut  der  Kegelschnitt  ^,  welcher  die  zu  den  Punkten 
Ip^  in  bezug  auf  K  konjugierten  Punkte  enthält.  Also  haben  diese 
Kurven  ^  und  ^^  noch  zwei  Punkte  gemein.  Auf  dem  Strahle  aus  P 
nach  einem  derselben,  Sj  geht  das  Paar  P,{PS,p)  der  Involution 
konjugierter  Punkte  für  K  durch  diejenige,  die  zu  K^  gehört,  über 
in  (P5,Pi),  Sy  welche  wiederum  für  K  konjugiert  sind.  Die  beiden 
Involutionen  stützen  sich;  die  einen  Doppelpunkte  sind  zu  den  andern 
harmonisch.  Die  Geraden,  welche  die  beiden  gegebenen  Kegel- 
schnitte harmonisch  schneiden,  umhüllen  also  einen  dritten 
Kegelschnitt,  von  dem  man  leicht  erkennen  wird,  daß  er  die 
acht  Tangenten  der  vier  gemeinsamen  Punkte  berührt. 
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Postulate  oder  Forderungen  der  Konstruktionsgeometrie  125 
in  der  Ebene  sind:   daß   man  zwei   Punkte   durch  eine  Gerade  ver- 
binden^ zwei  Geraden  zum  Schnitte  bringen  und  daß  man  die  beiden 
Schnittpunkte  einer  Gerade   und   eines  Kreises   oder   zweier  Kreise  — 
wofern  sie  reell  sind  —  ermitteln  kann. 

Aufgaben,  welche  nur  eine  Lösung  haben,  lassen  sich  auf  die 
beiden  ersten,  also  auf  die  bloße  Benutzung  der  Lineals  zurückführen 
und  heißen  ersten  Grades  oder  linear;  für  Aufgaben,  welche  zwei 
Lösungen  haben,  ist  im  allgemeinen  die  Heranziehung  der  beiden 
andern  Postulate,  also  auch  der  Zirkel  notwendig;  sie  heißen  vom 
zweiten  Grade  oder  quadratisch;  die  algebraische  Behandlung 
führt  in  jenem  Fall  zu  einer  Gleichung  1.  Grades,  in  diesem  zu  einer 
Gleichung  2.  Grades. 

Um  eine  endliche  Anzahl  von  Lösungen  zu  haben,  muß  man 
(was  in  der  Elementargeometrie  vielfach  nicht  geschieht)  die  Aufgabe 
so  präzisieren,  daß  auch  die  Lage  bestimmt  wird.  Wenn  z.  B.  nur 
verlangt  wird,  ein  einem  gegebenen  Dreiecke  ABC  ähnliches  Dreieck 
Ä'B'C  zu  konstruieren,  so  sind  unendlich  viele  Lösungen  möglich; 
wenn  aber  vorgeschrieben  wird,  daß  die  Seite  Ä' B'  nach  Größe  und 
Lage  gegeben  sei,  dann  erhält  die  Aufgabe  zwei  Lösungen  und  er- 
weist sich  als  quadratisch. 

Steiner  hat  in  seinen  „Geometrischen  Konstruktionen,  ausgeführt 
mittels  der  geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises"^)  gezeigt,  daß  man 
bei  quadratischen  Aufgaben  mit  einem  einzigen  der  Größe  und  Lage 
von  vornherein  (vor  Stellung  der  jedesmaligen  Aufgabe)  gegebenen 
Kreise  auskommen  kann. 

Die  Aufgabe,  durch  einen  gegebenen  Punkt  zu  einer  gegebenen 
Gerade  die  Parallele  zu  ziehen,  ist  nach  der  Perspektiven  Raum- 
anschauung nur  die  Verbindung  zweier  Punkte,  von  denen  der  eine 
unendlich  fern  ist,  also  linear;  sie  muß  jedoch  wegen  des  beschränkten 
Zeichenraums,  der  den  unendlich  fernen  Punkt  nicht  enthält,  qua- 
dratisch gelöst  werden;  sie  kann  aber  sofort  linear  gelöst  werden, 
wenn  der  unendlich  ferne  Punkt  als  Schnitt  zweier  parallelen  Geraden 
gegeben  ist  (Steiner  a.  a.  0.  S.  471). 


1)  Berlin  1833;  Gesammelte  Werke  Bd.  I,  S.  461:  Klassiker  der  exakten 
Wissenschaften  Nr.  60.  —  Mascheroni  hat  in  seiner  Geometria  del  compasso 
(1797)  nur  den  Zirkel  benutzt,  das  Lineal  ausgeschlossen.  Derartige  Bestrebungen 
gehen  bis  auf  Lionardo  da  Vinci  zui-ück;  vgl.  auch:  Adler,  Wiener  Sitzungs- 
berichte, Bd.  99  (1890),  S.  846,  910. 

Vor  allem  ist  jetzt  hinzuweisen  auf  die  während  des  Drucks  erschienene 
von  F.Enriques  herausgegebene  Sammelschrift:  Fragen  der  Elementargeometrie, 
Teil  II,  Die  geometrischen  Aufgaben,  ihre  Lösung  und  Lösbarkeit.  (Deutsch  von 
H.  Fleischer,  1907.) 
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Aufgaben  mit  mehr  als  zwei  Lösungen  lassen  sicli  im  allgemeinen 
nicht  auf  jene  Postulate  zurückführen  und  gelten  als  „nicht  lösbar". 
Es  ist  aber  bisweilen  möglich,  die  Lösungen  in  Gruppen  zu  zerlegen, 
von  denen  jede  für  sich  allein  behandelt  werden  kann.  So  hat  das 
Apollonische  Problem:  die  Kreise  zu  konstruieren,  welche  drei  ge- 
gebene Kreise  berühren,  acht  Lösungen.  Diese  bilden  aber  vier 
Paare,  und  jedes  Paar  kann,  unabhängig  von  den  andern,  konstruiert 
werden;  infolge  dessen  hat  man  es  mit  vier  quadratischen  Aufgaben 
zu  tun;  die  Gleichung  8.  Grades,  zu  welcher  die  algebraische  Behand- 
lung führt,  läßt  sich  in  vier  quadratische  zerlegen.  Das  gilt  z.  B. 
auch  für  die  Siebenzehnteilung  des  Kreises^).  In  Nr.  80  und  81  hat 
es  sich  auch  um  Aufgaben  4.  Grades  gehandelt,  welche  in  je  zwei 
quadratische  zerfallen.  Dagegen  ist  die  Dreiteilung  eines  beliebigen 
Winkels  eine  nicht  auf  niedrigeren  Grad  reduzierbare  kubische  Auf- 
gabe und  daher  im  obigen  Sinne  nicht  lösbar^). 
126  Lineare  Aufgaben  sind    das   Konstruieren  von  weiteren 

Punkten  eines  Kegelschnitts,  wenn  fünf  Punkte  desselben 
gegeben  sind,  oder  von  weiteren  Tangenten,  wenn  fünf  Tan- 
genten gegeben  sind,  wofern  folgende  genauere  Bestimmung 
stattfindet:  der  sechste  Punkt  soll  der  zweitePunkt  desKegel- 
schnitts mit  einer  gegebenen  Gerade  sein,  welche  durch 
einen  der  gegebenen  Punkte  geht,  bzw.  die  sechste  Tangente 
soll  die  zweite  Tangente  sein  aus  einem  gegebenen  Punkte, 
der  auf  einer  der  gegebenen  Tangenten  liegt;  zur  Lösung 
dienen  die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon. 

Die  fünf  gegebenen  Punkte  seien  A^  B\  C,  Ä,  B,  der  gesuchte 
sei  C,  und  die  gegebene  Gerade  l,  auf  der  er  liegen  soll,  sei  durch 
B  gelegt,  wodurch  er  in  der  Reihenfolge  AB'CÄBC  der  Nachbar 
von  -B  und  l  Seite  des  Sechseck  wird^). 

Yon  der  Pascal  sehen  Gerade  p  lassen  sich  sofort: 

{AB,  AB)  =  P  und  {B 0,  BC)  =  {B  C,  l)  =  Q 

konstruieren;  demnach  ist  der  dritte  Punkt  R  =  {CA\  G  A)  der  Schnitt 
von  P§  mit  CA,  also  liegt  C  auf  V  =  RA  und  ist  der  Schnitt  mit  L 

1)  Vgl.  z.  B.  Schröter,  Journal  f.  Matbematik,  Bd.  75,  S.  13,  sowie  Artikel 
V,  VI  in  dem  Buche  von  Enriques. 

2)  In  den  Preisarbeiten  von  Kortum  (Über  geometriscbe  Aufgaben  3.  und 
4.  Grades,  Bonn  1869)  und  Henry  J.  S.  Smith  (Annali  di  Matematica,  Ser.  II, 
Bd.  3 :  Memoire  sur  quelques  problemes  cubiques  et  biquadratiques)  wird  gezeigt, 
daß,  falls  ein  fester  Kegelschnitt  (der  nicht  Kreis  ist)  ein  für  alle  Male  gezeichnet 
vorliegt,  sich  alle  kubischen  und  biquadratischen  Aufgaben  mit  alleiniger  Hilfe 
von  Zirkel  und  Lineal  ausführen  lassen. 

Die  geometrischen  Konstruktionen  3.  und  4.  Grades,  ausgeführt  mittels  der 
geraden  Linie  und  einer  festen  Kurve  3.  Ordnung,  hat  London  behandelt: 
Zeitschr.  für  Math,  und  Phys.,  Bd.  41,  S.  129. 

3)  Danach  ist  die  Reihenfolge  (und  Benennung)  einzurichten. 
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Bewegt  sich  l  um  B,  so  bewegt  sich  V  projektiv  um  ^4;  demi  l 
und  Q  bewegen  sich  perspektiv  um  B  und  auf  B^  C,  dann  Q  und  p 
perspektiv  auf  B  C  und  um  P,  p  und  B  um  P  und  auf  CA',  endlich 
Fl  und  V  perspektiv  auf  CA'  und  um  A. 

Dual,  es  seien  die  fünf  Tangenten  a,})',c,a,h  gegeben  und  auf  h 
der  Punkt  L,  durch  den  die  sechste  Tangente  c  gehen  soll.  Wir 
konstruieren  die  Geraden  {ah',  ah)=p,  {h' c,  L)  =  q,  {cci'y  PQ)  =  '^'y 
dann  ist  c   die  Gerade  von  L  nach  L'  =  ra. 

Wir  heben  einige  Spezialfälle  hervor.  Anstelle  von  fünf  Punkten 
seien  vier  Punkte  und  die  Tangente  in  einem  von  ihnen  gegeben. 
Dieser  sei  etwa  A,  so  hat  sich  sein  Nachbar  B  in  der  Reihenfolge 
des  Sechsecks  mit  ihm  derartig  vereinigt,  daß  die  verbindende  Sechs- 
ecksseite AB'  die  gegebene  Tangeute  a  in  A  ist;  es  ist  dann  {a,  AB)  =  P, 
(A  C,  l)  =  Q  usw.  Im  dualen  Falle  sind  vier  Tangenten  a,  c,  a,  b 
und  der  Berührungspunkt  A  von  a,  der  Schnittpunkt  der  unendlich 
nahen  h',  gegeben. 

Man  lasse  zwei  solche  Vereinigungen  eintreten,  den  Kegelschnitt 
also  gegeben  sein  durch  drei  Punkte  und  die  Tangenten  in  zweien 
von  ihnen,  durch  drei  Tangenten  und  die  Berührungspunkte  von  zweien. 

Oder,  wenn  wieder  fünf  Punkte  AyB\C,ÄyB  gegeben 
sind  und  die  Tangente  in  einem  von  ihnen  konstruiert  werden 
soll,  so  sei  dieser  B  genannt,  damit  der  sechste  Punkt  C  in  der  bisher 
üblichen  Reihenfolge  benachbart  sei;  er  ist  mit  C  identisch  und  ge- 
sucht ist  die  Verbindungslinie  BC\     Wir  haben  dann 

{AB,  A'B)  =  P,  (CA,  CA)  =  (CA',  BA)  =  B,  {B'  C,  PB)  =  Q, 

und  nach  Q  geht  die  gesuchte  Tangente  BC.  Und  dual  wird  man, 
wenn  a,  V ,  c,  a,  h  gegeben  sind,  auf  5  den  Berührungspunkt  konstruieren. 

Für  eine  Hyperbel  kann  man  als  einen  der  Punkte  den  einen 
der  beiden  unendlich  fernen  Punkte  geben,  vermittelst  einer  Gerade, 
auf  der  er  liegt,  die  dann  der  betreffenden  Asymptote  parallel  ist,  so 
daß  die  eine  Asymptotenrichtung  gegeben  ist.  Es  sind  dann  eben  die 
nach  diesem  Punkt  zu  ziehenden  Geraden  parallel  zu  jener  ihn  be- 
stimmenden Gerade  zu  legen.  Man  ist  auch  imstande,  die  genannte 
Asymptote  zu  konstruieren.  Und  umgekehrt  kann  diese  gegeben  sein. 
Man  gebe  z.  B.  beide  Asymptoten  und  einen  endlichen  Punkt  für  die 
Hyperbel,  konstruiere  weitere  Punkte  und  die  Tangente  des  endlichen 
Punktes. 

Für  eine  Parabel  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  gegebene  Tan- 
gente; durch  vier  endliche  Tangenten  ist  sie  also  eindeutig  bestimmt; 
man  konstruiere  weitere  Tangenten  und  für  jede  der  gegebenen,  ins- 
besondere die  unendlich  ferne  den  Berührungspunkt. 

Linear  sind  auch  folgende  Aufgaben:  In  bezug  auf  einen 
durch    fünf  Punkte    gegebenen    Kegelschnitt    zu    einem    ge- 
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gebenen  Pole  P  die  Polare  zu  konstruieren  und  umgekehrt, 
und  die  dualen.  Wenn  P  gegeben  ist,  so  hat  man  ein  vollständiges 
Viereck  der  Kurve  einzubeschreiben,  von  dem  P  ein  Diagonalpunkt 
ist,  also  auf  den  Geraden,  die  von  P  nach  zwei  von  den  gegebenen 
Punkten  gehen,  die  zweiten  Schnitte  zu  konstruieren.  Die  beiden  an- 
dern Diagonalpunkte  des  so  erhaltenen  Vierecks  geben  verbunden  die 
Polare  p.  Man  kann  auch,  was  aber  weniger  einfach  ist,  auf  den 
beiden  Sekanten  die  vierten  harmonischen  Punkte  konstruieren.  Ist 
hingegen  p  gegeben,  so  konstruiere  man  für  zwei  Puukte  auf  ihr  die 
Polaren;  ihr  Schnitt  ist  der  Pol  P  von  p.  Im  dualen  Falle  ist  diese 
Aufgabe  die  einfachere. 

Die  linearen  Aufgaben:  Das  vierte  harmonische  Element  zu  drei 
Elementen,  das  sechste  Element  in  Involution  zu  fünf  Elementen,  bei 
gegebener  Zuordnung,  zu  konstruieren,  sind  schon  früher  (Nr.  46,  47) 
erörtert.  Linear  ist  natürlich  auch  die  Ermittelung  des  entsprechen- 
den Elements  zu  einem  gegebenen,  wenn  für  zwei  projektive  Gebilde 
drei  Paare  entsprechender  Elemente  gegeben  sind  (Nr.  34,  89). 
127  Quadratisch    hingegen    sind   die    beiden    Aufgaben,    den 

durch  fünf  Punkte  C/,  ZT,  Ä,  B,  C  gegebenen  Kegelschnitt  mit 
einer  beliebigen  Gerade  o  zu  schneiden,  an  den  durch  fünf 
Tangenten  UjU,a,h,c  bestimmten  Kegelschnitt  die  beiden 
Tangenten  aus  einem  beliebigen  Punkte  0  zu  legen.  Wir  haben 
im  ersten  Falle  die  projektiven  Büschel:  ü  {Ä,  B,  C)  J\  TT  {A,  P,  (7), 
welche  den  Kegelschnitt  erzeugen,  mit  der  Gerade  o  zu  schneiden, 
erhalten  für  die  eingeschnittenen  konjektiven  Punktreihen  drei  Paare 
entsprechender  Punkte: 

51  35  e  A  51'  35'  ^\ 

und  ebenso  im  zweiten  FaUe  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  kon- 
jektiver  Büschel  um  0,  die  nach  ua  und  ua^  üb  und  uh,  uc  und- 
uc  gehen.     Jedesmal  sind  die  Koinzidenzelemente  herzustellen. 

Damit  werden  wir  zu  der  Fundamental-Aufgabe  geführt,  auf 
welche  zahlreiche  quadratische  Aufgaben  hinauslaufen  deren  Lösung 
von  Steiner  stammt^)  und  auf  welche  schon  in  Nr.  96  hingewiesen 
wurde. 

Die  Koinzidenzelemente  zweier  konjektiver  Gebilde  zu 
konstruieren. 

Wir  nehmen  zunächst  an,  daß  konjektive  Strahlenbüschel  vorliegen: 

ahc  7\  ah'  c. 

Wir  benutzen  denjenigen  Kegelschnitt,  der  nach  dem  einen  Postu- . 
late    mit    einer   Gerade   stets  geschnitten  werden    kann:    den  Kreis. 


1)  Gesammelte  Werke,  Bd.  I,  S.  284. 
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In  einen  durch  den  Scheitel  U  der  beiden  Büschel  gelegten  Kreis 
schneiden  sie  konjektive  Punktreihen  ein,  derartig,  daß,  wenn  Aj  .  .  C 
die  zweiten  Schnitte  jener  Strahlen  sind: 

ABC  7\  A'B'C. 

Durch  zwei  von  den  Punkten  (AB,  A' B\  {BC\  B' C\  {CA,  CA) 
konstruieren  wir  die  Projektivitätsaxe  s  (Nr.  106);  ihre  Schnitte  mit 
dem  Kreise  sind  die  Koinzidenzen  der  krummen  Punktreihen  und  nach 
ihnen  gehen  diejenigen  der  Strahlenhüschel. 

Wir  werden  gleich  über  die  repräsentierende  Involution  sprechen, 
welche  für  den  Fall  imaginärer  Schnitte  erwünscht  ist. 

Die  Punktreihen- Aufofabe  könnte  dual  gelöst  werden;  da  aber 
die  erforderlichen  Aufgaben:  an  eine  gegebene  Gerade  tangential  einen 
Kreis  zu  legen,  an  einen  gegebenen  Kreis  von  einem  Punkte  einer  ge- 
gebenen Tangente  die  zweite  Tangente  oder  aus  einem  beliebigen 
Punkte  beide  Tangenten  zu  legen,  viel  umständlicher  sind  als  die 
dualen,  so  zieht  man  es  vor,  die  konjektiven  Punktreihen  in  konjek- 
tive Strahlenbüschel  zu  verwandeln  und  deren  Koinzidenzen  mit  dem 
Träger  zu  schneiden. 

Der  Fundamental- Aufgabe  subsumiert  sich  die  andere:  für  eine 
durch  zwei  Elementenpaare  AA',  BB'  bestimmte  Involution 
die  Doppelelemente  zu  konstruieren;  sie  sind  die  Koinzidenz- 
elemente der  Projektivität: 

ABA'  T\  ÄB'A}) 

Fallen  die  Koinzidenzen  der  allgemeinen  Konjektivität  imaginär 
aus,  so  gelangt  man  zu  der  repräsentierenden  Involution  auf  die  in 
Nr.  75,  116  besprochene  Weise,  oder,  wenn  wiederum  zunächst  der 
Fall  konjektiver  Strahlenhüschel  um  ü  angenommen  wird,  indem  zu 
den  beiden  konjektiven  Punktreihen  auf  dem  Kreise  durch  ü  die 
Involution  hergestellt  wird,  deren  Axe  mit  der  Axe  s  der  Projektivität 
zusammenfällt,  wodurch  ihre  Doppelpunkte  mit  den  Koinzidenzen 
dieser  identisch  werden.  Beliebige  Tangentenpaare  aus  Punkten  der  s 
geben  in  den  Berührungspunkten  gepaarte  Punkte,  oder  einfacher,  man 
konstruiert  den  Pol  S  von  s  und  legt  durch  ihn  Sekanten  des  Kreises. 
Diese  Involution  (oder  zwei  Paare)  projiziert  man  in  den  Büschel  V 
bzw.  wenn  es  sich  um  eine  Punktreihe  handelt,  aus   TJ  auf  diese. 


1)  Da  sie  das  gemeinsame  harmonische  Paar  zu  AA\BB'  bilden,  so  möge 
noch  folgende  andersartige  Konstruktion  erwähnt  werden.  Zwei  sich  orthogonal 
schneidende  Kjreise  werden  von  jedem  Durchmesser  eines  von  ihnen  harmonisch 
geschnitten  und  umgekehrt.  Über  AB  und  A' B'  als  Durchmessern  konstruiere 
man  die  Kreise,  ziehe  aus  einem  beliebigen  Punkte  0  die  Durchmesser  und  kon- 
struiere auf  ihnen  die  Punkte  Q,  Q\  die  von  0  durch  die  Endpunkte  harmonisch 
getrennt  werden;  der  Kreis  OQQ'  schneidet  in  AB  AB'  die  gesuchten  Punkte  ein. 
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128  Es   seien  zwei  Kegelschnitte  Ky  K'  gegeben   durcli  zwei 

gemeinsame  Punkte  ü,  üi  und  je  drei  weitere  Punkte  Ä^  B^  Cy 
bzw.  A\  B'y  C\  Wir  haben  dann  die  beiden  erzeugenden  Projek- 
tivitäten: 

n       U{A,B,C)T\TJ,{A,S,C), 

n'    U{A',B',G')7\  UM',-B',C'). 

Sie  rufen  in  einem  der  Büschel  ü  eine  Konjektivität  ^  hervor, 
in  der  zwei  Strahlen  dieses  Büschels  einander  zugeordnet  sind,  welche 
in  77  und  77'  dem  nämlichen  Strahle  von  ü-^  korrespondieren,  also 
nach  den  zweiten  Schnitten  dieses  Strahles  mit  K  und  K'  gehen. 
Konstruieren  wir  für  die  Strahlen  U^(Äy  B,  C)  die  zweiten  Schnitte 
mit  K'y  nach  denen  dann  aus  U  die  Strahlen  ä,  h,  c  gehen  mögen, 
so  ist  ^: 

V{A,B,  C)  7\  ähc. 

Wir  stellen  nun  die  beiden  Koinzidenzstrahlen  von  ^  her;  ein 
solcher  Strahl  m  entspricht  in  beiden  Projektivitäten  77  und  77'  dem 
nämlichen  Strahle  von  ü^  und  schneidet  sich  mit  ihm  in  einem 
weiteren  gemeinsamen  Punkte  von  K  und  K\  den  man  dann  ein- 
facher als  zweiten  Schnitt  von  K  (oder  K')  mit  m  erhält. 

Zwei  Kegelschnitte,  welche  zwei  (zunächst  reell  voraus- 
gesetzte) Punkte  gemeinsam  haben,  haben  noch  zwei  andere 
(reelle  oder  imaginäre)  Punkte  gemein.^) 

Sind  die  Koinzidenzstrahlen  imaginär,  so  liefert  ihre  darstellende 
Involution  auf  jedem  der  beiden  Kegelschnitte  die  Involution,  welche 
die  beiden  weiteren  Schnitte  repräsentiert. 

Wenn  weniger  als  zwei  gemeinsame  Punkte  bekannt  sind,  so 
liegt  eine  kubische  oder  biquadratische,  also  mit  Lineal  und  Zirkel 
nicht  zu  lösende  Aufgabe  vor.^)  Alle  Versuche,  die  Aufgabe  der 
Dreiteilung  eines  Winkels  zu  lösen,  haben  auf  die  Aufgabe  geführt: 
für  zwei  Kegelschnitte,  von  denen  ein  gemeinsamer  Punkt  bekannt 
ist,  die  drei  andern  Schnittpunkte  zu  konstruieren;  sie  hat  im  Alter- 
tum zur  Entstehung  der  Kegelschnitts-Lehre  wesentlich  beigetragen. 

Die  Fundamental -Aufgabe,  die  Koinzidenzelemente  zweier  kon- 
jektiven  Gebilde  zu  konstruieren,  wird  linear,  wenn  eins  derselben 
bekannt  ist.  Von  zwei  konjektiven  Strahlenbüscheln  ü  seien  bekannt 
der  Koinzidenzstrahl  m  =  m'  und  die  weiteren  entsprechenden  Strahlen 
a,  a';  h,  b\  Man  schneide  sie  mit  zwei  auf  m  sich  treffenden  Geraden 
Uj  u   in  projektiven  Punktreihen,    welche   perspektiv  sind,    weil  uu 

1)  Daß  die  bekannten  gemeinsamen  Punkte  auch  konjugiert  imaginäre  sein 
können,  läßt  der  Fall  von  zwei  Kreisen  vermuten,  die  stets  die  absoluten  Punkte 
gemeinsam  haben,  und  zwei  weitere  (reelle  oder  imaginäre)  auf  der  Potenzlinie. 

2)  Steiner-Schröters  Vorlesungen,  §  54. 
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sich  selbst  entspricht.  Das  Zentrum  S  ist  der  Schnitt  der  Verbindungs- 
linien (wa,  u'a),  (uh,  u'h')'^  US  ist  ersichtlich  der  zweite  Koinzidenz- 
strahl (vgl.  auch  Xr.  71). 

Wir  behandeln  noch  zwei  Schließungsprobleme,  welche  auf  129 
die  Fundamental-Aufgabe  hinausgehen.  Ein  Dreieck  soll  so 
konstruiert  werden,  daß  die  Ecken  Äj  Ä^,  A.^  auf  den  ge- 
gebenen Geraden  u^  u^,  u^  liegen  und  die  Seiten  A^A^,  ^2^,  AA^ 
durch  die  gegebenen  Punkte  üj  U^j  U^  gehen,  also  dem  Drei- 
seit  un^u^,  ein-  und  dem  Dreieck  UÜ-^JJ^  umgeschrieben  werden.  Man 
beginnt,  die  Ecke  A  in  einen  beliebigen  Punkt  von  ii  legend,  mit 
einem  Versuche,  schneidet  dann  AIJ^  mit  11^  in  A^,  A^ü  mit  w^ 
in  J.2,  J-gt^i  mit  ii  in  A'^  der  im  allgemeinen  nicht  mit  A  zusammen- 
fällt. Bewegt  sich  A  auf  w,  so  werden  von  A,  A^j  A^,  A  pro- 
jektive Punktreihen  durchlaufen,  und  zwar  von  aufeinander  folgenden 
Perspektive,  von  A  und  A'  also  konjektive  auf  z(;  drei  Versuche 
geben  drei  Paare  entsprechender  Punkte,  und  es  müssen  die  Koinzi- 
denzpunkte konstruiert  werden,  welche  zur  Lösung  führen. 

Diese  Aufgabe  ist  in  sich  dual  und  kann  daher  dual  behandelt 
werden. 

Liegen  TJ,  TJ^,  U^  in  gerader  Linie,  so  ist  deren  Schnitt  mit  u 
der  eine  Koinzidenzpunkt,  der  jedoch  nur  zu  einem  ausgearteten 
Dreiecke  führt,  dessen  Ecken  in  jener  Gerade  liegen;  der  andere  ist 
dann  linear  zu  konstruieren  und  stets  reell;  er  gibt  die  einzige  eigent- 
liche Lösung.  Ahnliches  gilt  dual,  wenn  u,  u^,  u^  in  einen  Punkt 
zusammenlaufen. 

Nun  soll  das  gesuchte  Dreieck  nach  wie  vor  dem  Drei- 
ecke C/C^iüg  umgeschrieben,  andererseits  aber  dem  gegebenen 
Kegelschnitt  K  eingeschrieben  sein.  Dann  bewegen  sich  A,  A^j 
A^,  Ä  konjektiv  auf  K  und  zwar  aufeinander  folgende  involutorisch ; 
es  sind  wiederum  die  Koinzidenzen  von  A  und  A  aufzusuchen.  Wenn 
der  Kegelschnitt  durch  fünf  Punkte  gegeben  ist,  so  wird  man  drei 
von  ihnen  für  die  Versuche  benutzen,  so  daß  zunächst  die  Konstruktion 
linear  verläuft  und  erst,  wenn  die  Fundamental-Aufgabe  heranzuziehen 
ist,  quadratisch  wird. 

Die  Konjektivität  von  A  und  A  kann  Identität  sein,  so  daß 
jeder  Punkte,  von  ^  zu  einer  Lösung  führt;  wir  wissen  aus  Nr.  111, 
daß  dies  stets  und  nur  dann  geschieht,  wenn  Uü^JJ^  ein  Polardreieck 
von  K  ist. 

Die  duale  Aufgabe  lautet:  Einem  Kegelschnitte  ein  Dreieck  um- 
zuschreiben, das  einem  gegebenen  Dreiecke  eingeschrieben  ist. 

Es  tritt  keine  wesentliche  Änderung  ein,  wenn  man  die  Dreiecke 
durch  (einfache)  /i-Ecke  ersetzt. 
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§  21.    Besondere  Kegel  2.  Grades. 

130  Wenn  man  in  zwei  Ebenenbüscheln  mit  sich  schneiden- 

den Axen  V,  v  die  zueinander  rechtwinkligen  Ebenen  zu- 
ordnet^ so  ist  das  eine  projektive  Zuordnung.  Denn  die  Lote, 
welche  im  Schnittpunkte  0  der  Axen  auf  den  Ebenen  von  v  errichtet 
sind^  bilden,  in  der  Ebene,  welche  in  0  auf  v  senkrecht  steht,  einen 
Strahlenbüschel,  der  dem  Ebenenbüschel  v  (oder  dem  von  seiner  Ebene 
aus  ihm  ausgeschnittenen  Strahlenbüschel)  gleich  ist,  und  durch  seine 
Strahlen  gehen  die  entsprechenden  Ebenen  von  v.  Also  entsteht  durch 
die  Schnittlinien  der  so  zugeordneten  Ebenen  von  v  und  v  ein  Kegel 
2.  Grades,  welcher  infolge  dieser  Entstehungsweise  orthogonaler 
Kegel  genannt  wird.^)  Längs  der  Axen  v,  v  wird  er  von  den  Ebenen 
berührt,  die  in  ihnen  auf  der  gemeinsamen  Ebene  vv'  normal  sind; 
ihr  Schnittstrahl,  der  Polarstrahl  der  Ebene  vv  in  bezug  auf  den 
Kegel,  ist  zu  ihr  senkrecht;  woraus  folgt,  daß  auf  jeder  zur  Ebene  vv' 
senkrechten  Gerade  der  unendlich  ferne  Schnitt  mit  diesem  Polar- 
strahle dem  Schnitte  mit  der  Ebene  harmonisch  zugeordnet  ist  in 
bezug  auf  die  Schnitte  mit  dem  Kegel.  Die  Ebene  6  =  vv  wird  des- 
halb für  den  Kegel  eine  Ebene,  in  bezug  auf  welche  er  in  sich  sym- 
metrisch ist,  eine  Hauptebene  und  der  zu  ihr  senkrechte  Polar- 
strahl eine  Axe;  letzterer  ist  auch  die  involutorische  Axe  der  er- 
zeugenden Büschel.  Wir  wissen  aus  Nr.  80,  daß  nur  in  solchen 
Geraden  des  Büschels  (0,  (?),  welche  im  spitzen  Winkel  der  beiden 
Geraden  v,  v  liegen,  Ebenen  auf  6  senkrecht  stehen,  welche  reelle 
Strahlen  enthalten,  aus  denen  v  und  v  durch  einen  rechten  Flächen- 
winkel projiziert  werden,  also  reelle  Kanten  unseres  Kegels.  Der 
Kegel  steht  also  über  dem  spitzen  Winkel  vv  und  dieser 
spitze  Winkel  ist  seine  Öffnung  in  dieser  seiner  Haupt- 
ebene. 

Eine  Ebene,  welche  zu  einer  der  beiden  Kanten  v^  v ,  den  Axen 
der  erzeugenden  Büschel,  senkrecht  ist,  schneidet  aus  diesen  Strahlen- 
büschel aus,  deren  entsprechende  Strahlen  ebenfalls  rechtwinklig  sind; 
für  die  Ebene,  die  in  0  auf  v  senkrecht  steht,  ist  dies  oben  schon 
erkannt,  und  jede  andere  auf  v  senkrechte  Ebene  schneidet  parallele 
Strahlen  aus.  Das  Erzeugnis  solcher  projektiver  Strahlenbüschel  ist 
ein  Kreis,  und  für  die  orthogonalen  Kegel  ergeben  sich  so  in  sehr 
einfacher  Weise  die  beiden  Parallelebenen-Büschel  mit  Kreis- 
schnitten. Sie  sind  senkrecht  auf  denjenigen  Kanten  des 
Kegels,  deren  Ebenenbüschel  ihn  orthogonal  erzeugen. 

1)  Sind  die  Axen  windschief,  so  ergiebt  sich  die  eine  Regelschar  eines 
orthogonalen  Hyperboloides.  Schröter,  Flächen  2.  Ordnung  und  Raum- 
kurven 3.  Ordnung,  §  12,  25. 
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Weil  die  in  der  Hauptebene  6  gelegenen  Durchmesser  dieser 
Kreise  sich  innerhalb  des  spitzen  Winkels  vv'  befinden^  so  erhellt 
auch  daraus,  daß  der  Kegel  über  diesem  Winkel  steht. 

Alle  Ebenen,  welche  aus  einem  Flächenwinkel  tr  einen  131 
rechten  Winkel  ausschneiden  und  durch  einen  Punkt  0  auf 
der  Kante  xr'  gehen,  umhüllen  einen  Kegel  2.  Grades,  weil  die 
Strahlenbüschel  (0,  r),  (0,  t')  durch  die  Zuordnung  der  Schenkel  eines 
solchen  rechten  Winkels  projektiv  werden.  Denn  der  Büschel  (0,  t) 
ist  gleich  dem  Büschel  der  Ebenen,  welche  in  0  auf  seinen  Strahlen 
senkrecht  stehen  und  alle  das  in  0  auf  r  emchtete  Lot  enthalten: 
diese  Ebenen  schneiden  aber  in  t'  die  rechtwinkligen  Strahlen  ein. 

Dem  gemeinsamen  Strahle  rt  entsprechen  die  beiden  Strahlen 
in  T  und  r',  die  in  0  auf  ihm  senkrecht  stehen:  die  Schenkel  des 
Neigungswinkels  der  Ebenen  aus  0.  Sie  sind  also  die  Kanten  t,  t'y 
längs  deren  die  Ebenen  r,  z'  den  Kegel  berühren,  und  ihre  Ebene  6 
ist  Polarebene  von  rr',  zu  dem  sie  rechtwinklig  ist.  Daher  ist  6 
Hauptebene  und  tt'  dazu  senkrechte  Axe  des  Kegels.  Anderer- 
seits ist  <?  auch  involu torische  Ebene  der  beiden  erzeugenden  Strahlen- 
büschel. 

Wir  wollen  diesen  Kegel  als  dual-orthogonal  bezeichnen. 

Von  den  rechten  Winkeln  aus  0  mit  Schenkeln  in  t,  x  betrachten 
wir  die  im  spitzen  Flächenwinkel  xx  gelegenen;  für  sie  ist  der  spitze 
Winkel  tt'  die  Orthogonalprojektion  auf  (?;  und  da  ein  rechter  Winkel, 
mit  dem  Scheitel  in  der  Projektionsebene,  durch  Orthogonalprojektion 
sich  verkleinert  oder  vergrößert,  je  nachdem  der  Schnitt  seiner  Ebene 
mit  der  Projektionsebene  in  ihn  selbst  oder  in  den  Nebenwinkel  fäUt, 
so  muß  er  in  unserm  Falle  in  den  Winkel  selbst  fallen.  Zu  diesem 
Schnitte  mit  der  involutorischen  Ebene  ist  die  Berührungskante  der 
Ebene  des  rechten  Winkels  mit  dem  Kegel  harmonisch  in  bezug  auf 
die  beiden  Schenkel  (Nr.  119);  folglich  liegt  sie  und  der  ganze 
Kegel  im  stumpfen  Flächenwinkel  xx.  Der  stumpfe  Winkel  tt' 
ist  Öffnung  des  dual-orthogonalen  Kegels  in  der  Hauptebene  6. 

Wir  können  jetzt  die  in  Nr.  80  und  81  behandelten  Aufgaben 
etwas  anders  beschreiben. 

Die  vier  Axen,  welche  sich  in  Nr.  80  ergaben,  sind  die  Schnitt- 
linien der  beiden  Ebenen  ö,  t,  welche  auf  der  Ebene  der  gegebenen 
elliptischen  Strahleninvolution  in  den  Strahlen  s,  t  des  rechtwinkligen 
Paares  senkrecht  stehen,  mit  dem  orthogonalen  Kegel,  welcher  über 
dem  Paare  cc  steht,  d.  h.  aus  dessen  beiden  Geraden  durch  recht- 
winklige Ebenen  erzeugt  wird.  Von  diesen  Ebenen  schneidet  nur  o 
reell,  weil  s  sich  im  Innern  befindet. 

Bei  der  andern  Aufgabe,  wenn  noch  verlangt  wird,  daß  die  ge- 
suchten Ebenen  durch  einen  gegebenen  Punkt  0  auf  der  Axe  der 
gegebenen  elliptischen  Ebeneninvolution  gehen,  handelt  es  sich  darum,. 
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durch  das  Lot  auf  t,  bzw.  ö  in  0,  welches  in  ö,  t  liegt,  die  Tan- 
gentialebenen an  den  dual -orthogonalen  Kegel  zu  legen ,  der  zum 
Ebenenpaar  ss'  gehört.  Da  t  im  stumpfen  Winkel  se'  liegt,  6  im 
spitzen,  so  liegen  jene  Lote  im  spitzen,  stumpfen  Winkel;  also  das 
erste  außerhalb,  das  andere  innerhalb,  und  nur  jenes  sendet  reelle 
Tangentialebenen. 

132  Wie  entsteht  der  einfachste  Kegel  2.  Grades,  der  Rotations- 
kegel (oder  gerade  Kreiskegel)  durch  projektive  Strahlen-  oder 
Ebenenbüschel?  Dazu  ist  es  gut,  die  Erzeugung  des  Kreises 
durch  projektive  Punktreihen  u,  u  noch  etwas  genauer  zu  be- 
trachten. Die  Berührungspunkte  F  und  E'  mit  u,  ii  entsprechen  dem 
gemeinsamen  Punkte  (B^F'^E.  Die  beiden  entsprechenden  Strecken 
EFundE'F'  sind  gleich  und  gehören  dem  Systeme  F^  an  (Nr.  57);  denn 
die  von  einer  Tangente  des  Kreises  eingeschnittenen  entsprechenden 
Punkte  liegen  beide  auf  EF  und  E'F'  oder  beide  auf  E  •  F  und 
E'  •  F\  Die  zu  u  und  u  parallelen  Tangenten  r,  q  schneiden  in  ^*, 
bzw.  u  die  Fluchtpunkte  i?,  Q'  ein.  Die  Gerade  vom  Mittelpunkt  M 
nach  By  welche  den  einen  Winkel  ru  halbiert,  steht  senkrecht  auf 
der  Gerade  s  =  MB,  welche  uu  halbiert,  und  geht  durch  Q\  Diese 
Fluchtpunkte  werden,  wie  notwendig,  von  EF,  E'F'  ausgeschlossen. 
In  bezug  auf  s  sind  E,  F,  B  zu  F',  Ey  Q'  symmetrisch. 

Um  also  zwei  gegebene  projektive  Punktreihen  in  solche 
Lage  zu  bringen,  daß  sie  einen  Kreis  erzeugen,  nimmt  man 
aus  dem  Systeme  J^  zwei  entsprechende  gleiche  Strecken  EF,  E'F\ 
in  denen  E  und  F'  die  nicht  entsprechenden  und  von  B,  bzw. 
Q'  entfernteren  Endpunkte  sind,  und  vereinigt  diese  im  Punkte  (3, 
wobei  wir  annehmen,  daß  u  in  seiner  Lage  gelassen  werde.  Es  ist 
ja  immer  (Nr.  57)  die  Figur  EFB  zu  F'E'Q'  kongruent.  Weil  B 
von  EF  ausgeschlossen  wird,  so  schneidet  der  Kreis  über  BB  als 
Durchmesser  das  Lot  auf  u  m  F  reell.  Ist  M  der  eine  Schnittpunkt, 
so  wird  u  so  angelegt,  daß  F'E'Q'  zu  EFB  symmetrisch  liegt  in 
bezug  auf  BM.  Der  Kreis,  welcher  nun  u  und  u  in  F  und  E'  tan- 
giert und  daher  M  zum  Mittelpunkte  hat,  ist  die  Kurve,  welche 
durch  die  so  gelegten  Punktreihen  erzeugt  wird.  Denn  wegen  des 
lechten  Winkels  BMB  ist  die  zweite  Tangente  aus  B  zu  u  parallel; 
also  ruft  er  auf  seinen  Tangenten  u,  u  projektive  Punktreihen  hervor, 
in  denen  den  E,  F,  B  die  E\  F\  B'^  korrespondieren;  sie  stimmen 
also  mit  den  gegebenen  überein. 

Die  Symmetrie  in  bezug  auf  ©M  lehrt:  {EFBQ^)  =  (F'E'Q'B'^) 
=  {E'F'B'^Q'),  so  daß  auch  Q^  und  Q'  entsprechend  sind. 

Damit  ist  auch  der  Rotationszylinder  erledigt. 

133  Nunmehr  seien  (ö,  gj),  (0',  (a)  die  Büschel  in  zwei  Berührungs- 
ebenen eines  Rotationskegels,  projektiv  gemacht  durch  die  Berührungs- 
ebenen,  /"und   e    die   Berührungskanten   von  €o   und  co',  welche   dem 
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gemeinsamen  Strahle  ]  =  e  =  /*'  korrespondieren;  so  sind  die  spitzen 
Winkel  ef,  ef  entsprechende  gleiche  Winkel  aus  dem  Systeme  F^ 
aus  demselben  Grunde  wie  oben.  Die  Ebenen,  welche  in  f  und  e 
auf  05  und  a  normal  sind,  schneiden  sich  in  der  Rotationsaxe  a  und 
die  Ebene  6  =^  a\  ist  Svmmetrieebene  für  die  Figur.  Die  Ebene, 
welche  auf  ihr  in  a  senkrecht  steht,  schneide  die  Büschel  in  den 
Strahlen  r,  q,  die  entsprechenden  seien  /  und  g.  Diese  sind  dann 
normal  zu  den  Berührungskanten  e  und  f.  In  der  Tat,  der  Schnitt 
mit  einer  zu  a  normalen  Ebene  £,  der  zur  obigen  Figur  führt,  lehrt, 
daß  r  und  q  nach  den  Fluchtpunkten  der  auf  oe  und  cos  entstehen- 
den projektiven  Punktreihen  gehen,  also  r  und  q  zu  ae  und  Gie 
parallel  sind;  auf  diesen  stehen  aber  die  Berührungskanten  e  und  f 
senkrecht;  /,  senkrecht  zu  e,  wird  vom  spitzen  Winkel  ef  ausge- 
schlossen, mithin  r  vom  entsprechenden  spitzen  Winkel  ef,  und  ebenso 
q    von  ef. 

Sind  nun  zwei  projektive  Strahlenbüschel  (0,  cd),  (0,  ca')  gegeben, 
so  nehme  man  aus  dem  Systeme  F^  entsprechender  gleicher  Winkel 
ein  Paar  heraus  ef,  ef-^  und  zwar  ist  es  immer  möglich  (wofern 
nicht  gleiche  Strahlenbüschel  vorliegen)  solche  Paare  gleicher  spitzer 
Winkel  zu  wählen,  daß,  wenn  r  zu  e  rechtwinklig  und  er  der 
Winkel  ist,  der  den  f  einschließt,  dann  der  entsprechende  und  f  ein- 
schließende Winkel  er  spitz  ist  (Nr.  61).  Über  diesen  spitzen  Winkel 
er  stellt  man  nun  einen  rechten  Flächenwinkel  so,  daß  seine  Kante  a 
in  die  Ebene  fällt,  welche  auf  a  in  f  senkrecht  steht;  der  orthogo- 
nale Kegel  über  er  wird  ja  von  dieser  Ebene  reeU  geschnitten.  Für 
die  Konstruktion  von  a  liefert  Nr.  80  die  Mittel;  e,  r,  f,  a  entsprechen 
den  dortigen  e,  e ,  s,  v  ^). 

Verbindet  man  dann  eine  der  gefundenen  a  mit  e  durch  die 
Ebene  ö,  so  hat  man  den  zweiten  Büschel  so  zu  legen,  daß  f  und  e 
sich  decken  und  e  symmetrisch  zu  /'wird  in  bezug  auf  6.  Die  der- 
artig gelegten  projektiven  Büschel  (0,  o),  (0,  co')  erzeugen 
den  Rotations kegel,  welcher  co  und  o'  längs  f  und  e'  tangiert. 
Denn  dieser  Kegel  ruft  in  den  Büscheln  eine  Projektivität  77  hervor, 
in  welcher  ersichtlich  e  und  e,  f  und  f  entsprechend  sind,  aber  auch 
r  und  r';  infolge  der  Konstruktion  steht  nämlich  die  Ebene  ra  auf 
der  Ebene  6  =  ae  senkrecht;  folglich  muß  der  Strahl,  der  in  dieser 
Projektivität  71  dem  r  entspricht,  auf  ^'normal  sein;  also  ist  er  /.  Und 
die  Projektivität  stimmt  mit  der  gegebenen  überein. 


1)  Wenn  die  gegebenen  Büschel  gleich  sind,  so  ist  e  r  ein  Rechter,  und  die 
Senkrechte  in  0  auf  co  ist  in  der  in  f  senkrechten  Ebene  die  einzige  Gerade, 
aus  der  er  durch  einen  rechten  Winkel  projiziert  wird:  der  orthogonale  Kegel 
ist  in  die  beiden  Strahlenbüschel  aus  0  in  den  Ebenen  zerfallen,  die  auf  a 
in  e  und  r  senkrecht  stehen.  Jene  Senkrechte  kann  nicht  Axe  eines  Rotations- 
kegels sein,  der  die  Ebene  co  berührt. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtscliaften.   L  12 
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Sclineidet  die  Ebene  ar  den  andern  Büschel  in  q  und  ist  g  zu  f 
normal,  so  sind  diese  in  der  Projektivität  auch  entsprechend,  denn 
wegen  der  Symmetrie  in  bezug  auf  ö  ist: 

efrq  J\  feqr\  also  7\  efrq. 

Es  ist  also  nur  für  die  geeignete  Gleichheit  von  ef  und  ef  und  für 
das  Entsprechen  von  r  und  r'  zu  sorgen,  das  von  q  und  q    tritt  dann 
von  selber  ein. 
134  Wir   lassen  jetzt  einen  Rotationskegel  durch  die  Ebenenbüschel 

um  zwei  Kanten  Uy  u  entstehen;  a  ^  cp'  sei  die  gemeinsame  Ebene 
und  daher  cp  und  s'  die  ihr  entsprechenden  Berührungsebenen  längs 
u  und  u\  Es  ist  <^  £9)  =  6(p\  Auch  dies  sind  entsprechende  gleiche 
Winkel  (aus  dem  System  F^).  Ferner  seien  cp^  und  «/  die  auf  (p 
und  £  senkrechten  Ebenen  der  Büschel,  ihre  Schnittlinie  ist  die  Axe  a,. 
und  die  Ebene  ö  von  ihr  nach  cps,  welche  zu  s  ^  cp'  normal  ist,  ist 
Symmetrieebene  der  Figur.  Weil  (pe  die  involutorische  Axe  der 
beiden  Büschel  u,  u  ist,  so  schneidet  (Nr.  90)  jede  Ebene  durch  sie 
diese  in  involutorischen  Strahlenbüscheln  mit  den  Kanten  des  Kegels 
als  Doppelstrahlen;  in  ö  bilden  a  und  der  zu  ihr  senkrechte  Strahl  a^, 
als  Halbierungslinien  der  Winkel  der  Kanten,  das  rechtwinklige  Paar 
der  Involution;  daher  gehen  durch  a^  die  Ebenen  cp^'  und  e^,  welche 
den  gpj  und  s^'  entsprechen.  Nennen  wir  die  zu  gp^'  in  bezug  auf  <T 
symmetrische  Ebene  cp,  so  lehrt  die  Symmetrie,  daß: 

scpcpi^  A  (p'£Si(Pi,  also  A  ^W/^/; 
d.  h.  ^  ist  £^.    Es  sind  also  s^  und  9)/,  die  sich  in  a^  auf  a  schneiden,. 
in  bezug  auf  0  symmetrisch. 

In  zwei  gegebenen  projektiven  Ebenenbüscheln  u  und  u  seien  scp 
und  e(p'  zwei  entsprechende  gleiche  (spitze)  Winkel  (aus  r^)^  g)^  sei 
senkrecht  zu  cp,  e^'  zu  s  und  (p^\  a^  ihnen  entsprechend;  also:  scpcp^s^^ 
7\  s(p'(p^£^.  Nun  findet  Gleichheit  statt  zwischen  £cpcp^  und  cp' £  £^- 
wenn  in  dieser  Gleichheit  der  Ebene  (p^  die  ^  entspricht,  so  ist 

£cpcp^^  7\  fp'^'h^i  A  Bfp'cp^a^, 
also  qp  mit  £^  identisch;  es  besteht  die  Gleichheit  von  £cpcp^£^  und  cp' £  s^cp^. 
Indem  die  Ebenen  £  und  cp'  zur  Vereinigung  kommen  sollen,, 
muß  die  Ebene  ö,  in  bezug  auf  welche  diese  gleichen  Figuren  sym- 
metrisch werden  sollen,  senkrecht  zu  £  durch  0  so  gelegt  werden^ 
daß  sie  aus  (p^  und  £^  einen  rechten  Winkel  ausschneidet.  Damit 
dies  reell  geschehe,  muß  das  Lot  n  auf  £  in  0,  durch  welches  sie 
geht,  im  spitzen  Flächenwinkel  (p^a^  liegen  (Nr.  131),  also  £  im 
stumpfen  Winkel.  Um  dafür  geeignete  Winkel  £cp,  £  cp'  zu  erhalten, 
seien  die  beiden  Ebenenbüschel  mit  Ebenen,  welche  bzw.  zu  den 
Axen  normal  sind,  in  zu  ihnen  gleichen  Strahlenbüscheln  geschnitten; 
aus  Nr.  61  wissen  wir,  wie   entsprechende  gleiche   spitze  Winkel  efy 
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ef  zu  erhalten  sind  von  der  Beschaffenlieit,  daß,  wenn  f\  zu  f  und 
e^  zu  e  rechtwinklig  sind  und  e^  dem  e^  entspricht,  der  stumpfe 
Winkel  f^e^  den  e  einschließt;  was  dann  auf  die  durchgehenden 
Ebenen  gp^,  f^,  s  übergeht. 

Die  Konstruktion  der  beiden  Ebenen  6,  der  Tangentialebenen 
durch  n  an  den  dual- orthogonalen  Kegel,  welcher  zu  9)^,  s^  gehört, 
erfolgt  nach  Nr.  81,  angewandt  hier  auf  ^1,  fj,  f,  wie  dort  auf  £,  f',  t; 
n  ist  hier,  wie  gesagt,  durch   0  senkrecht  zu  s  gezogen. 

Ist  nun  6  eine  dieser  beiden  Ebenen,  so  wird  der  Büschel  u'  an 
den  (schon  festgelegten)  Büschel  u  so  angelegt,  daß  in  bezug  auf  6 
die  obigen  gleichen  Figuren  e(p(p^£^  und  (p' e  e^ ^)^'  symmetrisch  liegen, 
was  zur  Folge  hat,  daß  £  und  9'  sich  decken.  Durch  die  rechtwinkligen 
Strahlen  a,  a^  in  ^,  durch  welche  cp^  und  £j  gehen,  gehen  daher  auch 
£^'  und  qp/.  Wegen  der  Gleichheit  der  W^inkel  ecp  und  e  cp'  existiert 
ein  Rotationskegel,  welcher  die  Ebenen  (p  und  e  längs  u  und  u  be- 
rührt. In  der  Projektivität  77,  welche  dieser  Kegel  zwischen  den 
Ebenenbüscheln  u  und  u  hervorruft,  sind  zunächst  a  und  e,  rp  und  cp' 
entsprechend.  Ferner  ist  die  Schnittlinie  a  der  Ebenen  (p^  und  a/, 
welche  in  u  und  u  auf  cp  und  a  senkrecht  stehen,  die  Axe,  und  die 
ihnen  in  dieser  Projektivität  77  entsprechenden  Ebenen  müssen  sich 
im  Strahle  a^,  der  zu  a  rechtwinklig,  schneiden,  also  sind  sie  die 
Ebenen  (p^  und  f^,  die  ja  nach  a^  gehen.  Demnach  stimmt  die  Pro- 
jektivität 77  mit  der  gegebenen  in: 

überein  und  ist  mit  ihr  identisch.  Der  obige  Rotationskegrel 
wird  durch  die  gegebenen  projektiven  Ebenenbüschel  in 
der  ihnen  gegebenen  Lage  erzeugt^). 

Hebt  m:m  durch  Parallelverschiebung  der  Büschel  die  Inzidenz 
der  Axen  auf,  so  ergibt  sich  als  Erzeugnis  die  eine  Regelschar  eines 
einmanteligen  Rotationshyperboloids. 

§  22.  Verallgemeinerung  der  Involution:  Involution  höheren  G-rades, 
zyklische  Projektivität. 
Diese   Verallgemeinerung  lassen   wir  nach   zwei   Richtungen  hin  135 
erfolgen.     Wir    wollen    der    Involutionsbedingung    (Ig)    (Nr.   22)    für 
drei  Paare  mit  den  Parametern  A,  fi;  ^d  ^i'i  ^2?  f'a- 
(A  +  .a)  (AiiLtj  —  A2U2)  +  (^1  +  ^1)  (.h^2  —  ^^)  +  ('^2  +  1^2)  (^i^  —  ^."i)  =  ^ 
eine  andere  Form  geben. 


1)  Steiner  hat  diese  Aufgabengruppe  in  der  Systematischen  Entwickelung, 
Anhang  Nr.  10—12  gestellt  (Gesammelte  Werke,  Bd.  I,  S.  441).  —  Vgl.  G.  Müth, 
Die  projektive  Erzeugung  der  Rotationsflächen  2.  Grades.  Dissertation  von 
Breslau  1905.  Dort  ist  auch  die  Aufgabe  behandelt,  wie  gegebene  projektive 
Punktreihen  zu  legen  sind,  damit  sie  ein  Rotationshyperboloid  erzeugen. 

12* 
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Die  drei  Elementenpaare  seien  durch  quadratische  Grlei- 
chungen  gegeben: 

Q  =  ax^-{-2hx  +  c  =  0,       Q^  =  a^x^+'2  \x  +  q  =  0, 

§2  =  0^2^^  +  2  ^2^;  +  Cg  =  0, 

deren  Wurzeln   die  Parameter  sind-,  wodurch  auch  Paare  mit  konju- 
giert imaginären  Elementen  mit  umfaßt  werden.     Sie  werden  korrekter 
reell-imaginäre  Paare  genannt  wegen  dieser  Definition   durch  eine 
reelle  Gleichung  (oder  eine  reelle  elliptische  Involution). 
Bekanntlich  ist: 


X+li  = 


26 


2&, 


'^1  +  ^1=-  -";    '^if^i-   „  y 


Iß  = 


Lu^  = 


^2  +   f*2  =  - 


2ftg  _    ^2 


dadurch  wird  die  Involutionsbedingung: 

hia^c^  —  a^c^)  +  ^(ac^  —  a^c)  -f-  K{a^c  —  ac^)  =  0 
oder: 

^012  =  «^1^2 "~  öf'^2^1  +  ö^i&2^  ~  a^hc^  +  a^hc^  —  a^\c 
a,    hy    c    \ 
a^,  \,  q  I  =0. 

^2;    ^2  7    ^2    i 

Die  Parameter -Beziehung  für  Involution  in  Determinantenform: 

A«,       l  -\-  iij     1 

^21^2?    ^2   ~r  f^2?    ^ 

ist  nicht  wesentlich  von  Zl^^^  =  0  verschieden,  sie  folgt  auch  aus  dem 
gleichzeitigen    Bestehen    der    symmetrischen    bilinearen   Relation    für 

ak^    +  /3(X  +  ^)-|-7  =  0, 
ak^^^  +  ß(^i  +  ^i)  +  7  =  0, 
(^hi^2  +  ß(h  +  .«2)  +  7  =  0. 
Wenn  die  Bedingung  z/0^2  "=  0  erfüllt  wird,  so  lassen  sich  zwei 
Größen  k  und  tc^  finden,  von  der  Beschaffenheit,  daß 

^Q  +  ^,Qi+Q2^0, 

d.  h.  für  alle  Werte  von  x  erfüllt  wird. 

Diese   identische  Erfüllung   erfordert  die    Befriedigung    der  drei 
linearen  Gleichungen: 

^a  -{-  x^a^^  -}-  a^  =  0,  xh  -\-  jc^h^  +  h^  =  0,  kc  +  x^c^  +  e^  =  0 
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durch  dieselben  Werte  von  x,'^i:  setzt  man  die  Werte,  die  sich  aus 
zweien  ergeben,  in  die  dritte  ein,  so  erhält  man  als  Bedingung  des 
gleichzeitigen  Bestehens  z/^jg  =  0,  was  ja  n.  V.  richtig  ist. 

Aus  dieser  Identität  ergibt  sich,   daß   Q^  =  0  mit  xQ-\-x^Q^  =  0 

oder,  indem  wir    -  =  A  setzen,  mit  Q-\-^Qi  =  0  äquivalent  ist.     Man 

erkennt,  daß  man  aus  den  Gleichungen  der  beiden  bestimmenden 
Paare  einer  Involution  —  die  wir  auch  ihre  Konstituenten 
nennen  wollen: 

<?  =  0,  Q,  =  0 

die  übrigen  Paare  in  dieser  Form 

mit  linearem  Parameter  A  ableiten  kann.  X  ist  also  Parameter 
eines  Paars ^).  Durchläuft  dieser  Paar-Parameter  alle  Werte,  so  durch- 
läuft das  Paar  die  ganze  Involution.  Setzt  man  für  x  den  Parameter 
eines  Elements  des  Trägers  ein,  so  ergibt  sich  eine  lineare  Gleichung 
in  A,  welche  den  Parameter  des  einzigen  Paars  liefert,  zu  dem  dies 
Element  gehört. 

Die  quadratische  Gleichung  für  die  Parameter  der  Elemente  des 
beliebigen  Paars,  nach  x  geordnet,  ist: 

{a  -{-ka^)x^  +  2(h  +  X\)x  +  {c  +  Aq)  =  0. 
Sie  hat  zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn: 

(a  +  A  aj  (c  -f  Acj)  -(h-\-  X\y==0 
oder: 

(ac  —  h^y  +  (acj  +  ca^  —  2h h^)  A  +  (a^c^  —  \^)  A^  =  0; 

diese  quadratische  Gleichung  liefert  die  Parameter  derjenigen  beiden 
Paare,  deren  Elemente  zusammenfallen;  je  nachdem  sie  reelle  oder 
imaginäre  Wurzeln  hat,  ist  die  Involution  hyperbolisch  oder  elliptisch. 
Man  bestimme  zu  dem  festen  Elemente  (mit  dem  Parameter)  q 
das  vierte  harmonische  J  in  bezug  auf  das  Paar  Q  -{-  XQ^  =  0  der 
Involution,  dessen  Elemente  die  Parameter  x,  x"  haben,  so  ist  (Nr.  22): 

2  (>|  —  (p  +  ö  {x  +  x)  +  2  xx"  =  0. 
Nun  ist: 

also: 

()|  (a  +  Xa,)  +  iQ  +  ^)  (h  +  A??i)  +  (c  +  Aq)  =  0; 
oder 

^A  (Qa,  -f  h,)  -f  |(pa  +  &)  +  KQh  +  ^J  +  (p^  +  c)  =  0; 


1)  X,  Xj  sind  die  homogenen  Parameter  des  Paars  ^2  =  0;  man  kann 
auch  gleich  homogene  Faktoren  x ,  x^ ,  Xg  einführen ,  so  daß  die  Identität 
lautet:  x^  +  x^  ^^  -[-  x,  ^2  =  0. 
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es  stehen  also  |  und  X  in  bilinearer  Beziehung;   daher  ist,   wenn  zu 
Kl  K  hl  K  die  L  Ja;  S3;  ^4  gehören  (Nr.  24): 

fei        ÖS  .  Si        S4 


§2  5s        =2  34  ^2  ^3        ^2  ^4 

Das  Doppelverhältnis  der  vier  vierten  harmonischen  Elemente, 
die  zu  den  vier  Paaren  mit  den  Parametern  A^ , . . .  A^  gehören,  ist  von 
jenem  Elemente  (>  unabhängig.  Wir  fanden  dies  schon  in  Nr.  114 
und  nannten  es  deshalb  das  Doppelverhältnis  der  vier  Paare. 
Wir  sehen,  daß  es  in  der  bekannten  Form  durch  die  Parameter  der 
vier  Paare  sich  ausdrücken  läßt,  daß  aber  auch  dieser  Ausdruck,  wenn 
die  Paare  andere  Parameter  bekommen,  z.  B.  durch  W^ahl  anderer 
Konstituenten,  invariant  bleibt. 

Wir   können  nun   die   Involution  projektiv   beziehen,   ihre  Paare 
auf  die  Elemente  eines  andern  Gebildes,  indem  wir  zunächst  die  irgend 
einem  festen  Elemente  zugeordneten  vierten  harmonischen  Elemente 
beziehen. 
136  Die   eine   Verallgemeinerung^)    der  Involution,    die  wir  vor- 

nehmen wollen,  ist  folgende:  Wir  ersetzen  die  quadratischen 
Gleichungen  durch  solche  vom  n^^"^  Grade,  welche  also  w-ele- 
mentige  Gruppen  darstellen:  §  =  0,  Q^  =  0  und  bilden  die  neue  Gruppe: 

Verändert  sich  A,  so  ergeben  sich  <x^  Gruppen,  welche  eine 
Involution  >^*®'^  Grades  bilden,  die  gemeine  kann  also  quadratisch 
genannt  werden.  Genau  wie  oben  erkennt  man,  daß  jedes  Element 
des  Trägers  zu  einer  und  im  allgemeinen  nur  zu  einer  von 
den  Gruppen  gehört.  Zu  den  beiden  konstituierenden  Gruppen 
gehören    die   Parameterwerte    0,  00;    das    letztere    beweist    die    Form 

Weil  in  zwei  Perspektiven  ungleichartigen  Grundgebilden  den  in- 
zidenten  Elementen  der  nämliche  Parameter  gegeben  werden  kann 
(Nr.  28),  so  folgt,  daß  zu  einer  Involution  in  dem  einen  Gebilde  per- 
spektiv  eine  Involution  in  dem  andern  ist,  je  zwei  Perspektive 
Gruppen  mit  derselben  Gleichung  ö  +  ^  §1  =  ^  ^^^  dem  nämlichen 
Parameter;  die  Wurzeln  sind  die  Parameter  der  n  Elemente  der  einen 
und  der  andern  Gruppe. 

Die  Involution  beliebigen  Grades  ist  projektiv  und  geht 
dann  auch  in  die  weiteren  projektiv  beziehbaren  Gebilde  über. 

Andererseits  lehrt  die  Gleichung  §  +  Aöi=0  direkt,  daß  die 
Involution,  mit  ihren  Gruppen  als  Elementen,  projektiv 
beziehbar  wird;  indem   eine    Gruppe   und  ein  Element    des   andern 


1)  de  Jonquieres,  Annali  di  Matematica  (Ser.  I),  Bd.  2,  S.  86. 
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Gebildes  entsprecliend  sind,  wenn  sie  denselben  Parameter  haben  oder 
allgemeiner^  wenn  zwischen  den  Parametern  eine  bilineare  Relation 
festgesetzt  ist. 

Zu  Konstituenten  kann  man  beliebige  zwei  Gruppen  der 
Involution  nehmen,  etwa  die  mit  Paramentern  X\  l"  oder  mit  den 
Gleichungen:  Q  -\-  l'  Q^  =  0^  Q  -^  l"  Q^  =  0,  welche  wir  kürzer  Q'  =  0, 
Q"  =  0  schreiben. 

Dazu  haben  wir  uns  klar  zu  machen^  daß  die  linke  Seite  der 
Gleichung  einer  beliebigen  weitern  Gruppe  mit  dem  Parameter  X  in 
folgende  Form  sich  bringen  läßt: 

die  beiden  Größen  q\  q"  müssen  also  den  Gleichungen: 

1  =  9'  +  q",  l  =  q'?J  +  q'X" 

genügen  und  sind  durch  sie  eindeutig  bestimmt.  Die  Gleichung  der 
Gruppe  Q  -\-  kQ^  =  0  lautet  mit  unhomogenem  Parameter,  bezogen 
auf  die  neuen  Konstituenten: 

Q'  +  ''^.Q"  =  0,  oder  §'  +  «§"  =  0. 

Haben  zwei  Gruppen  §'  =  0,  Q"  =  0  ein  Element  gemein, 
etwa  mit  dem  Parameter  a,  so  ist  dasselbe  allen  Grupen  ge- 
meinsam (bei  w  =  2  parabolische  Involution);  denn  x  ==  a  macht  Q' 
und  Q"  zu  nuU,  also  auch  Q'  -\-(5Q'\  für  jeden  Wert  von  ^;  wir 
können  also  aus  Q',  Q"j  Q'  -\-  0  Q''  den  linearen  Faktor  x  —  a  heraus- 
nehmen. Ahnliches  gilt  für  mehrere  gemeinsame  Elemente.  Es  kann 
auch  eine  Potenz  von  x  —  a  in  Q'  und  Q"  enthalten  sein,  so  daß  das 
Element  a  den  Gruppen  der  Involution  mehrfach  gemeinsam  ist. 

Scheidet  man  i  Elemente,  welche  zweien  Gruppen  einer  Involution 
n^^  Grades  und  dann  allen  Gruppen  derselben  gemeinsam  sind,  (unter 
denen  auch  Vereinigungen  stattfinden  können),  also  den  Faktor  ^^*'^ 
Grades  aus  den  Gleichungen  aus,  so  erhält  man  eine  Involution 
(w_^')ten  Grades. 

Es  wird  sich  herausstellen,  daß  ein  Kurvenbüschel  w*^'"  Ordnung 
in  eine  Gerade  seiner  Ebene  eine  Involution  n^^^  Grades  einschneidet; 
auf  einer  Gerade  durch  einen  (allen  Kurven  des  Büschels  gemein- 
samen) Grundpunkt  ergibt  sich  eine  solche  Involution  mit  einem  aUen 
Gruppen  gemeinsamen  Punkte.  Die  n  —  1  übrigen  Schnitte  bilden  eine 
Involution  (n  —  l)^*^""  Grades. 

Wenn  in  einer  Gruppe  zwei  Elemente  zusammenrücken,  so  er- 
gibt sich  ein  Doppelelement.  Die  Koeffizienten  der  Gleichung  einer 
Gruppe  sind  linear  in  l.  In  der  Algebra  wird  gelehrt,  daß  die  Dis- 
kriminante  D  einer   Gleichung  n^^^   Grades,  deren  Verschwinden  die 
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Bedingung  dafür  ist,  daß  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  in 
den  Koeffizienten  der  Gleichung  vom  Grade  2{n—l),  d.h.  daß  in 
jedem  ihrer  Glieder  so  viele  Koeffizienten  multipliziert  sind.  Daher 
wird  in  unserm  Falle  D  =  0  eine  Gleichung  2  (n~  1)^''''  Grades  in  l 
(vgl.  ohen  n  =  2),  deren  Wurzeln  als  Parameter  zu  den  Gruppen 
mit  Doppelelementen  gehören. 

Eine  Involutionen  n*^""  Gradeshat2  (w—1)  Doppelelemente,, 
welche  sich  im  allgemeinen  auf  ehensoviele  Gruppen  ver- 
teilen.    Dies  wird  später  noch  auf  andere  Weise  erkannt  werden. 

Die  Diskriminante  der  kubischen  Gleichung: 

z.  B.  ist:  a^d^  +  4  ac^  +  4  h^d  —  6  ahcd  —  3&^c^  (wir  werden  sie  in 
Nr.  150  ableiten);  die  Gleichung  4.  Grades  in  A  ist  daher: 

(a  +  Xa^f(d  +  Xd,y  +  4(a  +  Xa^){c  +  l  €,y  +  4(6  +  lh^y{d-\- Xd,} 
-  6  (a  +  Xa^)  (b  -f  Afej)  (c  +  Aci)  (d  + Xd,) -^(b-\-  X\f  (c  +  Xc^}^  =  0. 

Wenn  drei  kubische  Gleichungen  vorliegen: 

so  kann  die  Identität: 

erfüllt  werden;  denn  setzt  man  die  entsprechenden  Koeffizienten  der 
Potenzen  von  x  einander  gleich,  so  ergeben  sich  fünf  in  X,  yi,  X  a^,  ^la^,  a^ 
lineare  Gleichungen,  welche  A,  ^,  a^^  a^y  a^  eindeutig  bestimmen.  Man 
kann  daher  drei  Gruppen  von  je  drei  Elementen  (in  demselben  Ge- 
bilde) auf  eine  Weise  so  durch  vierte  Elemente  vervollständigen,  daß 
drei  Gruppen  einer  Involution  4.  Grades  sich  ergeben. 

Zu  einem  Systeme  von  c»^  Gruppen  von  vier  Elementen  eines 
Gebildes  von  der  Eigenschaft,  daß  jedes  Element  desselben  zu  einer 
von  ihnen  gehört,  sind  wir  bei  drei  Involutionen,  die  zu  zweien 
sich  stützen  und  immer  die  dritte  zum  kommutativen  Produkte 
haben  (Nr.  85,  87),  gelangt. 

Jedes  Element  X  wird  durch  die  drei  gepaarten  Ele- 
mente Xj,  Xg,  Xg  zu  einem  Quadrupel  vervollständigt,  das 
in  jede  der  drei  Involutionen  zwei  Paare  XXj,  XgXg; .  .  .  sendet. 
Bestätigen  wir  die  Vermutung,  daß  diese  Gruppen  eine  Invo- 
lution 4.  Grades  bilden. 

Von  den  drei  Involutionen  sind  zwei  hyperbolisch,  die  dritte 
elliptisch;  die  Paare  der  Doppelpunkte  seien  M^N^,  M^N^,  -^^3^3? 
zu  je  zweien  harmonisch.  Als  Parameter  des  Elementes  X  benutzen 
wir  ein  mit  reellen  Doppelpunkten  gebildetes  Doppelverhältnis: 
I  =  {M^N^M.X)  =  -  (M,N,N,X\  Es  ist  dann  |,  =  {M,N^M,X,) 
=  {M,N,M,X) .  (M,N,XX,)  =  -  ?,  weü  {M,N,XX,)  =  -  1. 
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Wegen  der  zweiten  Involution  ist: 

und  weil  Xg  und  Xg  in  der  ersten  gepaart  sind,  ist  gg  =  —  -.     Dem- 
nach ist  die  Gleichung  der  Gruppe  XX^X^X^: 

also: 

wo  X  =  ^'  -\-  j^  der   Gruppenparameter  ist,   der,   wie   notwendig,   sich 

nicht  ändert,  wenn  J  durch  —  ?,   r? ^  erzetzt  wird.    Damit  ist  die 

Involution  bewiesen. 

Fällt  X  nach  31^,  dann  tut  es  auch  X^,  während  X.,  und  Xg  nach 
N^  fallen  Die  sechs  Doppelpunkte  der  Involution  verteilen 
sich  also  auf  drei  Gruppen,  jede  mit  zwei  Doppelpunkten 
M^N^y  M^X^j  3I^X^'^  die  Gruppenparameter  sind  00,2,-2. 

Wenn  in  einem  Gebilde  ein  einfach  unendliches  System  von 
Gruppen  von  je  n  Elementen  vorliegt,  das  algebraisch  entstanden  ist 
und  die  Eigenschaft  hat,  daß  ein  beliebiges  Element  des  Gebildes 
nur  zu  einer  Gruppe  gehört,  so  wird  man  immer  auf  eine  Involution 
w*®°  Grades  schließen  können;  denn  die  Gleichung  einer  Gruppe  muß 
dann  linear  einen  Parameter  enthalten.  Wertvoller  wird  es  jeden- 
falls sein,  wenn  man  diese  Gleichung  herstellen  oder  die  fragliche 
Involution  projektiv  in  eine  bekannte  überführen  kann. 

Eine    anschauliche    Involution    n^^^    Grades    von    Strahlen    (oder  137 
Ebenen)  ergibt  sich  folgendermaßen. 

Man  konstruiere  im  Strahlenbüschel  einen  regelmäßigen 
li- Strahl,  d.  h.  n  Strahlen,  welche  den  ganzen  Winkel  von  360°  in 
in  2n  gleiche  Teile  teilen;  läßt  man  ihn  durch  Drehung  alle 
möo^lichen  Laoren  im  Büschel  einnehmen,  so  entstehen  die 
sämtlichen  Gruppen  einer  Involution  n^^^  Grades. 

Aus  der  Moivre sehen  Formel: 

cos  ng)  -f  i  sin  ncp  =  (cos  <p  +  i  sin  (p)" 

erhält  man,  wenn  n  positiv  ganz  ist,  durch  Potenzieren  und  Trennen 
des  Reellen  und  Imaginären: 

cos  ncp  ==  cos  (5p"  —  n^  cos  9:""-  sin  cp^  +  n^  cos  g)"-^  sin  cp^  —  -  -  -, 
sin  ncp  =  n^  cos  (p"~^  sin  9?  —  n^  cos  q)"~^  sin  9^  -f  •  •  •; 

Ui  ist   der  Binomialkoeffizient  -^ {—^ — ;— *~^    ,    und    die    rechte 

Seite  bricht  ab,  wenn  die  n^^  Potenz  von  sin  cp  in  der  einen  Formel 
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und  die  (n  —  1)*®  in  der  andern  erreicht  ist.     Also : 

tanff  ncp  =  ^i  ^^^g  y  —  ^s  tang  gp^  +  n^  tang  y^ 
°      ^  1 — Wg  tang  g?^ -t- ^i^  tang  9*  — 


x^  -\-n^x^ •  •  Z 


1  —  n^x^  -\-  n^x^  —  •  •  •  N  ^ 

WO  entweder  Z  oder  N  bis  zur  n}^"^  Potenz  in  x  =  tang  cp  steigt  und 
die  andere  Größe  zur  {n  —  1)*®^ 

Die  Winkel  der  Strahlen  eines  regelmäßigen  w-Strahls  mit  dem  An- 

fangsstrahle  seien  aj  a -{ ,  a  -\ ,  ...,  a-\-{n—l)~'^  die  ?^-fachen 

Winkel  na,na-\-%j  .  .  .  haben  alle  dieselbe  Tangente-,  ist  diese  gleich  yl, 
so  kann^  wenn  in  unserer  Formel  tang  ncp  =  X  gesetzt  wird,  rechts  cp 

jeder  der  >z  Winkel  a^  a -\ ,  ...  sein  und  x  die  zugehörige  Tan- 
gente.    Folglich  ist 

Z-XN=0 

die  Gleichung  des  w- Strahls,  und  ändert  sich  A,  also  a  und  ncc,  so 
erhalten  wir  alle  regelmäßigen  w-Strahlen  im  Büschel  und  sehen,  daß 
sie  eine  Involution  n^^"^  Grades  bilden. 

Die  erste  Konstituente  gehört  zu  A  =  0,  a  =  0,  ist  also  derjenige 
^-Strahl,  zu  dem  der  Anfangsstrahl  gehört;    so  daß  die  Winkel  sind: 

OTT  2  7t  /  ^  \    7C 

Die  zweite  Konstituente  sjehört  zu  l  =  oo,  na  =  --,  a  =  ,7— :  die 

^  '  2  '  2n' 

zugehörigen  Winkel  sind: 

2^'    2^'    ••  •'    ^^^'^~-^^"2^' 

Je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist,  ist  Z  =0  oder  JV  =  0 
vom   Grade  w  —  1 5    diese  Gradreduktion   rührt  von   einer  Wurzel  oo 

her,  welche  zu  dem  Strahle  mit  dem  Winkel  -^  gehört;  dieser  Winkel 

befindet    sich    in    der    ersten  Reihe    als    ^  — ,    bzw.  in   der  zweiten 

2       n  ^ 

als  n  '  ^r-' 

,2w 

Bei  ungeradem  n  sind  die  beiden  Konstituenten  zueinander  recht- 
winklig und  hat  jeder  regelmäßige  w- Strahl  des  Büschels  einen  zu 
ihm  rechtwinkligen.    Bei  geradem  n  ist  jeder  zu  sich  selbst  rechtwinklig. 

Setzt  man  A  =  +  ^,  so  wird  bei  ungeradem  n: 

TO-l 

0  =  Z+iN=={-  1)"^  {xTiy, 
und  bei  geradem  n: 

n 

^  =  Z+iN=  +  i{-iy(^x  +  iy, 
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also  beidemal: 

(x  T  0"  =  0. 

Wir  erhalten^  den  Parametern  A  =  ±  ?  entsprechend,  zwei  ima- 
ginäre Gruppen  in  der  Involution,  deren  sämtliche  Strahlen 
sich  vereinigt  haben:    in   dem    einen    oder  andern  der  beiden 

isotropen  Strahlen  des  Büschels.     Eine  Drehung  um  -    versetzt 

jeden  Strahl  eines  regelmäßigen  w-Strahls  in  den  nächstfolgenden; 
wir  wissen  aber,  bei  jeder  Drehung  bleiben  die  beiden  isotropen 
Strahlen  fest. 

Wenn  in  einer  Gleichung  7i^^  Grades  alle  n  Wurzeln  gleich  sind, 
so  ist  das  damit  äquivalent,  daß  (n  —  l)-mal  zwei  benachbarte  in  der 
Größen-Reihenfolge  einander  gleich  sind.  Die  2(ji  —  l)  Doppelstrahlen, 
im  allgemeinen  verteilt  auf  2(w  —  1)  Gruppen,  haben  wir  hier,  als  zwei 
w-fache  Strahlen,  in  zwei  Gruppen. 

Die  andere  Verallgemeinerung  der   gemeinen  Involution  ist  138 
folgende. 

In  zwei  konjektiven  Gebilden  sei  dem  Elemente  Äj^  des 
ersten  Ä^  im  zweiten  entsprechend,  diesem,  zum  ersten  ge- 
rechnet, Ä^  wiederum  im  zweiten,  und  durch  Fortsetzung 
dieses  Prozesses  ergeben  sich  Ä^j  A^,  .  .  ..  Sind  die  Gebilde  in- 
volutorisch,  so  fällt  schon  A^  mit  A^  zusammen,  und  zwar  gleich- 
gültig, von  welchem  Elemente  A^  ausgegangen  wird. 

Nehmen  wir  nun  an,  daß,  für  ein  bestimmtes  Ausgangs- 
element A^y  das  Element  ^„^i  der  Reihe  (und  kein  früheres) 
mit  A^  koinzidirere;  so  daß  eine  geschlossene  Gruppe  von 
n  Elementen  JLj,  A^,  .  .  .,  ^„  entsteht,  in  der  jedem  Elemente 
aus  dem  ersten  Gebilde  das  folgende  im  zweiten,  dem 
letzten  das  erste  entspricht.     Es  ist  dann: 

A^A^A^  .  .  .  Aj^  /\  A^A^  .  .  .  A^  J\  A^A^  .  .  .  A^A^  7\  •  •  •• 

Wenn  A  =  A   (n^q^ p)  wäre,  so  würde  auch 

sein;  mithin  J.^  ^  A  _^^-^  dieser  Zeiger  ist  <  w;  es  würde  also  schon 
ein  früheres  Element  mit  A^  koinzidieren.  Es  sind  demnach 
die  Elemente  einer  solchen  Gruppe  alle  voneinander  ver- 
schieden. 

Eine  derartige  Gruppe  möge  eine  zyklisch -projektive  Gruppe 
w*®"" Grades  oder  kürzer  Zyklus  w*®"" Grades  heißen  und  binär,  ternär,  ..., 

wenn  «  =  2,  3, Aber  vom  Falle  n  =  2,  als  dem  schon  bekannten, 

sehen  wir  im  folgenden  ab. 

Ist  eine  solche  Gruppe  vorhanden,  so  führt  jedes  weitere 
Element  B^  des  Trägers  (das  kein  Koinzidenzelement  ist)  zu  einer 
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ebenso  bescliaffenen  Gruppe.  Denn  wenn  B^j  B^,  ...  in  der 
obigen  Weise  aus  B^  hervorgehen^  so  ist: 

A^Ä^A^B^  A  A^^A^A^B^  7\  •  ^  -  7\  A^A^A^B^  A  A^A^A^B^^^; 

aus:  ^1^2^^!  A  A^A.A^B^^^  folgt:  B^^,=B^. 

Von  diesen  Elementen  B  fällt  keines  mit  einem  der  A  oder  einem 
andern  B  zusammen.^) 

Angenommen,  es  wäre  B^^Aj^y  so  wäre  B._j^^  Aj^_f^,  also 
B^  =  Ai,  wo  1^1  -\-  Je  —  i  (mod  n\  und  B^  gehörte  zur  J.- Gruppe, 
was  wider  die  Voraussetzung  ist. 

Es  sei  zweitens  B^  ^  B^^  wo  wieder  n^q'^  p,  soistg  =  p+l 
schon  ausgeschlossen,  weil  dann  B  und  daher  auch  B^  Koinzidenz- 
element wäre.     Wir  haben: 

A^A^A^B^_^  A  A^A^A^B^  7\  •  •  -  7\  A^A^A^B^_^', 

also  Bp_^=B^_^,  ebenso:  Bp_j^^B^_j^,  daher  B^=B,^_^^,  wo 
Je  =-  q  —  p  <i  n. 

Dann  ist  wiederum: 

A,A,A^B,B,  ,..B,7\  A,A,A^B,B, .  . .  B,  7\  , . . 

A   A  +  l  A  +  2^Ä  +  3^1^2  •  •  •  ^k' 

Ist  ^  >  2,  so  bedeutet  dies,  weil  mindestens  drei  sich  selbst  ent- 
sprechende Elemente  vorhanden  sind:  Aj^_^^^  A^,  aber  k<Cn'^  und 
demnach  widerspricht  dies  der  obigen  Voraussetzung,  daß  kein  früheres 
Element  mit  A^  koinzidiere  als  ^„^i- 

Bei  h  =  2  würden  wir  haben : 

^1-42-^3^1^2  A  A^A^A^B^B^', 

es  würden  sich  B^  und  B^  involutorisch  entsprechen,  während  dem 
A^  in  dem  einen  Sinne  A^ ,  in  dem  andern  A^  korrespondiert  (l^  >  2) ; 
was  nicht  vereinbar  ist. 

Jedes  Element  führt  also  zu  einer  zyklisch -projektiven  Gruppe, 
und  die  ganze  Projektivität  77  ist  zyklisch  vom  n^^"^  Grade. 
Daß  eine  zyklische  Projektivität  bei  Schnitt  und  Projektion 
erhalten  bleibt,  ist  unmittelbar  ersichtlich. 

Eine  ternäre  zyklische  Projektivität  ist  gerade  durch  einen  Zyklus 
festgelegt: 

A-^A^A^  /\  A^A^A^. 

Aber  für  n  >  3  sind  Bedingungen  zu  erfüllen;  bei  n  =  A  haben  wir: 

A^A^A^A^  A  -^2 ^3 -^4-^1  A  A^A^A^A^'^ 
d.  h.  A^A^,  ^3-^3?  ^2-^4  sind  in  Involution,  oder  A^  und  A^  sind  zu 
A^  und  A^  harmonisch. 


1)  Zum  folgenden  vgl.  vielfach  Lüroth,  Math.  Annalen,  Bd.  11,  S.  84. 
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Wir  nehmen  an,    die  Projektivität    sei   von    einem   Kegel-  139 
schnitte  getragen  und  s  sei  die  Projektivitätsaxe. 

Wenn  bei  einer  beliebigen  Projektivität  auf  einem  Kegelschnitte 

A,Ä,...A„7\  %%...%,, 
SO  schneiden  sich 

AK-r,  %A-i;  AK-,,  %A-.\  ••• 

auf  der  Axe  s,  d.h.  in  unserm  Falle,  wo  %^Ä._^_^: 

■^l^nf    ^2^n-l5    ^2^n-lt    ^3^n-27       '-l 

daher  gehen  Ä^Ä^,  A^A^_^y  A^A^_.2^  .  .  .,  also  alle  Verbindungs- 
linien solcher  Punkte  des  Zyklus,  welche  die  Zeigersumme  =  1  (mod  n) 
haben,  durch  einen  und  denselben  Punkt  P^  auf  s;  und  es  besteht  die 
Involution 

Ebenso  haben  ^5(„_i,  %2^n-l^  ^s^n-s?  ^3^n-2;  •  •  •  einen 
Schnittpunkt  auf  5,  oder  die  Punkte 

A^A^,  A^A^_^,  A^A^_^,  ... 

mit  der  Zeigersumme  =  2  (mod  n)  sind  involutorisch  gepaart  und  das 
Zentrum  F^  liegt  wieder  auf  s. 

Solcher  Involutionen  erhalten  wir  im  ganzen  n  mit 
den  Zeigersummen  ^1,  2,  ...,  w  (mod  n)  und  den  Zentren 
Pi,  P2,  .  .  .,  P„  auf  der  Projektivitätsaxe  s. 

Diese  Punktreihe  P^P^  .  .  .  P„  auf  s  ist  selbst  eine  zyklisch-pro- 
jektive  Gruppe.  Denn  sie  ist  die  Projektion  von  A^A^  .  .  .  A^  aus  J.„, 
von  A^A^  .  .  .  A^  aus  A^_^j  usw. 

Die  Involution:  A^A^j  A^A^_^,  ...  lehrt,  daß  auch 

A^A^A^  .  .  .  A^J\  A^A,^_^  .  .  .  J.1 ; 

so  daß  alle  2n  Gruppen,  die  n  zyklischen  des  einen  Sinnes 
und  die  n  Umkehrungen,  zueinander  projektiv  sind. 

Bei  w  =  6  z.  B.  haben  wir  sechs  Involutionen,  drei  mit  drei  Paaren 
wie:  A^A^j  ^2-^57  ^3^4  ^^^  ^^^^  ^^  ^^^^  Paaren  wie:  A^A^,  ^2-^6? 
J.3^5,  A^A^'^  wegen  dieser  sind  A^,  Aq  und  A^,  Ar,  zu  A^^  A^  har- 
monisch. 

Gehen  wir,  umgekehrt,  von  drei  solchen  Harmonizitäten  aus,  etwa: 

(^l^S^S^e)  ^  (^2^4^3^6)  =  (-^^5^4^6)  ^  "^  ? 

so  liefern  die  beiden  ersten  die  Involution: 

1)     A^A^j  ^2^4?  ^3^3?  ^6^6*7 
femer  A^A-^A^A^  J\  A^AqA^A^  die  Involution: 
2)    A^A^^  ^2^3?  ^5^6- 
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Also  ist: 

AAAAAA  7\  A^A^A^A^A^A^  wegen  1), 
A  AqA^A^A^A^A^  wegen  2), 
daher  A  A^A^A^A^A^A^,  usw. 

J).\l,  A^^  A^,     .  ..,  A^  bilden  eine  zyklisch-projektive  Gruppe. 
Oder  gehen  wir  von: 

{A,Ä,A,A,)  =  {A,  Ä,A,A,)  =  {,A,A^A,A,)  =  -  1 

aus,  so  liefern  diese  Harmonizitäten,  wenn  A^y  A^,  A^  gegeben  sind, 
Ar^y  Aqj  A^j  oder  wenn  A^^  A^j  A^  gegeben  sind,  A2,  A^y  A^. 

Bei  n  =  b  ergeben  sich  fünf  Involutionen,  sämtlich  gleicher  Art: 

A^A^,  A^A^y  -^3^3  5  A^A^y  A^A^y  A^A^'^  A^A^,  A^A^y  A^A^] 

^1^3?  ^4^5?  A^A^'^  A^A^y  A^A^y  A^A^. 

Zwei  von  ihnen,  z.  B.  die  beiden  ersten,  genügen,  denn  sie  führen  zu: 

A^A^A^A^Ap^  A  A^A^A^A^A^  A  A^A^A^A^^A^. 

Also  müssen  drei  Elemente  die  übrigen  bestimmen. 

Wenn  A^y  A^y  A^  auf  einem  Kegelschnitte  gegeben  sind,  so  sei  C 
der  Pol  von  A^A^y  B^  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  A^  in  bezug 
auf  A^y  A^y  also  der  zweite  Schnitt  von  CA^y  ferner  D^iCA^yA^A^ 
und  E  der  Schnitt  von  A^A^  mit  der  Tangente  von  A^.  Die  beiden 
Schnitte  von  DE  seien  B^y  A^  und  A^^  der  zweite  Schnitt  von  GB^. 
Dann  ist  A^A^A^  durch  A^A^^  vervollständigt. 

Das  Pascal  sehe  Sechseck  A^A^A^A^B^A^  lehrt,  daß  (A^A^yA^A^) 
mit  (A^A^y  A^B^)  =  E  und  (A^A^y  B^A^)  =  C  in  gerader  Linie  liegt; 
da  diese  in  A^  berührt,  so  sind 

A^Af^y  A^A^y  A^A^ 
in  Involution. 

Ferner  werden  durch  die  vier  harmonischen  Punkte  A^,  B^y  CyD 
aus  B^  die  A^y  B^y  A^,  A^  harmonisch;  demnach  geht  A^A^  durch 
den  Pol  von  ^2^2?  ^-  i-  ^^^  Schnitt  F  von  A^A^  mit  der  Tangente 
von  A^'^  folglich  liefert  dies  Zentrum  F  die  Involution: 

A^A^y    A^A^y    A^A^'^ 

und  wir  haben  zwei  der  obigen  Involutionen.^) 

Weil  die  Schnitte  von  BE  auch  umgekehrt  benannt  werden 
können,  so  haben  wir  zwei  Lösungen.  Wenn  A^y  A^,  A^  reell  sind, 
so  liegt  D  innerhalb  des  Kegelschnitts  und  BE  schneidet  reell. 


1)  Lüroth,  a.  a.  0.,  S.  86. 
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Eine   Drehung   eines   Strahlenbüschels    um    den  Scheitel  140 
führt  zu  zwei  gleichen  und  gleichlaufenden  Büscheln  mit  Koinzidenz- 
strahlen, die  nach  den  absoluten  Punkten  gehen  (Nr.  76).    Geschieht 
die   Drehuncr    um    den  Winkel  —  •  2jt,    wo   —   vollständior   ore- 

hoben  ist,  also  n  und  v  zwei  teilerfremde  ganze  Zahlen  sind, 
so  hat  man  eine  zyklische  Projektivität  n^"^  Grades,  wenn  n 

ungerade  ist,  dagegen  nur  vom  Grade  -^j  wenn  n  gerade  ist. 

Denn  in  diesem  Falle  ist  nach  -^- maliger  Wiederholung  der  Drehung, 

d.  h.  nach  einer  Drehung  um  den  Winkel  vti,  jeder  Strahl  mit  sich 
selbst  zur  Koinzidenz  gebracht,  freilich,  wegen  des  ungeraden  v,  jeder 
Halbstrahl  mit  dem  ergänzenden.  Man  verfolge  auch  die  auf  einer 
Transversale  entstehende  Projektivität. 

Die  Zykeln    sind   regelmäßige   n-,    bzw.  y"^^^^^!®^-     ß®i 

geradem  n  muß  also  um  den  Winkel  —  •  2  ;r  =  —  ;r  gedreht  werden, 

damit  zyklische  Projektivität  n*®"^  Grades  sich  ergibt. 

Eine  zyklische  Projektivität  vom  Grade  >i  >  2   hat  stets  141 
imaginäre  Koinzidenzelemente.     Sie  seien  ilf,  N,  so  ist  (Nr.  72 
und  73)  A  =  {MNXX')  invariant.     Also: 

{MNÄ.Ä,)  =  (3INAU,)  =  .  .  .  =  (MNA^Ä,)  =  X. 

Man  erkennt  leicht,  daß  das  Produkt  dieser  7i  gleichen  Doppel- 
verhältnisse 1  ist;  daher  ist  A''  =  1.  Es  muß  aber  A  eine  primi- 
tive n^  Wurzel  der  Einheit  sein,  d.  h.  eine  solche,  von  der  nicht 
schon  eine  niedrigere  Potenz  als  die  «*^  der  Einheit  gleich  ist;  weil, 
wenn  A"'  =  1,  ti  <  w,  schon  {MNÄj^,Ä^)  =  A  wäre,  also  eine  zyklische 
Projektivität  von  niedrigerem  Grade  n    vorläge. 

Die  n^^^  Wurzeln  von  1   sind: 

cos h  i  sm ,     h  =  1,  2, .  .  .,  n  —  l,n: 

n  n     ^  ?     7         >  7     1 

primitive  Wurzeln  ergeben  sich  bei  solchen  /t,  die  zu  ti  teilerfremd 
sind.     Die  n^^  Potenz  ist  cos  ^ \-  i  sin ;   ist  dies  1,  so  muß 

—  ganz  sein;  wenn  h  zu  n  teilerfremd  ist  und  nur  dann,  ist  n'=  n 

der  niedrigste  Wert,  für  den  das  gut. 

Bei  n  =  1  ist  1  die  einzige  Wurzel  (h  =1);  bei  n  =  2  sind  1 
und  —  1   die  Wurzeln,  zu  h  =  2,  1  gehörig,  also  —  1  primitiv^);    bei 


1)  —  1  gehört  bei  geradem  n  zu  -— ,  was  nicht  teilerfremd  zu  n  ist,  wenn 

2 


w>2. 
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^  >  2  sind  also  die  primitiven  Wurzeln  imaginär.  Und  daher  gilt 
dies  auch  für  Mj  N,  da  die  Punkte  des  Zyklus  reell  sind. 

Zyklisch  projektive  Gebilde  sind  infolgedessen,  wenn 
w  >  2,  stets  gleichlaufend  (Nr.  67). 

Bei  n  =  2,  der  Involution,  können  die  Koinzidenzen  auch  reell 
und  die  Gebilde  ungleichlaufend  sein. 

Wenn  (p(n)  die  bekannte  zahlentheoretische  Funktion  ist,  die  An- 
zahl der  Zahlen  in  der  Reihe  1,  .  •  .,  n,  die  zu  n  teilerfremd  sind,  so 
gibt  es  cp{n)  primitive  Wurzeln  und  so  viele  Invariantenwerte  beim 
Grade  n.  Die  zu  h  und  n  —  h  gehörigen  Wurzeln  sind  reziprok  und 
zugleich  primitiv  oder  nicht,  so  daß  sich  '^cp(n)  Paare  reziproker 
Invarianten  ergeben. 

Zwei  Zykeln  aus  zyklischen  Projektivitäten  vom  Grade  n 
mit  der  nämlichen  primitiven  Wurzel  als  Invariante  oder 
mit  reziproken  Invarianten  sind  projektiv.  Denn  es  sei  die 
Projektivität : 

(^)     MNÄ,  A  M,N,B, 
festgelegt,  wo 

MNÄ.Ä,  .  .  .  A  MNÄ,Ä,  . .  ., 

die  beiden  gegebenen  zyklischen  Projektivitäten  sind,  so  folgt  aus  der 
Gleichheit  der  Invarianten: 

{MNÄ,A,)=={M,N,B,B,),   {MNA,A,)^{M,N,B,B,),   ..., 

daß: 

A^Ä,,..A^7\B^B,-B^. 

Sind  die  Invarianten  reziprok,  so  ist: 

{MNA,Ä,)=^{N,M,B,B,),..., 

und  wir  haben  die  Projektivität: 

MNA^  A  N^M^B,, 

in  der  die  ZykeLn  entsprechend  sind. 

Da  es  bei  w  =  4  und  n  =  6  nur  zwei  primitive  Wurzeln  gibt, 
welche  reziprok  sind,  so  sind  zwei  Zykeln  4.  Grades  oder  zwei  Zykeln 
6.  Grades  immer  projektiv. 

Bei  w  =  6  können   wir    es    auch    aus    der    obigen    Konstruktion 
folgern,  durch  welche  wir  A^,  A^,  Aq  aus  A^,  A^,  A^  gewonnen  haben. 
142  Es  liege  eine  zyklische  Projektivität  77  n^^  Grades  {n  >  2)  auf 

einer  Gerade  vor.  Wir  konstruieren  (Nr.  75)  die  repräsentierende  In- 
volution der  imaginären  Koinzidenzpunkte:  zu  jedem  Punkte  Z^  X=  Y' 
der  Gerade  suchen  wir  die  beiden  entsprechenden  Punkte  X,  Y  und 
in  bezug  auf  sie  den  vierten  harmonischen  Punkt  Z^  zu  Z,  so  ist  ZZ^ 
ein  Paar  jener  Involution.     Über  diese   elliptische   Involution   stellen 
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wir  eine  rechtwinklige  (Nr.  79)  und  projizieren  aus  dem  Scheitel  0 
die  n  in  eine  ebenfalls  zyklische,  deren  Koinzidenzstrahlen  durch 
diese  rechtwinklige  Involution  dargestellt  werden,  folglich  nach  den 
absoluten  Punkten  gehen.  Ist  also  ^  =  a;  =  «/'  ein  Strahl  des  Büschels, 
so  ist  der  zu  ihm  rechtwinklige  r^  der  ihm  in  bezug  auf  x  und  y 
harmonische,  mithin  halbieren  ^  und  3^  die  Winkel  x'y.  Nun  sind  ?/,  ^,  x' 
drei  aufeinander  folgende  Strahlen  eines  Zyklus;  jeder  Strahl  des  Büschels 
halbiert  also  in  demjenigen  Zyklus,  zu  dem  er  gehört,  den  einen 
Winkel  der  beiden  in  der  Reihenfolge  des  Zyklus  ihm  benachbarten 
Strahlen;  demnach  liegt  in  dem  Zyklus  ein  regelmäßiger  n-Strahl  vor. 
Damit  ist  eine  beliebige  zyklische  Projektivität  n^"^ 
Grades  auf  einer  Gerade  perspektiv  gemacht  worden  zu  der- 
jenigen speziellen  zyklischen  Projektivität  im  Strahlen- 
büschel,   welche  durch  Drehung    desselben    um    den  Winkel 

,  bzw.  —  bei  ungeradem,  geradem  n  entsteht. 

Die  regelmäßigen  n-Strahlen  stehen  über  den  Zykeln  von  77.  Da 
jene  eine  Involution  n^^"^  Grades  erzeugen,  so  bilden  in  jeder  zyk- 
lischen Projektivität  die  Zykeln  eine  Involution  n^^  Grades, 
worauf  schon  der  Umstand  hinweist,  daß  jedes  Element  zu  einem 
Zyklus  gehört.  Die  isotropen  Strahlen  des  Büschels  sind  je  w-fache 
Strahlen  der  Involution  und  repräsentieren  aUe  2  (» —  1)  Doppel- 
strahlen, jeder  n—1  (Nr.  137),  also  gilt  Entsprechendes  für  die  Koin- 
zidenzen von  77. 

Wir  wissen,  v  muß  teilerfremd  zu  n  sein,  damit  regelmäßige 
n-Strahlen  entstehen.  Wir  haben,  wie  oben  gefunden,  cp  (n)  Werte  v,  wir 
können  uns  aber  auf  die  'kcpin)  Werte  von  v  beschränken,  die  unter 
^n  liegen,  weil  die  zu  n  ergänzenden  nur  die  Drehungen  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  liefern,  welche  die  Umkehrungen  der  zu  jenen  v 
gehörigen  Drehungen  sind.  Auch  die  reziproken  Invarianten  entsprechen 
den  Umkehrungen;  denn  zu  (MNÄ^Ä^)  ist  reziprok  (MNÄ^Ä^). 

Ebenso  wie  bei  den  reorelmäßigen  Vielecken,  wollen  wir  v  die 
Art    des    regelmäßigen    n-Strahls   nennen;   nach  n  Drehungen  um  je 

,  bzw.  —  wird  der  ganze  Winkel  2;r,  bzw.  n  v-mal  durchlaufen, 

jeder  Strahl  kehrt  in  sich  zurück:  jeder  Halbstrahl  in  sich  selbst  oder 
in  den  ergänzenden,  je  nachdem  n  ungerade,  gerade  ist. 

Die  Perspektive  Lage  lehrt  nun,  daß  die  Art  auch  auf  den 
allgemeinen  Fall  übertragen  werden  kann:  sie  sagt  aus,  wie 
oft  das  Gebilde  von  einem  Zyklus  durchlaufen  wird,  und  eine 
zyklisch  projektive  Gruppe  1.  Art  können  wir  eine  ordentliche 
Gruppe  nennen. 

Für  die  Drehung  um  den  Winkel  B  ist  die  Invariante  nach  Nr.  74: 
e  2.0  _  cQs  2ö  -f-  2  sin  2  ö, 

S  t  u  r  m ,  Geometr.  Verwandtschaf ten-    L  13 
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also  wenn  ö  =  — — ,  bzw.  — : 

COS  — f-  ^  sm  — —  [n  ungerade)  ), 

2  VTl        ,       .         .         2  VTt      /  T     V 

cos  1-  %  sm (>«  gerade); 

z.  B.  zu  w  =  5  gehören  die  nicht  reziproken  Invarianten  für  v  =  1,  2: 

4  ,     .     .       4  2  .     .       2 

COS  -—  7t  -f-  i  sm  —  TT,     cos  —  jr  —  ^  sm  -r-  tt, 

O  ö  o  o 

bei  n  =  6  nur  für  v  =  1  :  cos    _~  +  i  sin  -,-. 

Wir  können  nun  auch  sagen:  Zykeln  gleichen  Grades  und 
gleicher  Art  sind  unter  sich  und  mit  den  Umkehrungen 
projektiv. 

Wenn  v  =  kv^  wo  h  ganz  ist^  so  ist,  infolge  der  Eigenschaften 
der  Wurzeln  der  Einheit,  die  zu  v  gehörige  Invariante  die  ¥^  Potenz 
der  zu  v'  gehörigen. 

Sobald  die  Art  v  bekannt  ist,  kann  man  drei  demselben 
Zyklus  angehörige  Elemente  eines  Gebildes  geben:  A.,Ä^,Äf, 
wo  i,  h,  l  irgend  drei  der  Zeiger  1,  2,  •  .  .  n  sind,  und  die  Pro- 
jektivität vervollständigen.  Man  konstruiere  von  einem  regel- 
mäßigen w-Strahle  v^^'  Art  den  i*"^,  Ä*"^,  P^""  Strahl  a.,  aj^,  a^,  stelle  die 
Projektivität: 

her,  vervollständige  die  zyklische  Projektivität  der  regelmäßigen 
w-Strahlen  v^^"^  Art,  zu  welcher  jener  ^-Strahl  gehört,  und  übertrage 
sie  durch  ^  in  das  andere  Gebilde. 

Also  ist  die  zyklische  Projektivität  w*^""  Grades  von  ge- 
gebener Art  durch  jede  drei  Elemente  eines  Zyklus  mit  ge- 
gebener Stellenzahl  eindeutig  bestimmt,  bei  w  =  3,  4,  6,  wo 
es  nur  eine  Art  gibt,  ganz  eindeutig,  bei  n  =  5,  wegen  der  zwei 
Arten,  zweideutig,  wie  sich  das  oben  (Nr.  139)  gezeigt  hat. 
143  Aus  einer  zyklischen  Projektivität  H  kann  man  zu  den 

andern  Arten  auch  durch  Potenzierung  kommen.    Wir  haben: 

n    A^A^ . . .  A  A  ^2  ^3  •  •  •  -^«A  7\  A^A^  .  . .  A^A^  A  •  •  • 


^.    ^.     „^    .                       A:V7t    ,    .    .      A^vn             .                     ,           2h7t 
1)  Die    Werte  von    cos V- 1  sm  ,  r  ==  1,  . .  .  n  und  cos + 

'  n       ^  n  n 

i  sin ,h  =1,2,  .  .  .n  stimmen  derartig  überein,  daß  zu  den  Werten  v  ==  1,2  . .. 

n 

— '■ die  Werte  /i  i=  2,  4, .  .  .  n  —  1 ,  zu  den  Werten  v  =  — - — ,  — - —  ....  n   die 

2  '    '  '  2     '       2     ' 

Werte  /i  =  1,  3,  b,  .  .  .  n  gehören. 
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Stellen  wir  neben  Ä^^A^  .  .  .  Ä^  die  mit  ^^i^^  beginnende  Form 
des  Zyklus: 

wo  rechts  jeder  n  übersteigende  Zeiger  modulo  n  reduziert  ist.  Diese 
Projektivität  ist  durch  A*-malige  Wiederholung  der  gegebenen  77  er- 
halten und  kann^  wie  in  Nr.  ^Qt,  ihre  ¥^  Potenz  genannt^)  und  mit 
77*  bezeichnet  werden.  In  ihr  entspricht  dem  Elemente  A^  das  Ele- 
ment A^  ^  ^;  wenn  wir  also  zyklisch  anordnen,  so  haben  wir  die 
n  -\-  1  Elemente: 

Yon  denen  das  letzte  mit  dem  ersten  identisch  ist,  daher  einen  Zyklus 
von  n  Elementen,  und  77*  ist  ebenfalls  zyklisch. 

Man  kann  aber  schon  früher  zu  A^  zurückkehren.  Es  sei  d  der 
größte  gemeinsame  Teiler  von  n  und  Ä',  so  daß  n  =  nd,  h  =  ]c' d  und 
n  und  Je'  teilerfremd  sind;  dann  ist  w'Ä  =  wA',  und  ^i  +  ^'i^^i+^'n 
=  A^.  Wenn  also  c?  >  1  und  daher  n  <  n,  ein  Teiler  von  n  ist, 
so    sind    wir    schon    mit    dem   (1  +  n')*^""  Elemente   der  Reibe   zu  A^ 

zurückgekehrt,  und  haben  nur  einen  Zyklus   von  ^'  =  ~j  Elementen. 

Nehmen  wir  nun  ein  Element  der  obigen  w  -  elementigen  Reihe 
A^,  A^_^,.^  .  .  .  das  noch  nicht  zu  diesem  n'-elementigen  Zyklus  gehört, 
so  führt  es  zu  einem  neuen  w'-elementigen,  der  von  dem  ersten  völlig 
verschieden  ist;  denn  gehörte  eins  seiner  Elemente  zu  demselben,  so 
könnte  er  ja  mit  diesem  Elemente  begonnen  werden  und  würde  unser 
jetziges  Anfangselement  als  eins  seiner  Elemente  enthalten,  was  gegen 
die  Voraussetzung    ist.     Also   zerlegt    sich   die   w-elementige  Reihe  in 

d  Zykeln  von  je  -^Elementen. 

Z.  B.  w  =  6     A^A^A^A^A-^A^  A  A.,A.A^Ar,A^A^. 

l)k  =  2,   d  =  2,  ^=3:  A,A,  .  .  .  A,  7\  A,A,A,AeA-^2'. 

dies  gibt  zwei  Zykeln  3.  Grades  A^A^Ar,,  ylg^i^e- 

'       2)  A:  =  3,  ^  =  3,  I  =  2  :  A,A,  . .  .  A,  7\  A,A,A,A,A,A, 

mit  drei  Zykeln  2.  Grades  A^A^,  ^2^5?  ^3-^6?  daher  Involution. 

Wenn  also  k  nicht  teilerfremd  zu  n  und  d  ihr  größter 
gemeinsamer  Teiler  ist,  so  ist  die  ¥^  Potenz  77*  nur  zyklisch 

vom  Grade  -r. 
d 


1)  Die  n^^  Potenz  ist  die  Identität  oder  1  (Nr.  86),  also  auch  die  0**  Potenz, 
die  {n  —  1)**  die  ümkehxung;  daher  stammt  deren  Bezeichnung  als  (—  1)**  Potenz. 

13* 
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Ist   aber  Ä*  teilerfremd,   so  ist  auch  TT*  w*®°  Grades;  z.  B. 

der  Zyklus  ist  A^A^A^A^A^A^,  die  Umkehrung. 

h  und  w  — Ä:  sind  zugleich  teilerfremd  oder  nicht;  die  zugehörigen 
Projektivitäten  TT*  und  IZ"~^  sind  immer  Umkehrungen  vonein- 
ander; begnügen  wir  uns  mit  dem  wichtigeren  Falle  der  Teilerfremd- 
heit,    Die  beiden  Zykeln  sind  dann: 

-^1^1 +i    ^1  +  2*   ■    •    •  -^l+(n-l)/fc> 

^1  ^1  +  (n  -  i)  ^1  +  2  (n  -  ifc)  •  •  •       ^1+  (n  _  1)  (n  -  k)' 

Damit  diese  Umkehrungen  voneinander  seien,  müssen  das  (i  -f-  1)*^ 
Element  unten  und  das  (1  -\-  n  —  e)*®  oben  übereinstimmen,  d.  h.  nach 
dem  Modul  w  kongruente  Zeiger  haben.  Jenes  (^  +  1)*®  hat  den  Zeiger 
1  -f  iin  —  Ti),  dieses  (1  -\-  n  —  i)^  den  Zeiger  1  -f  (w  —  i)fc;  beide  sind 
^  1  — ili  (mod  n). 

Die  zu  iT*  gehörige  Invariante  ist  die  ¥^  Potenz  der  zu 
n  gehörigen. 

Denn  durch  die  Wiederholung  von  TT  wird  an  den  Koinzidenzen 
nichts  geändert;  sie  gehören  zu  allen  Potenzen.     Es  war: 

l  =  {MNA,A,)  =  {MNA,A,)...=  {MNA,Ä,^^y- 

das  Produkt  dieser  h  Doppel  Verhältnisse  ist:  ' 

X'^iMNA^A,^,), 
die  Invariante  von  TT*. 

Die    Invariante    für    eine    zyklische  Projektivität  IJ  v*®'^    Art    ist 

AvTti  2v7ti 

e  "  ,  bzw.  e  "  ,  je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist.  Weil 
ß2ni  ^  2,  so  ist  n^  von  der  Art  v^,  wenn: 

hv  ^  v^  (mod  n)y 

denn  die  bei  ungeradem  n  zunächst  sich  ergebende  Kongruenz 
2'kv  ^^v^  (mod  w)  kann,  weil  2  zu  w  teilerfremd  ist,  auch  darauf 
zurückgeführt  werden. 

Die  Art  v  einer  zyklischen  Projektivität  finden  wir, 
indem  wir  sie  zu  derjenigen,  welche  aus  regelmäßigen 
w-Strahlen  besteht,  projektiv  machen,  als  deren  Art  (Nr.  142); 
die  Kongruenz  hv  =  1  (mod  n)  liefert  dann  den  Exponenten  Ä;, 
durch  den  ihre  Zykeln  in  ordentliche  übergeführt  werden. 
144  Die  ternäre  zyklische  Projektivität  möge  nun  —  auf  der 

Punktreihe  —  etwas  eingehender  betrachtet  werden.     Es  ist: 

A^A^Ag  7\  A^A^A^  7\  A^A^A^. 

Nun   sei   B^   zu  A^   harmonisch    in    bezug    auf   A^,  A^,    so    daß 
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{A^Ä^Ä^B^)  =  —  1,  und  B^B^Br^  der  aus  B^  liervorgehende  Zyklus, 
dann  ist: 

{Ä^A,A,B,)  =  {A,A,A,B,)  =  {A,A,A,B,l 

daher  sind  diese  letzteren  Würfe  harmonisch;  die  drei  vierten 
harmonischen  Punkte  B^j  B^j  B^  bilden  also  einen  neuen 
Zyklus,  und  zu  jedem  Zyklus  der  Projektivität  gehört  ein 
solcher  zweiter. 

Die  drei  Paare  A^B^,  -^2^2?  ^3^3  sind  in  Involution;  denn 
aus  den  drei  Harmonizitäten  folgt: 

A^A^  ■  A^B,  =  -  A^A^  •  B^A^,  A^A^  •  A,B,,  =  -  A^A^  •  B^A^, 

daraus  durch  Multiplikation: 

A,B,  ■  A,B,  •  A,B,  =  -  B,A,  •  B,A,  •  B,A„ 

die  Chaslessche  Involutionsrelation  (Nr.  11). 
Diese  Involution  gibt  wiederum: 

folglich  gehen  die  Elemente  JL  aus  den  jB  ebenso  hervor,  wie 
die  B  aus  den  A. 

Wenn  Jf,  N  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind,  so  sind 
J.J,  B^  sowohl  zu  J[^,  J.3,  als  zu  31,  N  harmonisch;  daher  die  Doppel- 
elemente der  Involution  (J.2^3,  MN),  ebenso  A2,  B^  die  von 
{A^A^j  MN)  und  A^B^  die  von  (A^A^,  MN).  Somit  sind  in  Invo- 
lution ^^J.^,  ^2.^3,  JfiV,  ebenso:  A^A^,  A^A^,  MN-^  aus  jener  folgt: 
{A^A^A^M)  =  {A^A^A^N) y  aus  dieser:  (A^A^A^N)  =  {A^A^A^M)-^ 
also 

{A^A,A^M)  ^  {A^A,A^My, 

d.  h.  M  ist  das  eine  Koinzidenzelement  unserer  zyklischen  Projektivität: 

A^  A^  A^  /  \  A2  A^  A^ , 

imd  N  das  andere;   also  sind  M,  N  imaginär. 

Es  empfiehlt  sich,  eben  wegen  dieser  Imaginarietät,  die  ganz  analog 
verlaufende  Untersuchuncr   mit   den  Parameterrelationen  vorzunehmen. 

Die  Doppelpunkte  der  Involution  A^B^,  ^2-^«?  ^s-^s  sind 
mit  den  Koinzidenzpunkten  der  Projektivität 

A^A^A^B^B^B^  A  A^A^A^B^B^B^ 

identisch,  und  wir  haben  in  jener  die  diese  repräsentierende 
elliptische  Involution. 
Wir  fanden: 

{A^A^A^M)  =  (^2-^3-^1-^-^)»  ^Iso  auch  =  (^3 ^1^2-^); 
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durch  Multiplikation  ergibt   sich,  wenn  q   der  gemeinsame  Wert  ist: 

q'  =  (Ä,Ä,Ä,M)  ■  (Ä,A,Ä,M)  .  (Ä,A,Ä,M)  =  -  1; 
und  ähnlich  bei  JV;    also  sind 

(Ä^Ä^Ä^M)     und     {Ä,Ä,Ä,N) 
die   imaginären  kubischen  Wurzeln    der  negativen  Einheit: 

oder  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 

q'-q +  1^0. 

Sie  sind  reziprok  zueinander.^) 

Ein  Wurf  von  vier  Elementen  mit  einem  dieser  Werte  für  das 
Doppelverhältnis  wird  ein  äquianharmonischer  Wurf  genannt. 
Er  hat  die  besondere  Eigenschaft,  daß  aus  den  vier  Elementen 
nicht  sechs,  sondern  nur  zwei  verschiedenwertige  Doppel- 
verhältnisse gebildet  werden  können,  zweimal  drei  gleiche 

Setzen  wir  (Ä^A^Ä^M)  ==  (),  so  ist  {A^A^A^M)^  welches  eben- 

faUs  Q  ist,  =  (A^MA^A,)  =  ^-=^  (Nr.  6);  und  (A,A,A^M\  welches 

auch  Q  ist,  ist  =  (A^A^MA^)  =  y^t" 
Es  ist  also: 

Q  —  l  1 

und  die  drei  reziproken  sind  auch  gleich: 

Aus   dem    Grleichsetzen    von   je    zweien    folgt    die   obige   quadratische 
Gleichung. 

Die  drei  gleichen  Doppelverhältnisse  bilden  einen 
Zyklus,    insofern    man,    von  jedem   ausgehend,    in   derselben 

Weise  zu  den  beiden  andern  gelangt;    z.  B.  wenn =  ö  ge- 
setzt wird,  so  ist: 

1              ,1          a—l 
Q  = und     ~ = ; 

^  1  —  6  i  —  Q  G 

usw. 

Wir  haben  hier  zweimal  zwölf  gleiche  Doppelverhältnisse: 

(ABCD)  =  {AGBB)  =  (ADBC) 

'    =  (BADC)  =  (BD  CA)  =  {BCAD) 

1)  Ihre  beiden  Quotienten  sind  die  imaginären  kubischen  Wurzeln  der 
positiven  Einheit:      —  ^  ^     =  1^(—  1  +  «V^)- 
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=  {CD  AB)  =  (GÄBD)  =  (CBDÄ) 

=  (DCBÄ)  =  (DBAC)  =  (DACB), 

und  die  zwölf  reziproken:    (ABDC)  usw. 

Es  seien  nun  die  Elemente  ^li,^,. -lg  nicht  alle  drei  reell, 
sondern  nur  eins  A^^  die  beiden  andern  konjugiert  imaginär; 
dann  sind  gerade  M,  N  reell.  Li  der  Tat,  die  Parameter  von 
A^j  A^j  A^y  M  seien  a,  h  :t  ci,  x,  so  haben  wir: 

diese  Gleichung  ist  reell: 

ah  —  h'-—  C-—  ax  -\-hx  =  Y^icx—  ac). 

jBj  ist  reell,  jBg?  B^  sind  ebenfalls  konjugiert  imaginär.  Die  Invo- 
lution A^B^,  ^^2J  ^3^3  besteht  also  aus  einem  reellen  Paare  und 
zwei  imaginären,  die  zueinander  konjugiert  sind:  sie  ist  hyper- 
bolisch. 

Zu  einem  regelmäßigen  Dreistrahle  a^a^a.^  ist  der  harmonische 
h^h^h^  der  zu  ihm  senkrechte;  denn  weil  a^  die  eine  Halbierungslinie 
von  a^a^  ist,  so  ist  h^  die  andere  und  zu  jener  senkrecht. 

Ist  der  Anfangsstrahl,  von  dem  die  Winkel  gemessen  werden, 
einer  der  a,  so  ist  die  Gleichung  der  a-Gruppe  in  Tangenten: 

x^-3x  =  0 
und  die  der  &- Gruppe 

0x^-\-3x'^-l  =0; 
die  WurzelQ  sind 

Wir  wollen  für  diese  Figur  wiederum  einen  Kegel-  145 
schnitt  K  als  Träger  annehmen;  das  Dreieck  der  Tangenten 
der  Punkte  A^,  A,,,  /lo  sei  C^CgCo.  Die  drei  Verbindungslinien 
Aj^C^y  A^C^y  A^C^  laufen  in  einen  Punkt  S  zusammen;  schneiden  wir 
sie  mit  K  zum  zweiten  Male,  so  erhalten  wir  die  vierten  harmonischen 
Punkte  B^,  B^,  Bf^  denn  A^A.^  und  A^^B^^  sind  konjugierte  Geraden. 
S  ist  daher  das  Zentrum  der  Involution  A^B^^  ^2-^2?  -^3^3  ^^^^  ^^ 
Polare  s  von  S  schneidet  die  Doppelpunkte  M,  N  ein.  Es  sei  nun  D^ 
der  Schnittpunkt  von  A^A^  mit  A^C^,  so  daß  der  Wurf  A^B^C^D^ 
harmonisch  ist;  S  und  C^  sind  zu  A^^  D^  harmonisch.  Das  gibt  eine 
einfache  Konstruktion  von  S  und  infolgedessen  von  s,  J/,  N,  die  auch 
reeU  bleibt,  wenn  A^,  A^  konjugiert  imaginär  werden  und  durch  eine 
Involution  auf  K  dargestellt  sind;  denn  C^  ist  das  Zentrum  derselben 
und  D^  liegt  auf  ihrer  Axe.  Sind  J.^,  A^,  reell,  so  liegt  C^  außerhalb  K, 
also  D^  innerhalb  und  deshalb  auch  aS',  mag  A^B^  Außen-  oder  Innen- 
sehne  sein;    also   sind  M,  N  imaginär.     Sind  aber  A,»,  A^  konjugiert 
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imaginär,  so  liegt  C^  innerhalb,  D^  außerhalb;  und  dieselbe  Lage 
hat  S,  also  sind  M,  3/  reell.  Die  Involution  (JB^,  J^g),  welche  die 
Punkte  B^y  ^s  klarstellt,  geht  aus  der  Involution  (A^^  ^g),  welche 
A^,  A^  darstellt,  durch  diejenige  hervor,  welche  S  zum  Zentrum  hat; 
denn  diese  führt  die  einen  Doppelpunkte  in  die  andern  über;  A^B^ 
ist  allen  dreien  gemeinsam.  Also  liegt  das  Zentrum  B^^  von  (B^,  bS 
ebenfalls  auf  A^B^. 

Es  seien  X  und  X^  zwei  gepaarte  Punkte  der  Involution  (A^^  A^\ 
also  in  gerader  Linie  mit  C^;  projiziert  man  dann  die  harmonischen 
Würfe  A^B^C^D^  und  A^B^C^S  aus  X  auf  den  Kegelschnitt  in  die 
harmonischen  Würfe  A^B^X^P  und  A^^PX^X^,  wo  P  der  zweite 
Schnitt  von  XB^  und  X^  derjenige  von  XS  mit  K  ist,  so  wird  da- 
durch XX^  ein  zweites  Paar,  neben  A^B^^  der  Involution  (>S),  welche 
die  Doppelpunkte  M,  N  darstellt,  und  wir  gewinnen  die  Schrötersche 
Lösung,^)   die  nun  für  beliebigen  Träger  ausgesprochen  werden  ma^: 

Es  sind  auf  ihm  das  Element  A^  und  eine  Involution  I 
gegeben,  welche  zwei  andere  Elemente  A^,  A^  darstellt;  in 
ihr  sei  B^  dem  A^  gepaart;  man  konstruiert,  wenn  X  und  X^  ein 
beliebiges  Paar  von  I  bilden,  P  so,  daß  A^B^X^P  harmonisch  sind, 
und  dann  wiederum  X^  so,  daß  A^PX^X^  harmonisch  sind;  dann 
sind  J.1^^  und  XZg  zwei  Paare  derjenigen  Involution,  welche 
die  Elemente  M,  N  definiert:  die  Koinzidenzen  der  zyklischen 
Projektivität  A^A^A^  7\  ^2^^?  oder  diejenigen  Elemente, 
die  mit  A^,  A^,  A^  äquianharmonische  Würfe  bilden. 

Wenn  in  bezug  auf  ein  Dreieck  ABC  der  Punkt  P  und  die  Ge- 
rade p  harmonischer  Pol  und  harmonische  Polare  sind  (Nr,  52),  so 
sind  die  Punkte  A' =  (BC,  PA),  B' =  {CA,  PB),  C  =  {AB,  CP) 
bzw.  zu  den  Schnitten  Ä\  B",  C"  von  p  in  bezug  auf  die  Ecken 
harmonisch.  Es  gibt  einen  Kegelschnitt  ^,  welcher  die  Seiten  in 
A',  B',  C  berührt,  und  einen  ^j,  welcher  in  A,  B ,  G  die  Geraden 
AA",  BB",  CC"  tangiert  (Nr.  119). 

Die  Polare  von  Ä'  in  bezug  auf  ^  geht  durch  A'  und  den  vierten 
harmonischen  Punkt  zu  A"  in  bezug  auf  B',  C\  die  ja  mit  A"  in 
gerader  Linie  liegen;  dieser  harmonische  Punkt  liegt  auf  PA  A.',  und 
daher  ist  PAA  die  Polare  von  A"  und  PBB',  PCC  sind  die  von 
B",  0",  und  P  der  Pol  von  p. 

Die  drei  Schnitte  dieser  Polaren  mit  p  sind  aber  die  drei  vierten 
harmonischen  Punkte,  den  A",  B",  C"  zugeordnet  in  bezug  auf 
B'\  0";  C",  Ä'-,  A",  B".  Also  sind  die  Schnittpunkte  von  p  mit  ^, 
die  Doppelpunkte  der  Involution  in  bezug  auf  ^  konjugierter  Punkte 
auf  p,  die  beiden  imaginären  Punkte  M,  N,  welche  mit  Ä',  B" ,  C" 
oder   mit  p{PA,  PB,  PC)    äquianharmonische    Würfe    bilden;    und 

1)  Mathem.  Annalen,  Bd.  10,  S.  420. 
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ihre  Tangenten  P{Mj  N)  bilden  mit  P  ( J.,  B,  C)   äquianharmonische 
Würfe. 

Ebenso  ist  A"  Pol  von  FAA'  in  bezug  auf  ^^,  weil  AA"  in 
A  berührt  und  A\  Ä'  konjugiert  sind;  B",  C"  sind  Pole  von  TB,  FG 
und  P  von  p.  Daraus  folgt,  daß  ^  und  ^^  sich  in  Mj  N  auf  p 
imaginär  berühren  mit  P(M,  S)  als  zugehörigen  Tangenten^). 

Die    Bedingung    für    eine    zyklische    Piinktprojektivität  146 
läßt    sich    durch    eine    Relation    zwischen    der  Potenz  2^  und 
der  Entfernung  Q' R  =  d  der  beiden  Fluchtpunkte  ausdrücken. 

Fällt  A^ ,  der  Punkt  der  ersten  Reihe,  in  den  Fluchtpunkt  Q'  der 
zweiten,  so  tut  es  auch  ^„  +  1*.  also  fällt  A^  in  den  unendlich  fernen 
Punkt  TJ,  A^_^  in  den  Fluchtpunkt  P.  Kennzeichen  der  Zyklizität 
ist  daher:  Geht  man  mit  A^  (aus  der  ersten  Reihe)  von  Q'  aus, 
so  fällt  A^_^  in  P. 

Bei  n  =  2  ist  yl^_i  =  J-j-,  also  fallen,  wie  bekannt,  beide  Flucht- 
punkte zusammen :  d  =  0. 

Bei  w  =  3  ist  A^_^  ^A^.  Kennzeichen  der  zyklischen  Pro- 
jektivität 3.  Grades  ist,  daß  die  beiden  Fluchtpunkte,  je  zur 
andern  Reihe  gerechnet,  einander  entsprechen.  Also  haben  wir: 

p  =  RQ'-  Q'E  =  -d\ 

Bei  n  =  4  muß,  wenn  A^  in  Q'  liegt,  A^  in  P  liegen;  d.  h.  es 
müssen  die  Punkte,  welche  dem  Q'  als  Punkt  der  ersten  und 
dem  P  als  Punkt  der  zweiten  Reihe  entsprechen,  in  den- 
selben Punkt  M  {=  A^  zusammenfallen.  Wir  haben  die  beiden 
Werte  der  Potenz:  RQ'"- Q'M  =  EM  Q' E-,  daraus  folgt,  daß  M  die 
Mitte  von  EQ'  ist.  Dies  ergibt  sich  auch  aus  dem  Zyklus  Q'MEU, 
in  welchem  M  und  Z7  zu  Q,  E  harmonisch  sein  müssen.    Daher  ist: 

Allgemein  haben  wir,  weil  A^^  Q' ,  AJ^_^^  E: 

p  =  RQ'Q'A,^BA.-Q'A,=  RA,-Q'A,=  . . . 
^RA„_,-Q'A^_,^RA„_,-Q'R; 

daher:  Q'A2' -^-^«-2     "^^     RA^=  —  Q'A„_.2. 

Daraus  folgt: 

Q'A,^-RA„_„   RA,=  -Q-A„_„ 
und: 

Q'A,  =  -  EA„_,,   EA,  =  -  e'^„_,; 

folglich    liegen    A^   und    A,^_i    symmetrisch    in    bezug    auf    die 
Mitte  von  EQ'. 


1)  Steiner-Schröters  Vorlesungen,  3.  Aufl.,  Anhang  Nr.  50. 
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Bei  geradem  n  liegt  also  Ä^^  in  dieser  Mitte.    Setzt  man  Q'Ä-=  a. 

2" 
und  bildet  die  Potenz  für  die  Paare  Q\  A^]  Ä^j  Ä^-^  .  .  .  Ä^     ,  M,  so  ist: 

¥~ 

p  =  —  da^  =  {a^  —  d)a^  ==  {a^  —  d)a^  =  •  *  •  =  (^n      —  d)-  \d, 

2  ~ 

Ist  aber  n  ungerade,  so  sind  Ai  und  ^1         ,  zwei  im  Zyklus 

— («    1)  -—\ti-\-i.) 

aufeinander  folgende  und  also  entsprechende  Punkte,  symmetrisch  in 
bezug  auf  M  gelegen.  Die  Potenzen  für  die  Paare  Q\  A^-^  A^,  A^-  ... 
Ai         ,  Ai  geben: 

p^-da^=  («2  —  d)as  =...  =  -  (a^^^_^^-  df. 

Werden  «g,  a^  .  .  .  eliminiert,  so  ergibt  sich  die  gewünschte 
Relation  und  lautet  in  deii  einfacheren  Fällen  folgender- 
maßen: 

^  =  0, 

d'  +  p  =  0, 

d^+bd'p  +  ßdY^  +  p^=0, 

d^^4d'-p-^2p'=0, 
(d^  +  p)  {d^  +  Q>ä^p  -f-  ^d^  +  p^)  =  0, 

d'^^bd^p-^bp'=0, 

(^  +  2p)  (c?*  +4.d^p^  p')  =  0, 

{d'  +  p)  {d^^  +  3^i;  +  P^)  (d^  +9d'p  +  2QdY 

+  24:dY  +  P^)-0. 

Wir  sehen,  daß  in  einigen  Fällen  sich  Faktoren  ergeben,  die  zu 
Teilern  von  n  gehören,  bei  n  =  12  nur  der  zum  Teiler  4  gehörige 
Faktor,  bei  ^  =  15  aber  die  zu  beiden  Teilern  3,  5  gehörigen. 

Wir  fanden,  bei  geradem  n,  daß  A^  in  M  fällt;  bei  einer  andern 

¥ 
zyklischen  Projektivität  77^    von  geradem  Grade  n^  <  n  fällt  ebenfalls 

A^    nach  Jf,  also,  wenn  der  Prozeß  fortgesetzt  wird  über  A^    hinaus, 

auch  A^  ,  wo  h  ganz  ist.    Ist  nun  n^  so  beschaffen,  daß  h-n^  -\-hn^ 

=  l-n,  so  fällt  auch  in  /7„    der  Punkt  A^  nach  M. 

1 
Für  ungerades  n  fanden  wir  At  und  ^1        ^  symmetrisch  in 

«  -  2  °  ^ 


n  = 

2 

^  = 

3 

w  = 

4 

y^  = 

5 

n  = 

6 

w  = 

7 

n  = 

8 

n  = 

9 

n== 

10 

n  = 

12 

>^  = 

15 
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bezug  auf  M  gelegen^   also  aucli   wenn  n^  <  n  ungerade   ist,  Ai 
und  Ax  ,   daher,  bei  Fortsetzuncr  des  Prozesses,    auch  Ai 

und    Ai  .     Ist    n^    so,    daß   '\{n^— 1) -\- hn^^  \{n  —  1)    und 

daher  auch  ^{n^-\-  l)  -{•  lui^  =  ^{n  -\-  \\  so  liegen  in  77^  auch  A^_^^ 
und  Ai  symmetrisch  in  bezug  auf  M. 

In  beiden  Fällen  ist  n  =  (2h-\-l)n^:  folglich  ist  n^  ein  Teiler  von 
n,  der  ebenso  gerade  und  ungerade  ist  wie  n. 

So  zeigt  sich^  daß  in  den  obigen  Relationen  diejenigen 
Faktoren  auszuscheiden  sind,  die  zu  solchen  Teilern  von  n 
gehören,  welche  ebenso  gerade  und  ungerade  sind  wie  n. 
Eine  Ausnahme  macht  jedoch  bei  geradem  n  der  Teiler  2;  denn  die 
Bedingung  d  =  0  kann  bei  höheren  zyklischen  Projektivitäten  nicht 
erfüllt  werden,  weil  Koinzidenz  von  R  und  Q'  nur  zyklische  Pro- 
jektivität 2.  Grades,  Involution  bewirkt.  Die  reduzierten  Rela- 
tionen sind  also: 

n=    9        d'-i-6d^p  +  9d-p'i-p^='0, 

n  =  12        d^+4.d^p+p'=0, 

w  =  15        d^-i-  9d^p  -f  26d^p^  +  24:d'Y  + 1>*  =  0. 
Wir   fügen   noch   für    die    einfachsten  Fälle   die  Relation   für 
zyklische  Projektivität  in   den  Koeffizienten  der  bilinearen 
Relation 

hinzu.     Bei  n  =  2  ist,  wie  wir  wissen,  ^  —  ft  =  0  (Nr.  72). 
Bei  n  =  3  haben  wir  die  drei  Gleichungen: 

eliminiert  man  |o  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen,  so  ergibt  sich: 
a)      ACa  -  ^tiOli?3  4-  C^'  -  Ar)  li  +  {Iv  -  li'')  ^3  +  v{^  -  ii')  =  0, 
zieht  man  hiervon  die  mit  (,a  —  a)  multiplizierte  dritte  Gleichung  ab, 
so  hat  man,  da  Ji  ^  ^3  ist: 

(a  —  li'y  +  {^ii  -  Iv)  =  0. 

Bei  w  =  4  treten  an  Stelle  der  obigen  dritten  Gleichung  als  dritte 
und  vierte: 
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aus  a)  und  der  dritten  ergibt  die  Elimination  von  I3: 

wird  hiervon  wieder  die  mit  {ji  —  iii'Y -\-  {ji^'  —  Iv)  multiplizierte  vierte 
Gleichung  abgezogen,  so  ergibt  sich,  weil  l^  >  l^  und  it  >  ft' : 

{[i  -  yi'y  +  2{j^li  -  Xv)  =-  0. 

Nur  die  Verbindungen  [i  — 11    und  ^i^' —  Iv  treten  auf. 

Sind  speziell  die  Parameter  Abszissen,  so  lassen  sich,  weil  die- 
jenigen der  Fluchtpunkte  —  -   ^^^  — r  ^^^^  ^^^  ^^®  Potenz  ^^^^^  ~- 
ist,  diese  Formeln  leicht  in  die  obigen  umwandeln. 
147  Wir  kommen  zu    dem  Prozesse   der  Bildung    der  Elementen- 

reihe A^A^A^A^...  zurück  und  wollen  dartun,  daß,  wenn  die  Pro- 
jektivitat nicht  zyklisch  ist  und  reelle  Koinzidenzelemente 
My  N  besitzt,  jene  Reihe  nach  einem  derselben  und  die  im 
entgegengesetzten  Sinne  konstruierte  nach  dem  andern  kon- 
vergiert.    Die  erste  sei  bis  A^^^  konstruiert;  dann  ist: 

Die  zweite  im  entgegengesetzten  Sinne  konstruierte  Reihe  sei  ebenso 
weit  geführt:  B^B^  .  .  .  B^_^^,  wo  dem  B^  aus  dem  zweiten  Gebilde 
B^  im  ersten  entspricht,  usw.     Es  ist  dann: 

X  =  (B.B^MN)  =  (B,B,NM)  =  (B.B.NM)  =  •  •  •  {B^B.^^^NM). 

Beide  Doppelverhältnisse  {A^A^MN)  und  (B^B^MN)  sind  gleich 
der  Invariante  (XX' MN\  wo  X  aus  dem  ersten  Gebilde  und  X'  im 
zweiten  einander  entsprechen.     Daher  ist: 

{A,A^^,MN)  =  (A,A,MN)  ■  ■  ■  iA„A„^,MN)  =  A", 

also  auch  {B^B^_^^NM)  =  X^\  Nehmen  wir  an,  daß  die  Bezeichnung 
der  Koinzidenzelemente  so  sei,  daß  von  den  beiden  reziproken  Werten 

{XX' MN)  =  X  und  {XX'NM)  =  y  der  erstere  echt  sei-,  dann  konver- 
gieren mit  wachsendem  n  die  beiden  Doppelverhältnisse  (A^A^^^MN) 
und  {B^B^_^^NM)  gegen  Null-,  das  bedeutet,  daß  A^_^^  nach  N  und 
JI5^^i  nach  M  konvergiert. 

Handelt  es  sich  um  zwei  ineinander  liegende  Punktreihen,  so 
seien  B,  Q'  die  Fluchtpunkte;  die  Invariante  {XX' MN)  wird  ^^  =  cTm' 

Weil  dies  echte  Brüche  sind,  so  sehen  wir,  daß  N  derjenige  Koinzi- 
denzpunkt ist,  der  weiter  von  jR,  und  M  derjenige,  der  weiter  von 
Q'    entfernt    ist.      In    jedem    FaUe    ist    also    Konvergenzpunkt    der 
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von  dem  Fluchtpunkte  der  Ausgangsreihe  weiter  entfernte  Koinzi- 
denzpunkt ^). 

Ist  B  gleich  weit  von  M  und  N  entfernt^  also  in  der  Mitte  von 
MN  gelegen,  so  ist  die  Invariante  (RR'ooMN)  =  —  1;  also  liegt  In- 
volution, zyklische  Projektivität  2.  Grades  vor;  Q'  ist  mit  R  identisch. 

Wir  lassen  die  Voraussetzung  über  die  Koinzidenzelemente  wieder- 
um fallen. 

Das  Doppelverhältnis  von  vier  aufeinanderfolgenden  Ele- 
menten der  Reihe  ist  konstant.  Es  seien  ^.^^^^.3^.^,  B^B^B^B^ 
zwei  solche  Würfe,  so  daß: 

Ä,Ä,Ä,B,B,B,  A  Ä,Ä,Ä^B,B,B^', 
daher  ist: 

Ä^A^B,B^  T\  Ä^^Ä^B.B^  7\  B^B^Ä^Ä^^ 

Ä,Ä,B,B^  A  Ä,Ä^B,B,  A  B,B,Ä^Ä,; 

daraus  folgt,  daß 

^1-^4?    ^2^3?    ^3^2?    ^4-^1 

zu  der  nämlichen  Involution  gehören,  demnach: 

B^B^B^B^  A  A^A^A^A^  A  A^A^A^A^. 

Ist  der  Träger  ein  Kegelschnitt,  so  ist  die  gefundene  Involution 
eine  der  in  Nr.  139  besprochenen  Involutionen  (mit  Zentren  auf  der 
Projekt ivitätsaxe),  denn  diese  bestehen  auch  ohne  daß  A^_^^^A^ 
statt  hat. 

Aus  der  bilinearen  Relation  ergibt  sich  für  dies  konstante 
Doppelverhältnis  ein  interessanter  Ausdruck;  wir  haben: 

A|3^,+  aS3  +  ft'|,-f  i/  =  0; 
also: 

wir  bilden  Ij  —  I3,  ^2  ~  bi?  Ii  ~  ?4?  indem  jedesmal  zum  Zähler  die 
verschwindende  Größe 

addiert  wird: 

^1    ^*-         (ia,+^)(ii3+«') 

also: 


Ä  = 


^3  — ^S    ■    ^2  —  ^4  (^  — f^O'+C'^ft'—  ^V) 


1)  London,  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung,  Bd.  11, 
S.  274. 


206  I.    §  22.  Zyklische  Projektivität. 

Wir  heben  hervor: 
,    A  =  0^  wenn  ^  =  ^\  Involution; 
A  =  Ij  wenn  ^^'  —  Xv  =  0,  ausgeartete  Projektivität; 
0  <  ^  <  1,  wenn  fi^'  —  Xv  >  0,  ungleicUaufende  Gebilde; 

A  =  ~,  wenn  (/i  —  ybj'  +  4  (/i-ila'  —  A  v)  =  0,   vereinigte  Koin- 

zidenzelemente; 

A  =  (X)^  wenn  (^  —  ft')^  +  (|u,/i'  —  Iv)  =  0,   ternäre  zyklische 
Projektivität. 

Es  ergab  sich  oben,  daß 

Ä^B^,  A^n^y  A^B^y  A^B^ 

zur  nämlichen  Involution  gehören.  Wir  woUen  die  Bezeichnung  etwas 
ändern;  A^,  B^,  welche  beliebige  Elemente  sind,  seien  mit  Aj  B  und 
A^,  A^y  A^y  die  in  dem  einen  Sinne  aus  A  hervorgehen,  mit  A^yA^yA^, 
hingegen  B^y  B^y  B^y  die  aus  B  im  andern  Sinne  sich  ergeben,  mit 
B_^,  B_2y  -B_3  bezeichnet.  Danach  sind  die  vier  Paare  der  aus  Ay  B 
abgeleiteten  Involution,  die  deshalb  (AB)  heiße: 

ABy  Aj^B_iy  A^B_^,  A^B_^''^ 

die  Involution  {A^B_^  ist  dann: 

AiB_^y  A2B_2,  A^B_^y  A^B_^y 

mithin  dieselbe;  und  gleichfalls  identisch  ist  die  Involution  (A_^B^): 

A_,B„ÄB,A,B_„A,B_,. 

Folglich  enthält  die  Involution  (AB)  alle  Paare  Aj^B_f^ 
und  alle  Paare  A_j^Bj^. 

Nennen  wir  sie  der  gegebenen  Projektivität  TT  adjungiert^). 
Ist  Gl)  irgend  ein  Paar  derselben,  so  folgt  aus  TT: 

BA,BC,  7\  B_^AB_^C  A  AB_^CB_^', 

dies  bedeutet,  daß  C^B _^  zur  Involution  J. 5,  A^B_^y  CB  gehört,  daß 
also  (GB)  mit  (AB)  identisch  ist  und  diese  aus  jedem  ihrer  Paare 
in  derselben  Weise  abgeleitet  werden  kann.  Folglich  ist  es  erlaubt, 
eins  der  Ausgangselemente  festzuhalten. 

Es  gibt  oo^  der  gegebenen  Projektivität  11  adjungierte 
Involutionen. 

Weil  die  Involution  (AB)  schon  durch  AByA^B_^  bestimmt  ist, 
so  ist  sie  allen  Projekti  vi  täten  adjungiert,  in  denen  den  Elementen 
Ay  B_i  die  Elemente  A^y  B  entsprechen. 


1)  R.  Böger,  Mitteilungen  der  Math.  Ges.  in  Hamburg,  Bd.  4,  S.  271. 
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Wenn  A'  zu  Ä  in  bezug  auf  A^^  und  A_^y  B'  zn  B  in  bezug 
auf  jBj  und  B_  ^  harmonisch  ist,  so  hat  man: 

A_,A,AA'  7\  B,B_,BB', 

daher  ist  A'B  ein  Paar  der  Involution  (AB). 

Als  Involution  mit  den  beiden  Paaren  AB^  AB'  stützt  sie  sich 
(Nr.  85)  auf  die  Involution  (AÄ^  -BB^)j  also  auf  die  Involution,  durch 
welche  die  Koinzidenzelemente  von  IJ  dargestellt  werden  (Xr.  75). 

Die  einer  gegebenen  Projektivität  adjungierten  Invo- 
lutionen sind  demnach  diejenigen,  welche  sich  auf  die  ihre 
Koinzidenzelemente  darstellende  Involution  stützen. 

Die  adjungierte  Involution  {AA)  ist:  AA^  A^A_^'^  also  ist  A' 
das  andere  Doppelelement.     Nun  ist: 

AA_^ÄÄ.,  Ä  A^AA^A'  T\  AA^A' A^x 

d.  h.  A'-^A^  gehört  auch  zu  [AA)  und  A  ist  das  vierte  harmonische 
Element  zu  Ä  in  bezug  auf  Ä-^A^-^  so  daß  A  und  A  sich  in 
gleicher  Weise  auseinander  ergeben.  Jedes  ist  harmonisch  zum  andern 
in  bezug  auf  die  beiden  Elemente,  welche  diesem  (in  77)  in  beiden 
Sinnen  entsprechen. 

Weiter  fanden  wir  oben  die  Projektivität:  A^A^A^A^  A  B^B^B^B^ 
oder  in  der  veränderten  Bezeichnunor,  indem  wir  zucrleich  B  durch  L 
ersetzen:  AA^A^A^  A  LL^L^L^.     Sie  erweitert  sich  sofort  zu: 

.  .  .  A_^A_^AA^A^  .  . .  A  . .  •  L_^L_^LL^L^  . . . 

Werden  also  aus  einer  Projektivität  77  ineinander  lie- 
gender Gebilde  aus  beliebigen  zwei  Elementen  A,  L  die 
Reihen  der  homologen  Elemente  in  beiden  Sinnen  herge- 
stellt, so  ergibt  sich  eine  neue  Projektivität  ^,  in  der  die 
gleichvielten  Elemente  dieser  Reihen  entsprechend  sind.  Sie 
heiße  [^i].  Ersichtlich  können  beliebig  zwei  homologe  Elemente 
als  Ausgangselemente  genommen  werden;  [Aj^Lj]^  \A_j^L_j]  =  [-4X]. 
Daher  gibt  es  cx;^  solche  Projektivitäten  ^,  weil  wiederum  das 
eine  Ausgangselement  festgehalten  werden  kann.  Aus  A_^A^AA' 
A  L_^L^LV  folgt,  daß  auch  Ä  und  L'  homolog  sind. 

Unter  den  ^  befindet  sich  77  selbst,  als  [^^i],  und  die  Identität, 
als  lAAl 

Es  sei  wieder  {AB)  eine  der  77  adjungierte  Involution,  und  in 
ihr  K  dem  L  gepaart,  so  ist: 

AA^A^KT\  BB_^B_,L', 
wegen  der  adjungierten  Involution  {LB)  ist: 
also:  LL^L^B  7\  BB_^B_^L] 

AA^A^K7\  LL.L^B- 
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d.h.  in  [AL]  entspricM  dem  K  das  Element  B.  Weil  nun  diese  Pro- 
jektivität  die  homologen  Elemente  Ä  und  L,  K  und  B  hat,  so  ist  die 
Involution  (AB,  LK),  also  die  (AB)  ihr  adjungiert. 

Alle  Involutionen,  welche  der  U  adjungiert  sind,  sind 
auch  den  aus  ihr  abgeleiteten  ^^)  adjungiert.  Auf  alle  jene 
Involutionen  stützt  sich  aber  diejenige,  welche  die  Koinzidenzelemente 
von  n  darstellt;  also  stellt  sie  auch  die  Koinzidenzelemente  einer 
jeden  ^  dar. 

Die  ^  erweisen  sich  einfach  als  diejenigen  Projektivi- 
täten,  welche  mit  TT  die  Koinzidenzelemente  gemeinsam 
haben,  und  jede  von  ihnen  kann  die  TI  sein. 

Wir  fanden  oben  für  reelle  Koinzidenzelemente  ütf,  iV,  daß  jede 
Reihe,  wie  .  .  .  ^_2^_i^^i^2  •  •  •  i^  ^^^  beiden  Sinnen  nach  den 
Koinzidenzelementen  konvergiert;  gleich vielte  Elemente  in  zwei  solchen 
Reihen  sind  homolog  in  einer  ^,  also  war  zu  erwarten,  daß  die 
gemeinsamen  Konvergenzelemente  sich  selbst  homolog  sind. 

Sind  Mj  N  die  Koinzidenzelemente  von  JI,  so  ist 

MNAL  7\  MNA^L^  A  NML.A,, 

also  sind  (Nr.  71)  MN,  AL^,  LA^  in  Involution;  demnach  wiederum: 

MNAA,  A  NML^L  A  MNLL,, 
ebenso: 

MNA.A,^  A  MNL^L,, 
also: 

MNAA^A,  A  MNLL^L^', 

M,  N  sind  die  Koinzidenzelemente  von  [^X]. 

§  23.    Elemente  der  Invariantentlieorie. 

148  Es  sei  wieder  ein  Elementenpaar  durch  eine  quadratische  Gleichung 

definiert: 

deren  Wurzeln  x\  x'  die  Parameter  seiner  Elemente  sind.   Diese  Wurzeln 
sind  reeU,  gleich  oder  imaginär,  je  nachdem  die  Diskriminante 

^  =  ac-&2<0,  =  0,>02) 


ist;  wir  wissen 


X   -{-  X     -= ,  X  X     =  — 


1)  Böger  nennt  sie  der  IT  konjugiert. 

2)  Die  Form  ac  —  fc*  der  Diskriminante  ist  der  bisherigen  5* — ac  vorzu- 
ziehen. 
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Ein  zweites  Paar  in  demselben  Gebilde  sei: 

Qi  =  ^1^"  +  2^^i  +  ^1  =  ö? 
die  Wurzeln  x^^  jl\",  die  Diskriminante  zJ^. 

Aus  der  Harmonizitäts-Bedingung  für  die  Parameter: 

x'x"  -  -K^'  +  ^")  (^/  4-  ^i")  -f  ^i'^i"  =  0 
folgt  diejenige  in  den  Koeffizienten  von   ^  =  0  und   ^^  =  0: 
(h)  ac^  +  ca^  —  2hbj^  =  0, 

deren  linke  Seite  mit  2  z/^j  bezeichnet  werden  möge. 
Aus 


X  = ^^-^- ,    X    = 

a  '  a 

und  den  ähnlichen  andern  Ausdrücken  ergibt  sich: 

(^'  -  X,')  ix"  -  ^.")  =  (jL^  -  "«.)'  -  «;.  VPL- ^_ VZJO' 

_  aCi  -f-  Ctti  —  2  öfti  +  2  j/^^i   _  Q^oi  -j-V^^i 
und 

folglich  ist  das  Doppelverhältnis  der  beiden  Paare: 


also  —  1,  wenn  z/q^  =  0;  sonst  reell  oder  imaginär,  je  nachden  z/  und  z/j 
gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  die  beiden  Paare  gleich- 
artig hinsichtlich  der  Realität  und  Imaginarietät  sind  oder  nicht. 

Fol  ^^^?  wenn  imaginär,  von  der  Gestalt  ^-^^- ,  d.  h.  sein  Modul 
ist  1. 

Wir  führen  eine  lineare  Substitution  ein: 

d.  h.  wir  gehen  zu  einer  neuen  parametrischen  Bestimmung  über,  oder 
auch  wir  beziehen  das  Gebilde  projektiv  auf  ein  anderes;  reelle,  ima- 
ginäre, zusammenfallende  Elemente  bleiben  im  ersten  Falle  selbst- 
verständlich ebenso,  gehen  im  zweiten  Falle  in  eben  solche  Elemente 
über.  Das  Vorzeichen  und  das  Verschwinden  der  Diskrimi- 
nante sind  invariant;  ebenso  sind  die  Harmonizität  und  all- 
gemeiner das  Doppelverhältnis  invariant. 

Aus   ö  =  0  entsteht  durch  die  Substitution   die  neue  Gleichung: 

q  =  a(aX  -f  /3)2-f  2l(aX  +  /3)  (>/X  -f  d)  +  c(yX  +  d^  =  0 
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oder: 

worin: 
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a'  =  aa^-{-  2})ay  +  cy^  =  a(aa  +  hy)  +  y(ha  +  cy\ 

y  =  aaß  +  6(ad  +  ßy)  +  cyd  =  ^(a«  +  hy)  +  (J(6cc  +  cy) 

^a{aßi-hd)+y(hß-hcd\ 
c  =  a/32+  2hßd  +  c^2_  ^(^^^  _|_  jf,^)  _^  ^(^^  ^  ^^)^ 

Daher  ist: 


^  =  a  c  —  0 


a\V 

^, 

r  i 

l\  c 

ß>ä\' 

a,y 

ß,s 

2   a 

c 

==(« 

ac^  4-  &7,  &c^  +  cy 
aß  +  hö,  hß  +  cö 


==  (ad  -  ßyy  (ac  -  ¥)  =  {aö  -ßyf^. 


Wir  transformieren  ebenso  die  Gleichung  des  zweiten  Paars,  wo 
dann 

a/  ==  a^a^  +  2\ay  -{-  c^y^^  usw. 

ist,  und  finden  natürlich  auch:  ^^  =  {ad  —  ßy^J^,  ferner  ist: 


davon 

2z/i, 
ist: 

-2h'h,'+  ca;==  i 

6;  c/  + 

5 

•  j«/3. 

+  ^y 

h,  c 

«1,61 

+  yö- 

h,  c 

j 

\a',V 

|6;,  c 

>^- 

5,   e 

^^'-  :;■;■ 

1 

also  ist: 

2z/i 

1  =  («ö 

-ßr)y 

-( 

6,  d 

)  +  ßr[ 

6 
6 

+ 

^1 

)i 

und 


=  (ad  -  ßyf  (aq  -  2hh^  +  ca^)  =  2(ad  -  ßyf  ^011 


Jede  der  Größen  z/(z/i),z/oi,  r  ^i 


Fol  ist  also  in  der  neuen  Gestalt 
das  Produkt  aus  derjenigen  in  der  alten  Gestalt  in  eine 
Potenz  der  Substitutions-Determinante  ad  —  ßy,  und  zwar 
einer  geraden,  im  letzten  Falle  der  nullten;  so  daß  in  diesem 
beide  Größen  gleich  sind. 

Aus  diesen  Beziehungen  folgt  das  gleichzeitige  Verschwinden, 
sowie  die  Konstanz  des  Vorzeichens.  Es  werden  deshalb  unsere 
Größen  Invarianten  genannt;  und  zwar  A  eine  Invariante  der 
quadratischen  Form  Q  allein,  J^^  und  F^^  sind  simultane  In- 
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Varianten  von  Q    und  Q^\    letztere  wird,   weil   sie   sich   vollständig 
gleich  bleibt,  absolute  Invariante  genannt. 

ja,    5,    c  I 
In  Nr.  135  haben  wir  z/^jg  =    ötj,  \j  q    =  0  als  Involutions- 

be dingung  für  drei  Paare   Q  =  0,  Qi=0,  Q2=0  gefunden. 

Auch  diese  Größe  z/^jg  muß,  weil  die  Involutionslage  ebenfalls 
von  der  parametrischen  Bestimmung  unabhängig,  bzw.  projektiv  ist, 
Invariante  von  Qy  Q^y   Q2  ^^i^-     ^  ^^^'  ^^^  ^^^• 


z/01 9  = 


h\ 


«/;  Ky^i   \==  \<^u  hy  ^1 


^2  >    ^2  ?    ^2  >  I  !  ^2  >    ^2  >    ^ 


«2,       2  ayy       y^ 
aßy  aö  +  /3y,  yd 


=  z/, 


012 


(«d  -  ßrf 


Nach  Nr.  22    ist   die  Gleichung   für   die   Doppelelemente  der  149 
Involution,  welche  durch  die  beiden  Paare  Q  =  0,   Qi  =  0  be- 
stimmt ist,   oder   für   das   gemeinsame   harmonische  Paar   zu   diesen 
beiden  Paaren: 

x^{x  -{-  X  —  ^1  —  ^1  )  —  2x{x  X  —  Xj^  x^  )  -\-  X  X  {x^  -\-  Xj^  ) 

—  x^x"  (x  -\-  x")  =  0, 

oder,  wenn  wir  x  -\-  x",  .  .  .  wieder  durch  die  Koeffizienten  von  Q  und 
Q^  ausdrücken: 

/qi  =  x^{a\  —  üj^h)  +  x(ac^  —  a^c)  +  (feq  —  h^c)  =  0 
=  Äx^-{-2Bx  +  C=0, 

wo  also  2B  =  ac^—  a^c  ist. 

Transformieren  ^vir  auf  den  neuen  Parameter  X,  so  gilt  es  dann 
wiederum  den  Invarianten -Zusammenhang  dieses  neuen  Paares  mit 
dem  gegebenen,  d.  h.  das  gleichzeitige  Verschwinden  von  I^^  und  I^^ 
zu  bestätigen.  Aber  wir  wollen  nunmehr  doch  eine  Veränderung  ein- 
führen, die  nur  scheinbar  komplizierend  ist,  in  Wirklichkeit  größere 
Symmetrie  herbeiführt  und  die  Brüche  entfernt:  wir  führen,  jedoch  nur 

vorübergehend,  homogene  Variabein  ein.     Wir  ersetzen  x  durch  — ; 

das  bleibt   im   Grunde   die   bestimmende   Größe,    und    die   homogenen 
Variabein  sind  proportional  veränderbar.   Q  =  0  geht  über  zunächst  in: 


"(fy 


und  dann  in: 


y 


ax^  +  2'bxy  +  cy^  =  0. 


14< 
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Die  linke  Seite,    das  nunmehrige  Q^    heißt  eine  binäre  Form 

X 
Y 


2.  Grades.     Ersetzen  wir  auch  X  durch  ^,  so  wird: 


y      y^  +  ^-rX  +  dr' 

was,  wegen  der  proportionalen  Veränderlichkeit  von  a;,  «/,  zerspalten 
werden  kann  in  die  beiden  Substitutionsgleichungen: 

x  =  aX+ßY,     y  =  yX  +  dY, 

in  der  nur  ganze  Funktionen  auftreten.     Es  geht  also 

ax^  -{-  2'bxy  +  cy^ 
über  in: 

a{aX-{-ßYy-^2h{aX-^ßY){yX-^8Y)-^ciyX-\-8Y)' 
=-aX^^2VXY-\-cY\ 

wo  ciy  h\  c    dieselben  Definitionsgleichungen  haben  wie  oben. 
Nachdem  dasselbe  mit  Q^  geschehen,  bestätigen  wir,  daß: 

{ah^-a^l')X''-{-{ac^-a^c)XY-^  (h' c,' -h^c)Y'- 

=  \{a\—a^h)xr-\-  (ac^  —  a^c)xy  +  (bc^—\c)\  ■  (aö  —  ßy) 

oder  kürzer 

^1  =  ^1  -(o^^-^r). 

indem  wir  links  die  gestrichenen  Koeffizienten  durch  ihre  Ausdrücke 
in  den  ungestrichenen,  rechts  aber  x,  y  durch  ihre  Ausdrücke  in  X,  Y 
ersetzen,  oder  auch,  was  jedoch  weniger  einfach  ist,  links  X,  Y  durch 
ihre  Ausdrücke  in  den  x,y: 

^        ad—ßy^  ccd—ßy' 

Diese  neue  Invariante  unterscheidet  sich  von  den  bis- 
herigen dadurch,  daß  sie  auch  von  den  Veränderlichen  ab- 
hängt, nicht  bloß,  wie  jene,  von  den  Koeffizienten  der  gegebenen 
Form  oder  Formen.  Während  für  die  früheren  der  Name  Invarianten 
(im  engeren  Sinne)  beibehalten  wird,  nennt  man  diese  Kovarianten. 
l^i  ist  also  eine  simultane  Kovariante  von  Q  und  Q^. 

Das  Verschwinden  (oder  auch  das  Vorzeichen)  einer  Invariante  im 
engeren  Sinne  drückt  eine  projektive  Eigenschaft  des  oder  der  durch 
die  gegebene  Form  oder  Formen  dargestellten  Gebilde,  das  Ver- 
schwinden einer  Kovariante  liefert  ein  Gebilde,  welches  mit  diesen 
Gebilden  projektiv  oder  invariant  verbunden  ist,  wie  das  gemeinsame 
harmonische  Paar  zu  zwei  Paaren. 

Für  die  Parameter  /l  derjenigen  beiden  Paare  der  durch  §  =  0 
und  Qi  =  0  bestimmten  Involution,   deren  Elemente  sich  in  das  eine 
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oder  andere  Doppelelement  vereinigen,  fanden  wir  in  Nr.  135  die 
quadratische  Gleichung 

{ac-h^)  +  (ac^-\-ca^-2h\)X  +  (a,c^-\^)  X' =  0, 

oder,  mit  den  jetzigen  Bezeichnungen: 

Ihre  Diskriminante  ist  z/z/^  —  z/^^,  und  je  nachdem  diese  <  0,  =  0,  >  0, 
sind  diese  Paare  reell,  vereinigt,  imaginär,  die  Involution  hyperbolisch, 
parabolisch  oder  elliptisch.  Es  ist  nicht  schwer,  den  Zusammenhang 
mit  dem  Produkte  der  Differenzen  der  (unhomogenen)  Parameter  der  vier 
Elemente  von  ^  =  0,  Qi  =  0  (Nr.  9,  22)  zu  zeigen.  Wir  ersetzen  zu- 
nächst in: 

z/z^i -  z/-;,  =  (ac-h^)  {a^c^—\^)  -  \ (aq  +  ca^  -2h\)- 

die  Koeffizienten  h,c  durch  —  4-a(^ '+ ■2:^")'  ö^^'^'  ^^d  erhalten: 

-  \a\a^x^+  2\x-\- q) {a,x''+  2h,x'+  c,) 

=  -  la'a,\x'-  x^)  (x-  a;/0  {x'-x,')  {x'-x,''\ 
weil 

a^x^+  2\x  -\-  c^  =  a^(x  —  x^')  (x  —  x^"). 

Demnach  ist  z/^z/^  — z/^^  <  0,  =0,  >0  äquivalent  mit 

(x—  ^/)  (x  —  x^'")  (x"—  x^)  {x"—x^')  >  0,  =  0,  <  0. 

Im  mittleren  FaUe,  wo  die  Involution  paraboHsch  ist,  haben  die 
beiden  konstituierenden  Paare  ein  Element  gemein,  das  dann  allen 
Paaren  gemeinsam  ist;  die  beiden  Gleichungen  ^  =  0,  §i  =  0  haben 
eine  Wurzel  gemein,  und 

oder 

B  =  4(ac -  h^')  {a^c^  -  \^)  -  {ac^  +  ca^  -  2h\y  =  0 

oder,  wie  diese  Gleichung  umgeformt  werden  kann: 

R  =  4,(a\  —  haj  {hc^  —  c\)  —  (aq  —  ca^y  =  0 
ist  die  Bedingung  dafür. 

Derjenige  aus  den  Koeffizienten  zweier  algebraischen 
Gleichungen  gebildete  Ausdruck,  dessen  Verschwinden  die 
Bedingung  dafür  ist,  daß  sie  eine  gemeinsame  Wurzel  haben, 
heißt  ihre  Resultante  (Eliminante).  Wir  haben  daher  in  R  die 
Resultante  zweier  quadratischen  Gleichungen,  offenbar  eine 
simultane  Invariante  der  linken  Seiten;  in  der  Tat,  aus  den 
Invariantengleichungen  für  z/,  z/j,  z/qj  ergibt  sich  sofort: 

^'J,'  -  z/;?  =  (z/z/,-  O  (ad  -  ßyf; 

wir  mußten  eine  gerade  Potenz  der  Substitutionsdeterminante  erhalten, 
weil  auch  das  Vorzeichen  invariant  ist. 
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Daß  unsere  Resultante  auch  in  der  Form: 

4{ahi~J)ai)(hc^— ch^)  —  (ac^  —  ca^y 
geschrieben  werden  kann,  lehrt  die  Kovariante: 

denn  wenn  die  Involution  parabolisch  ist,  so  hat  sie  nur  ein  Doppel- 
element, die  Gleichung  Iq^  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln. 

Nehmen  wir  in  Qi  =  0  an,  daß  q  =  0  sei,  und  entfernen  die 
Wurzel  0,  welche   die  Gleichung  dann  besitzt,   so    daß   nur  noch  die 

lineare  Gleichung 

a^x  -\-  h^  =  0 

vorliegt,  wo  jedoch  h^  statt  2b^  geschrieben  ist,  so  ist 

jR  ==  —  4c(a-^  —  ha^j^  —  c^a^=  —  c{ab-^^ca^—2ha^})^ 
oder  nach  Entfernung  von  —  c,  was  ^0  ist: 

die   Resultante   der  quadratischen   Gleichung    ax^  -\-2hx  -\-  c  =  0  und 
der  linearen  a^x  -\-  h^^  0. 
150  Zu  drei  Elementen,   deren  Parameter  A^,  Ag,  A3  seien,  haben  wir 

gelernt,  drei  andere  mit  den  Parametern  ft^,  ^g?  i^2  ^u  konstruieren, 
welche  die  drei  vierten  harmonischen  sind,  ^^  dem  A^  zugeeordnet  in 
bezug  auf  Ag,  A3  usw.     Ist  nun 

Q  =  ax^-}-  3hx^  +  3cx  +  d  =  0 

die  kubische  Gleichung,  von  welcher  X^,  Ag,  A3  die  Wurzeln  sind, 
so  haben  wir,  wenn  die  kubische  Gleichung  J'=0  die  Wurzeln 
^ly  i"'2?  N  ^^*?  eine  kubische  Kovariante  von  §;  und  weiter,  die 
drei  Paare  Ai/a^,  Agfig,  Agftg  befinden  sich  in  Involution-,  ist  J?  =  0 
die  quadratische  Gleichung,  von  welcher  die  Parameter  der  Doppel- 
elemente die  Wurzeln  sind,  so  ist  ^  eine  quadratische  Kovariante 
von  Q.  W^ir  wollen  diese  Kovarianten  herstellen.  Die  Bedingung, 
daß  X  zu  A^  harmonisch  ist  in  bezug  auf  Ag,  A3,  ist: 

2l,x  -  (Ai  +  x)  (A2  +  A3)  +  2A2 A3  =  0 
oder: 

(2A1-A2  — Ag):»  — A^A,  -  A1A3  +  2A2A3  =  0 

und  entsprechend  in  den  andern  Fällen: 

iJ  Ag  —  A3  —  A-^jX  —  Ag  A3  —  Ag  Aj^  4~  ^  A3  Aj  =  U , 

(  Ä  A3  At    A<)  )  X  An  A-i  An  Aa    ~\~    ^  A<  Ag    —    v/  . 

Multipliziert  man  diese  drei  Gleichungen  miteinander,  so  erhält 
man  die  kubische  Gleichung  J  =0.  Wir  schreiben  zunächst  die 
Gleichungen  so: 


(1) 


Kovarianten  und  Diskriminante  der  kubischen  Form.  215 


oder  ,  ^ 


also  wird  der  Koeffizient  von  x^: 

,,,,,,  s  5^    ,    5^  d    .    3bc     '  3b^    .    b' 

+  (A,  +  h  +  ^s)  ^.  +  «-S  =  -  «   +    a^  -  -^  +  ^ 

_  _  g^d  — 3a6c4-25'^  : 

_  ^^ 

Das  absolute  Glied  wird: 

+  (A.  ^3  +  ^3  ^n  +  '^i  h)  ~ar'~V'^~  ^^ 

Der  jetzige  Zähler   ergibt   sich   aus   dem  vorigen  durch  Vertauschung 
von  a  mit  d  und  h  mit  c  und  Umkehrung  des  Vorzeichens.    Dasselbe 
gilt  für  die  beiden  Koeffizienten  von  x^  und  x. 
Der  von  x^  ist: 

(^^+  :)(^a+i)(v3- :) + (A3+i)(^.+i)(v.- :-) 

+  (a,  +  -^)  (a,  + 1)  [x, X,  -  l)  =  (X, x,Y  +  (x, x,y  +  (X, x,Y 

- {X, X,+  X,X,+  X, X,) ^  +  [{X,  +  A3)  A,  A3+  (A3+  A,)  A3 X,  +  (Aj  +  h)  'n '■i]  ^ 

-2{X,  +  X,  +  X,)l^  +  {X,X,  +  X,X,4.X,X,)^,-S^,^. 

Hier  treten  zwei  symmetrische  Funktionen  auf,  die  nicht  ele- 
mentar sindj  d.  h.  nicht  unmittelbar  durch  die  Koeffizienten  der 
kubischen  Gleichung  sich  ausdrücken  lassen,  aber  doch  leicht  auf  ele- 
mentare zurückgeführt  werden  können;  denn  es  ist: 

(^^)'  +  (^'^,)2  +  {X,  x,y  =  (^2  A3  +  x,x,  +  x,x,y  -2x,  x,x,(x,  i-x,^  x,) 


9c-        ^  bd 

=  — .   —  6  ^ 

a-  a' 


{X,  +  A3)  As  A3  +  (A,  +  Ai)  A3  Aj  +  (Ai  +  As)  A,  A^ 

=  (A,A3  +  A3A,  +  A,A,) (A,  +  As  +  A3)  -  3A,As A3  _  _  -*|^  +  ^; 

also  wird  imser  Koeffizient : — — -f-     c  —    acj^      ^^^    ^^^    ^^^    ^ 
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wird: ^ g -^  daher  ist^  nach  Wegwerfung  von gi 

+  3(2h'd-acd-bc^)x  +  {3bcd-ad'-2c%  ^^^ 

Wir  haben  in  Nr.  144  gefunden,  daß  die  Doppelelemente  der  In- 
volution Ai/ij,  ^2i^2?  ^3i^3  ^i^  '^1?  ''-2^  ^3  ^^®  beiden  äquianharmonischen 
Doppelverhältnisse  bilden;  für  ihre  Parameter  x  gilt  also: 


Aq  Ao  /vt#  «A/ 


'n     "2 

oder: 

A,  Ag  +  A3A  —  2A2A3  4-  (A2  -1-  h  -  2Ai)^  T  ^V^(A2  -  A3)  (X,-x)  =  0,  (3) 
also  multipliziert: 

[A,  Ag  +  A3A1  -  2A2A3  +  (l,  +  A3  -  2A,)^]2  +  3(1,  -  A3)2(A,  -  :r)2=  0. 
Der  Koeffizient  von  x^  ist: 

4(Aj  +  Ag  +  A3       Ag  A3      A3  Aj      Aj  A2) 
=  4{(A,  +  A,  +  /l,)^-  3(A,A3  + Aji,  +  ^A^)), 
der  von  x: 

-  4(X,n,  +  Ag A32  +  Ag^A,  +  A3Ai^  +  h'h  +  Ai A/- 6A, A2A3) 
=  -  4[(Ai  +  A2  +  A3)  (A^ A3  +  A3A,  +  Ai  Ag)  -  9A,A2A3], 
und  das  absolute  Glied: 

4  [^A,  A3   -f-  A3  Aj^    +  Aj  A2        Aj^  /g  A3       A^  Ag  A3      Aj^  /,£  A3  ) 
=  4KA2A3  +  A3A,  +  A^A^)^-  3(Ai  +  Ag  +  A3)  A1A2A3]. 
Die  quadratische  Gleichung  wird: 

i?=  {ac-¥)x^+  (ad-hc)x  +  (hd-c')  =  0,  (4) 

also  ohne  Binomialkoeffizienten,  oder: 


=  0. 


Die  beiden  Elemente  11=0  werden  gewöhnlich  die  den  drei 
Elementen  Q  =  0  zugeordneten  Hess  eschen  Elemente  genannt. 

Wir  haben  uns  a.  a.  0.  klar  gemacht:  wenn  Q  =  0  drei  reelle 
Wurzeln  hat,  so  sind  die  von  H=0  imaginär;  wenn  von  jenen  nur 
eine  reell  ist,  so  sind  diese  reell.  Dazu  kommt:  wenn  von  den 
drei  Größen  A  zwei  einander  gleich  sind,  etwa  Ag  =  A3,  so  fällt  in  (3) 
der  Unterschied  der  Vorzeichen  weg,  und  11=  0  hat  zwei  gleiche 
Wurzeln;  die  (1)  verwandeln  sich,  nach  Wegwerfung  von  A^  —  A3  ^  0, 
alle  drei  in  x  —  X,  =  0]  alle  drei  ^  werden  Ag,  wie  ja  auch  aus  be- 
kannten Eigenschaften  harmonischer  Elemente   folgt;    und   die  Invo- 


a, 

6,     c    \ 

b, 

e,     ä\ 

1, 

—  X,  x^  \ 
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lution  ^iiiiy  ^^2>  ^3/^3  wird  paraboliscli.  Es  wird  also  J  ein  Kubus 
und  H  ein  Quadrat.^) 

Die  Diskriminante  von  H  sei 

Dl  =  Mac-b^)  (hcl -  c^)  -  (ad  -bcy-, 

sie  ist  >0,  =  0,  <  0,  wenn  die  Wurzebi  von  H=0  imaginär,  gleich, 
reell  sind;  dann  hat,  wie  wir  wissen,  ^  =  0  drei  reeUe  Wurzeln,  zwei 
gleiche  oder  nur  eine  reeUe.  Wir  haben  daher  D^  oder  —  D^  als 
Diskriminante  D  von   Q;  wir  nehmen  —  D^  und  haben: 

D  =  a'd'+  4ac^  +  W'd  -  ßahcd  -  U^c^x 

also  je  nachdem  Z)  <  0,  =0,  >0  ist,  hat  ^  =  0  drei  reelle 
Wurzeln,  zwei  gleiche  oder  nur  eine  reelle  Wurzel.^)  D  ist 
natürlich  Invariante  für  Q. 

Macht  man  binär  imd  transformiert  linear,  so  geht: 

Q  =  ax^  +  ohx'-y  -f  ocxy'^  +  dy^ 
über  in: 

Q'=aX'+dh'X'Y4.  3c'Xr2+  ^Y*, 
worin: 

b'  =  aa^ß  4-  2baßy  +  fe«"^  +  2cayd  +  cßy^-\-  dy^8, 
c'==auß''  +  2baßd  +  bß'-y  +  2cßyd  +  caö- -\- dyd'-, 
d'=  aß^-\-  Uß'd  +  ^cßö'+  dd\ 

Wird  nun  D'  aus  a',  6',  c',  rf'  ebenso  ge))ildet  wie  D  aus  a,  Z^,  c,  d, 
ferner  fi",  «T  aus  a,  b\  c,  (f ,  X,  Y  ebenso  wie  5,  J  aus  a,  6,  c,  rf,  Xj  y, 
so  prägt  sich  die  Invarianten-Eigenschaft  in  folgenden  Relationen  aus: 

J)'=J)'ia^-ßy)\     B'=H'(aö-ßy)\     J' =  J -  {aö - ßyf, 

wie  man  in  ähnlicher  Weise  als  oben  durch  Einsetzen  bestätigen  kann. 

Die  Methoden  der  Invariantentheorie,  durch  welche  dies  einfacher 
erkannt  wird,  zu  erörtern,  würde  hier  zu  weit  führen. 

Für  die  biquadratische  Gleichung:  151 

Q  =  ax^+4:bx^^  6ca;-  +  Mx  +  «  =  0, 

welche  die  vier  Elemente  Z^,  L^,  ig,  L^  liefert,  entwickeln  wir 
zuerst  zwei  Invarianten,  indem  wir  die  Bedingungen  dafür  aufsuchen, 
daß  die  vier  Elemente  einen  äquianharmonischen  bzw.  einen  harmo- 
nischen Wurf  bilden. 


1)  Ist  ij  =  i.2  =  /,, ,  so  werden  sie  identisch  nuIL 

2)  Für  die  kubische  Gleichung  x^-\-  px-\-  c[  =  0  ist 


--^+^r^*(i-'+e 
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Hat  etwa  {L^L^L^L^  =  q  den  Wert  -i- (1  +  i'/S)  oder  -^{i  —  ^yä), 

so  haben,  wie  wir  wissen,  {L^L^L^L^)  =     ~~~  und  (L^L^L^L^)  =  ^^^^^—^ 

denselben  Wert  und  die  reziproken  den  andern.    Es  genügt  also  eine 
der  Bedingungen  zu  erfüllen: 

Das  Produkt  ist: 

(X,  -  x^fix,  -  x,y  +  {X,  -  x,y(x,  -  x,y 

Bezeicbnen  wir  symmetrische  Funktionen  durch  ein  typisches 
Glied  mit  dem  Summenzeichen  davor,  welches  anzeigt,  daß  die  Sum- 
mierung über  alle  ähnlichen  Glieder  ausgedehnt  werden  soll,  so  läßt 
sich  die  Gleichung  schreiben: 

^  A^    A^     2LiA^A2A^-\-\iA-,A,^/laA^'=\J. 

Nun  ist  aber: 

2:i^n,^==  {m^hY-  22:^,^2^3-  6  a,a, /ig  a,; 

mithin  haben  wir  zunächst: 
ferner  ist: 

j^  A-^    A2  /<Q  ^  A<  An  An  '  ^  A-t   t:  Aj  Aa  Aq  Ak  : 


daher: 
oder: 

also: 


\a  J  a        a       '  a  ' 


Wird  diese  Bedingung  von  den  Koeffizienten  von  (>  er- 
füllt, so  bilden  die  vier  Elemente,  wie  sie  auch  angeordnet 
seien,  einen  äquianharmonischen  Wurf. 

Im  zweiten  Falle  muß  einer  —  und  nur  einer  —  der  drei  W^ürfe 
L^L^L^L^^  L^L^L^L^,  L^L^Lc^L.^  harmonisch  sein,  weil  darin  alle 
Fälle  des  Zugeordnetseins  vertreten  sind. 

Die  Harmonizitäts-Bedingung: 

2{X,X.^  +  A3A,)  -  {X,  +  h)  ih  +  A,)  =  0 
kann  man: 

3(^1^2+ A3AJ  -2:^1^2=0 
oder: 

a(AiA2+  A3AJ  — 2c'  =  0 
schreiben;  also  haben  wir: 
[a{X^X,^+  X^X^  -2c]  [aiX^X^^  X.^X^)-2c}  [a{X^X^+  X^X^)-2c]  =  0 
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Der  Faktor  von  a^  ist: 

+  k,k,k,k,[{zk,f-2i:k,k,\ 

=  {Ek^kAiY+  K^ihh  ( {^hY-^Ek^k,] 

_  16  rf-        16 5^^  _  24ce 
~  ~^"  +     ä^  IT'    '' 

derjenige  von  —  2a^c  ist: 

ZX,  X,  X,  •  Zi,  -  4  X,  X, ;.. ;.,  =  16  ''^  -  4  ^ : 

6c 

Aac^  hat  den  Faktor  Z'A.  A^  =  -  ,  dazu  kommt  —  Sc^. 

Also  wird  die  Bedingungsgleichung  für  Harmonizität: 

T=ace-\-'2hcd-ad^-¥e-c'=   1),  c,  d   =0. 

\Cy  dy  e\ 
Gehören  wieder  S'j  T'  zu  der  linear  transformierten  Form,  so  ist: 

S'=S-{a8-  ßyY,     r=T{ccd-  ßyf. 
Daraus  folgt: 

so   daß   ™-,  eine  absolute  Invariante  ist. 

Absolute  Invarianten  bei  vier  Elementen  sind  die  sechs 
Doppelverhältnisse;  ist  6  eins  von  ihnen,  so  läßt  sich  ^  als 
Funktion  von  6  darstellen  und  zwar  als  eine  solche,  die  sich  nicht 
ändert,  wenn  6  durch   die  fünf  andern  — ,   1  —  a, ,  -, r 

^  6  ^  1  —  6^  6       ^    6  —  1 

(Nr.  5)  ersetzt  wird. 

Wir  können  zu  S  imd  T  auch  in  folgender  Weise  gelangen: 
"Kl  ±  ^y^)  sind  die  Wurzeln  von  6-—6-\-  1  =0;  setzt  man  also  in 
diese  Gleichung: 


u — ;is  >Li  —  h 

ein,  so  muß  sich  S  =  0  ergeben.  Wird  mit  dem  Nenner  (A^  —  Ag)- (A^  —  Aj* 
multipliziert  und  noch  ein  Faktor  ^i  eingeführt,  der  nachträglich  zur 
Vereinfachung  entfernt  werden  kann,  ein,  so  muß  also  sein: 

li8={<5'--a  +  \){X,-X,)\X,~X,f. 

Bei  vier  harmonischen  Elementen  hat  das  Doppelverhältnis  ö 
einen  der  drei  Werte  —  1,  2,  ^,  genügt  also  der  kubischen  Gleichung 
ip  H-  1)  ((7  —  2)  (2  (5  —  1)  =  0.     Wir  erhalten  ebenso: 

r  T  =  (ö  +  1)  (^  -  2)  (2  (>  -  n  (A^  -  k.y  {k,  -  AJ^: 
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also: 

S^  _  2^  (g'— g-f  1)' 

T2  —  ^  2  >7q_-f)"2  (ff  ir^r(2^iz  1)  2  • 

Nimmt  man  den  Spezialfall  d  =  e  =  0  an,  so  wird  >S=3c^, 
T  =  —  c^;  die  Gleichung  Q  =  0  hat  zwei  Wurzeln  0,  also  zwei  Ele- 
mente sind  vereinigt,  und  eins  der  Doppelverhältnisse,  das  wir  als  6 
nehmen,  ist  0;  daher: 

27  c«         V»      1        v^        -,^Q 
C^  |x-      4  ^     li- 

es 

Wir  haben,  wenn  wir   ^g  =  21  6  setzen,  die  Gleichung  6.  Grades: 

((;  +  l)2>— 2)^(2  g  —  l)«  ' 

welche   die    sechs   zur   absoluten  Invariante  ^3  gehörigen  Doppelver- 
hältnisse liefert. 

Sie  ist  eine  reziproke  Abel  sehe  Gleichung  und  kann  in  die  Form: 

/o,l\         o/2.1\.3(8  +  Ö)/^,l\         28  4- 26  0        ^ 

8  —I-  0 

gebracht  werden  (vgl.  Nr.  6,  wo  a  =  -  ,^  _  -,  ). 

152  W^enn  zwei  der  Elemente  sich  vereinigen,  so  werden  je  zwei  von 

den  sechs  Doppelverhältnissen  1,  0,  00;  jeder  dieser  Werte  führt  zu 

^3 
6=1,  und  danach  ist  ^  =  27,  also: 

womit  die  Diskriminante   der  Gleichung  4.  Grades  gewonnen 
ist.     Für  sie  ist: 

I>'  =  B-[a8-ßyy\ 

Je  nachdem  D>0  oder  <0,  sind  die  vier  Wurzeln  gleich 
artig  (alle  reell  oder  alle  imaginär)  oder  ungleichartig. 

In  der  Tat,  wenn  aUe  vier  Elemente  reell  oder  alle  vier  imaginär 
sind,  so  ist  6  reell;  es  ist  dann  Ö>1,  denn: 

4(^2- ö+  l/-((?  +  l)2((?-2)2(2ö-l)2==27(<7-iy(j2>0-, 

also  ist:  ^s  >  ^^  oder  D  >  0. 

Sind  aber  zwei  Wurzeln  reell,  die  andern  konjugiert  imaginär, 
so  ist  ein  Doppelverhältnis,  in  dem  jene  und   diese   zugeordnet  sind, 

von  der  Gestalt  J^^^^-. ;  für  6  erhalten  wir: 

a>*4-18a«fe*+81&^>^     ' 
denn  a\a^^l^a'¥  -^  ^\¥)  -  {a^ -Uy=21h\a'^^2a^h^-\-U^)>0. 
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Wenn  eine  Involution  4.  Grades  vorliegt: 

ax^-\- 4:bx^ -\~  6cx^ -\- 4:dx-{- e 

+  l{a^x^  +  4&i.r3  +  6c^x^  +  4:d^x  +  e, )  =  0, 

so  führt  die  Einsetzung  von  a  -\-  Xa^,  .  .  .  an  Stelle  von  a,  .  .  .  in 
S  =  0,  T=0,  S^-21dr-=0  zu  Gleichungen  2.,  3.,  6.  Grades  in  A, 
aus  denen  folgt^  daß  eine  Involution  4.  Grades  zwei  äquianharmonische^ 
drei  harmonische  Gruppen  und  sechs  von  beliebigem  gegebenen  Doppel- 
verhältnisse enthält. 

Wir    bilden    aus    den    vier  Wurzeln   /l^,  A,,  Ag,  l^    folgende   drei 
Größen 

welche  durch  Yertauschung  der  A  ineinander  übergehen;  sie  sind  alle 
drei  reell^  wenn  die  A  reell,  aber  auch,  wenn  sie  zweimal  je  zwei 
konjugiert  imaginär  sind:  Aj,  Ag  und  A3,  A^-,  denn  dann  sind  A^Ag, 
A3  A4  reell  und  sowohl  A^Ag  und  A2A4,  als  auch  A^A^,  AgAg  konjugiert 
imaginär.  Sind  aber  k^,  k^  reell  und  A3,  A4  konjugiert  imaginär,  so 
ist  nur  A^Ag  H-  A3A4  reell,  die  beiden  andern  sind  konjugiert  imaginär. 
Wir  konstruieren  die  kubische  Gleichung  mit  den  Wurzeln 

\\_2c-a{X,l,  +  l,l,)\,  \[2c-a{X,X,  +  X,X,)],  ^[2c-a{X,X,  + X,X,)l 

die  sich  hinsichtKch  ihrer  Realität  ebenso  verhalten;  die  Summe  der 
Wurzeln  ist  null;  das  Produkt  aller  drei  ist  — \T,  die  Summe  der 
Produkte  zu  je  zweien  ist  —  \S.  Also  ist  «die  gesuchte  kubische 
Gleichung  —  eine  sogenannte  Resolvente  der  biquadratischen: 

4:X^-Sx-\-T  =  0. 

Ihre  Diskriminante  ist  16  T^  -  ^y'  =  -  27  (>5'-  ^TT^);  je  nachdem 
die  biquadratische  Gleichung  vier  gleichartige  Wurzeln  hat  oder  zwei 
reeUe  und  zwei  imaginäre,  hat  die  Resolvente  drei  reeUe  Wurzeln 
oder  nur  eine,  ist  ihre  Diskriminante  <0  oder  >0,  also  5^— 27T^>0 
oder  <  0. 

Die  vier  Elemente  Xj,  L^,  L^,  L^  von  153 

Q  =  ax^+  4:hx^  +6cx'-+4:dx  -{-  e  =  0, 

jetzt  nicht  notwendig  aUe  reell,  können  wir  auf  drei  Weisen  in 
zwei  Paare  zerlegen  und  erhalten  drei  Involutionen: 

Je  zwei  von  ihnen  stützen  sich  (Nr.  85):  denn  z.  B.  durch  die  zweite 
geht  das  Paar  L^L.^  der  ersten  in  das  Paar  L^L^^  über,  das  ebenfalls 
der  ersten  angehört. 
Es  seien 
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die  Doppelelemente;  aus: 

{M,N,L,L,)  =  {N,  M,L,L,)  =  {N,M,L,L,)  =  -  1 

folgt,  daß  M^N^,  AA?  ^3^4  i^  Involution  sind  und  ebenso  M^N-^^^ 
L^L^y  L^L^y  daß  also  die  Doppelelemente  einer  der  Involutionen  in 
jeder  der  beiden  andern  ein  Paar  bilden. 

Sind  die  vier  Elemente  reell,  so  haben  wir  den  uns  schon  be- 
kannten Fall:  zwei  Involutionen  sind  hyperbolisch ,  etwa  die  beiden 
ersten,  die  dritte  elliptisch;  das  zu  den  elliptisch  gelegenen  M^N^, 
M^N^  gemeinsame  Harmonische  Paar  M^N^  kann  nicht  aus  reellen 
Elementen  bestehen.  Es  seien  alle  vier  Elemente  imaginär,  und  zwar 
L^  und  L^y  ig  und  L^  konjugiert;  so  sind  diese  Paare  L^L^,  As ^4 
durch  reelle  Gleichungen  definiert,  reell -imaginäre  Paare  und  die  In- 
volution ist  reell,  und  zwar  hyperbolisch  eben  wegen  dieser  reeU- 
imaginären  Paare.  Die  Gleichungen  von  L^L^  und  L^L^  sind  kon- 
jugiert imaginär  zueinander:  R  -\-  Si  =  0^  JR  —  Si  =  0]  sie  befinden 
sich  in  der  durch  die  reellen  (oder  reeU-imaginären)  Paare  jR  =  0,  S  =  0 
bestimmten  reellen  Involution,  und  dasselbe  gilt  für  die  dritte  Invo- 
lution L^L^y  L^L^-  Beide  können,  weil  einander  stützend,  nicht 
elliptisch  sein.  Wenn  wir  die  Art  mit  Hilfe  von  z/z/j^  ~  ^l^  fest- 
stellen wollen,  so  müssen  wir,  weil  nur  bei  reellen  Konstituenten  zu 
einem  reellen  A  ein  reelles  Paar  gehört,  reelle  Konstituenten  zugrunde 
legen.  Sind  die  Wurzeln  «  +  /3i,  y  +  öi,  so  sind  solche  für  die  eine 
dieser  Involutionen: 

R  ==  x^~  {a-\-  y)x  +  ccy  -  ßd  =  Oy 

S  =  0  '  x^  -^  (ß  -\-  d)  X  -  (ad  +  ßy)  =^  0-, 


es  ist: 


also 


Für  die  andere  haben  wir  ö  mit  —  ^  zu  vertauschen  (oder  ß  mit 
—  /3);  dadurch  wechselt  diese  Größe  ihr  Vorzeichen;  die  beiden  In- 
volutionen sind  also  verschiedenartig. 

Wenn  alle  vier  Elemente  L  imaginär  sind,  so  führen 
sie  auch  zu  zwei  hyperbolischen  und  einer  elliptischen  In- 
volution. 

In  dem  Falle  hingegen,  wo  L^y  L^  reell  und  Xg,  L^  kon- 
jugiert imaginär  sind,  ist  nur  die  Involution  L^L^-,  ^3^4 
reell;  die  beiden  andern  sind  imaginär  (denn  in  einer  reellen 
muß  einem  reellen  Elemente  ein  ebensolches  gepaart  sein)  und  zwar 
konjugiert  zueinander. 
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Die  drei  Paare  der  Doppelelemente  M^N^^  .  .  .  führen  zu  einer  154 
zur  biquadratischen  Form 

Q  =  ax^  +  4:hx^y  -\-  ßcx^y^  -\-  Adxy^  +  ey^ 
gehörigen   Kovariante   6.   Grades.     Denn    die    quadratische   Glei- 
chung für  Jfi,  JVi  ist  (Nr.  23): 

wird  diese  mit  den  beiden  analogen  Gleichungen  für  M^N^,  M^N^ 
multipliziert  und  werden  in  ähnlicher  Weise  wie  früher  die  sym- 
metrischen Funktionen  der  X  durch  die  Koeffizienten  der  Form  Q 
ersetzt,  so  ergibt  sich: 

J=  (a2^-3a&c  +  2&s)^6+  (a2g_|_  2ahd-9ac^^  <d¥c)x''y 
4-  b{ale  -  Sacd  +  2h^d)x^y'^ -\-  10(h^e-  ad'')x^y^ 
-\-b{-ade+^hce-2hd^)xY  +  {-ae^-^^de  +  9ch-6c(^)xy^ 
-h  (-he^+3cde  -  2d^)y'=0', 
die  Invariantengleichung  ist: 

r=I.{ad-ßyy'\ 

Diese   Kovariante   gehört   nicht   bloß   zu   dem   Quadrupel  §  =  0, 
sondern  zu  einer  ganzen  Involution  4.  Grades  von  Quadrupebi  (Nr.  136). 

In  der  bilinearen  Relation  der  Projektivität  155 

haben  wir  auch  zwei  Invarianten;  wird  die  lineare  Substitution: 

5         y7j  +  ^'    ^         yri-^8 

vorgenommen,  so  geht  die  Relation  über  in: 

Knn  -^  \hn  +  ^^n  +  '-\  =  ^^ 

worin: 

X,=  Xa'+(^  +  li')ay  +  vy\    v^  =  Xß'  +  (^  +  ^')ßd  +  vd', 

/[Ai=  Xaß  +  ^ad  +  ^i'ßy  +  vyÖ,    H  ="  ^^ß  +  ^ßy  +  ^^^  +  ^T^- 
Die  beiden  Invarianten  sind: 

11  —  ^'     und     [i^'  —  Xv, 
die  uns  schon  häufig  entgegengetreten  sind;  es  ist: 

/^i  -  t^i  =  (/^  —  ^') ((^^  —  ßy)^  ^1^/ -^^1  =  (^^' -  ^'^) («^  —  ßyf- 

Es  ist  ^  —  ^'  =  0,  bei  ineinander  liegenden  projektiven  Gebilden,  das 


1)  Handelt  es  sich  um  die  Kovariante  einer  einzigen  Form  n*®°  Grades  und 
ist  m  der  Grad  der  Kovariante  in  den  Variabein,  r  derjenige  in  den  Koeffizienten 
der  Grundform,  so  ist  der  Exponent  der  Potenz  von  ccd  —  ßy,  wie  die  Ver- 
gleichung  der  beiden  Seiten  der  Invariantengleichung  in  bezug  auf  den  Grad 
von  a,  ß,  7,  d  zeigt,  gleich  -^  (rw  —  ?«);  bei  einer  Invariante  ^  rn. 
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Kennzeichen^  daß  sie  involutorisch  sind,  und  ^^' —  Iv  =  0  drückt 
aus,  daß  die  Projektivität  ausgeartet  ist;  beides  sind  projektive  Eigen- 
schaften. Und  die  Kennzeichen  für  die  zyklische  Projektivität  3.  und 
4.  Grades  (Nr.  146)  bestehen  in  Beziehungen  zwischen  diesen  Größen, 
und  wird  dies  auch  für  die  höheren  Grade  gelten. 

Von  IUI  —  Xvy  in  dessen  Invariantenformel  die  zweite  Potenz  der 
Substitutionsdeterminante  auftritt,  ist  auch  das  Vorzeichen  invariant. 
Wir  fanden  (Nr.  67,  68),  wenn  die  Variabein  Abszissen  sind,  daß 
wir  aus  dem  positiven,  negativen  Vorzeichen  auf  Ungleich-s 
sinnigkeit,  bzw.  Gleichsinnigkeit  der  ineinander  liegenden 
projektiven  Punktreihen  schließen  können;  wir  folgern  nun, 
daß  das  auch  für  allgemeine  Parameter,  die  ja  linear  aus  Ab- 
szissen ableitbar  sind,  und  andere  Gebilde  gilt. 

Diese  Invariante   ist   aber,  wie  ja  aus  ihrer  Bedeutung  auch 
für  nicht  ineinander  liegende  Gebilde  hervorgeht,  im  weiteren  Sinne 
invariant;   wir  können   auf  |   und  |'  verschiedene   lineare  Substi 
tutionen : 

^      r^  +  ^'  ^       yV-f^' 
anwenden,  die  bilineare  Relation  wird  dann: 

hn^'  +  Ihn  +  i^iV  +  ^1  =  ö, 

wo 

X^  =  Xaa  +  iiccy  -f-  ^tt'^a'  -f-  vyy, 

^j  =  Xaß'  -f-  iiaö'  -\-  ^yß'  +  vyd'y 

^i'=  Xßa  -{-  iißy  -\-  {ida-\-  vdy\ 

v^  =  Xß^  4-  iißb'  +  iL8ß'  +  v88'', 
es  ist: 

\h^x  —  -^1^1  =  (i^^'  --  ^y)  is^^  —  ßy)  («'^'  —  ß'y\ 


Zweiter  Teil. 

Einführung  mehrdeutiger  Verwandtschaften. 

§  24.  Mehrdeutige  Verwandtschaften  oder  Korrespondenzen. 
Korrespondenzprinzip.    Vielfachheit  der  Koinzidenzen. 

Einstufige  Gebilde  haben  wir  bis  jetzt  schon  acht  erhalten,  die  156 
drei  ursprünglichen  Grundgebilde  und  die  fünf  auf  Trägem  zweiten 
Grades.  Ihr  Bereich  wird  sich  bald  noch  mehr  erweitem.  Aber  be- 
gnügen wir  uns  zunächst  mit  jenen  acht:  u,  u^  seien  irgend  zwei 
gleichartige  oder  ungleichartige  von  ihnen;  es  sollen  zwischen  ihnen 
nun  mehrdeutige  Korrespondenzen  hergestellt  werden.  In  jedes  wird 
eine  parametrische  Bestimmung  gelegt  (Nr.  102)  und  dann  eine  alge- 
braische Verwandtschaftsgleichung  zwischen  den  Parametern 
X,  x^  entsprechender  Elemente  X,  X^  festgelegt,  welche  in 
bezug  auf  x  vom  n^'''\  in  bezug  auf  x^  vom  >?^*^'  Grade  ist. 
Diese  lautet  in  ihrer  allgemeinen  Form,  etwa  nach  x  geordnet: 

+ 


worin  a^  j,  von  üj.  .  verschieden  ist.     Z.  B.  wenn  n  =  3,  Wj  =  2: 
(«32^1^  -f  a.^x^  +  030)  x^  +  {a,^x^^  H-  a^^x^  -f  a^^  x"- 
-f  {a^^x^-  -f  a^^x^  +  «lo)  ^  +  Ks^i"  +  «01^1  +  <*oo)  =  0, 
oder  nach  x^  angeordnet: 

(«32 ic^  +  a^^x'^  -\-  a^^x  -\-  %^  x^^  +  {a^^x^  -\-  a.2xX^  -{■  a^^x  -{-  a^^)  x^ 

+  (%o^^  +  «20^^  +  ^10^  +  <^oo)  =  ö. 
Es  werden  durch  diese  Korrespondenzgleichung  jedem  Element  X  des 
ersten  Gebildes  n^  Elemente  X^  des  zweiten  und  jedem  aus  diesem 
n  Elemente  aus  jenem  zugeordnet;  wir  nennen  die  Verwandtschaft 
eine  [»^,  w^J-deutige  oder  kürzer  eine  Verwandtschaft  oder  Kor- 
respondenz [w,  wj. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    L  lö 
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Das  Gebilde  w,  in  welchem  n  Elemente  einem  Elemente  des 
andern  entsprechen,  können  wir  auch  das  w- deutige  Gebilde  nennen 
und  ti^  das  %- deutige.  An  der  Reihenfolge  soll  festgehalten  werden: 
ist  das  zuerst  genannte  Gebilde  das  w- deutige,  so  wird  [w,  w^],  nicht 
umgekehrt  gesagt  werden. 

Weil  die  Beziehung  in  den  Parametern  entsprechender  Elemente 
ausgedrückt  ist,  so  ist  die  Verwandtschaft  projektiv  5  d.  h.  wenn  u 
und  ii^  sich  in  einer  Korrespondenz  [n,  n^]  befinden,  so  kommen  auch 
zwei  Gebilde  u  und  u^',  die  zu  ihnen  bzw.  projektiv  sind,  in  eine 
solche  Verwandtschaft.  Deshalb  benutzt  Thomä^)  das  Projektivitäts- 
zeichen  A  für  die  Verwandtschaft  [2,  2]  zwischen  u  und  u^  in  fol- 
gender Weise: 

2,2 
u  7\  Uj^. 

Diese  projektive  Überführung  von  u  in  u,  %  in  u^'  geschieht 
durch  zwei  lineare  Substitutionen  zwischen  x  und  1/,  x^  und  1/1;  durch 
dieselben  geht  die  Gleichung  in  x  und  x^  in  eine  Gleichung  in  y  und 
y^  über,  die  wegen  der  Linearität  in  y  vom  n^^^,  in  y^  vom  n^^^"^  Grade 
ist.  Im  engeren  Sinne  sind  solche  lineare  Substitutionen  nur  Ände- 
rungen der  parametrischen  Bestimmung,  welche  an  den  Gebilden  und 
ihrer  Korrespondenz  nichts  ändern. 

Die  Anzahl  der  Glieder  der  Verwandtschaftsgleichung  ist 

(^+1)K+1), 
daher  die  Anzahl  der  wesentlichen  Konstanten 

(n  +  1)  (wj  +  1)  —  1  =  nn^  -{-  n  -\-  n^. 

Zwischen  zwei  gegebenen  Gebilden  sind  demnach  oü''"i  +  '*+"i 
Korrespondenzen  [w,  %]  möglich;  z.  B.  oo^  Korrespondenzen  [1,  2], 
00^  Korrespondenzen  [2,  2]. 

Ferner,  nn^-\-n-{-n^  Paare  entsprechender  Elemente  geben  ebenso 
viele  Gleichungen  für  diese  Konstanten,  welche,  da  sie  linear  in  ihnen 
sind,  die  Konstanten  und  die  Verwandtschaft  eindeutig  bestimmen. 

Eine  Korrespondenz  [n,  ^J  zwischen  gegebenen  Gebilden 
ist  eindeutig  durch  nn^  -\-  n  -\-  n^  Paare  entsprechender  Ele- 
mente bestimmt. 

Wird  ein  Paar  entsprechender  Elemente  weniger  gegeben,  so 
bleibt    eine   der  Konstanten,    die   dann  X  heiße,   unbestimmt   und  die 


1)  J.  Thomä,  Untersuchungen  über  zweizweideutige  Verwandtschaften^ 
Abh.  der  Ges.  der  Wiss.  zu  Leipzig  (math.  phys.  Klasse),  Bd,  21,  S.  437.  —  Auch 
Creme  na  hat  neben  der  Ausdrucksweise,  daß  die  beiden  Gebilde  die  Korrespon- 
denz [w,  n^l  haben,  gelegentlich  von  zwei  projektiven  Gebilden  [n,  n^~\  gesprochen; 
z.  B.  in  seiner  Abhandlung  über  die  Regelflächen  4.  Grades :  Memorie  delFIstituto 
di  Bologna,  Ser.  II,  Bd.  8. 
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Übrigen  sind  lineare  Funktionen  derselben:  die  Verwandtschaftsglei- 
chung bekommt  die  Form 

und  fühii  zu  einem  Büschel  von  Korrespondenzen  ^zwischen 
denselben  Gebilden,  jede  einem  Parameter  l  zugeordnet.  Die  konsti- 
tuierenden Korrespondenzen  f(x,  x^  =  0,  f^(x,x^)  =  0  können,  auf 
Grund  der  nämlichen  Überlegung  wie  bei  den  Involutionen  in  Nr.  136, 
durch  beliebige  zwei  Korrespondenzen  aus  dem  Büschel  ersetzt  werden. 

Und  ebenso  wie  dort  schließt  man,  daß  alle  Paare  entsprechen- 
der Elemente,  welche  den  beiden  konstituierenden  Verwandt- 
schaften gemeinsam  sind,  auch  zu  den  übrigen  Korrespon- 
denzen des  Büschels  gehören.  Unter  ihnen  befinden  sich  die 
nn^-{-  n  +  n^—  1  gegebenen:  aber  dieser  gemeinsamen  Paare  können, 
wie  wir  später  erkennen  werden,  mehr  sein. 

Wenn  die  beiden  Gebilde  gleichartig  sind  und  ineinander  liegen,  157 
so  kommen  wir  wiederum  zu  der  Frage  nach  den  Koinzidenzelementen. 
Wir  nehmen  dann,  wie  in  Nr.  67,  68,  an,  daß  in  beiden  Gebilden  die 
nämliche  parametrische  Bestimmung  gilt,  damit  aus  gleichen  Para- 
metern auf  identische  Elemente  geschlossen  werden  kann,  setzen,  wie 
dort,  x^  =  x  und  erhalten  eine  Koinzidenzgleichung  (n -\- n^y^^ 
Grades,  aus  welcher  sich  der  fundamentale  Satz,  das  sogenannte 
Chaslessche  Korrespondenzprinzip ^),  zufolge  des  Grundsatzes 
der  Algebra  ergibt: 

Zwei  ineinander  liegende  Gebilde,  welche  in  einer  Kor- 
respondenz  [>^,  >^ J   stehen,   haben  n -\- n^  Koinzidenzelemente. 

Dieser  Satz  umfaßt  den  früheren  Satz  über  die  zwei  Koinzi- 
denzen konjektiver  Gebilde, 

Dies  Prinzip  gilt  zunächst  für  die  acht  Gebilde;  aber 
man  erkennt  sofort,  daß  es  auf  alle  Gebilde  übergeht,  für 
welche  sich  dartun  läßt,  daß  sie  sich  eindeutig  —  aber  in 
beiderlei  Sinne  —  auf  eins  der  genannten  Gebilde  (und  damit 
auch  auf  die  übrigen)  beziehen  lassen.  Alle  diese  Gebilde  soUen 
unikursal  heißen.  Unikursal  ist  z.  B.  die  Punktreihe  auf  einer  ebenen 
Kurve  3.  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt,  wie  der  Strahlenbüschel 
um  diesen  Punkt  zeigt,  aber  nicht  diejenige  auf  einer  allgemeinen 
(doppelpunktslosen)  ebenen  Kurve  3.  Ordnung. 

Für  alle  unikursalen  Gebilde  gilt  das  Chaslessche  Korrespondenz- 
prinzip. Eine  Korrespondenz  auf  einem  unikursalen  Gebilde  kann 
man  ja  immer  übertragen  denken  durch  die  eindeutige  Abbildung 
auf  eins  der   obigen  Gebilde,    etwa   auf  eine  Punktreihe,   und  koinzi- 


1)  Ausgesprochen  von  Chasles  in  den  Comptes  rendus,  Bd.  58  (1864),  S.  1175 
und  in  vielen  folgenden  Artikeln  der  Comptes  rendus  verwertet. 

15* 


228     n.    §  24.  Mehrdeutige  Verwandtschaften,  Vrelfachheit  der  Koinzidenzen. 

dierende   entsprechende  Elemente   bilden  sich  ab   in  ebenfalls  koinzi- 
dierende  entsprechende. 

Ferner,  die  Verwandtschaftsgleichung  ist  algebraisch.  Grund- 
bedingu/ig  für  die  Anwendung  des  Korrespondenzprinzips 
ist  daher,  daß  man  es  nur  mit  algebraischen  Beziehungen 
zu  tun  hat;  man  muß  sich  des  algebraischen  Charakters  aller 
vorkommenden  Operationen  bewußt  sein.  Die  Yerwandtschaffcsglei- 
chung  herzustellen,  d.  h.  alle  ihre  Koeffizienten  zu  ermitteln,  wird 
jedoch  in  den  meisten  Fällen  nicht  notwendig  sein.  Die  Bestimmung 
der  beiden  Zahlen  n,  n^  reicht  hin.  Die  Beispiele  werden  darüber 
orientieren. 
158  Der  schwierigste  Punkt   der  Anwendung  des  Korrespondenzprin- 

zips ist  die  Bestimmung  der  Vielfachheit  der  Koinzidenzen.     Dazu 
ist  eine  längere  Erörterung  unerläßlich. 

Im  Grunde  ist  die  Existenz  von  (ebenen)  Kurven  n^^^  Ordnung  nur 
durch  die  analytische  Gleichung  bewiesen;  wenn  es  auch  möglich  ist, 
allmählich  in  die  Höhe  steigend,  mit  Hilfe  von  Kurven  niedrigerer 
Ordnung,  also  zunächst  von  Geraden  und  Kegelschnitten,  durch  geo- 
metrische Konstruktion  zu  Kurven  höherer  Ordnung  zu  gelangen, 
weit  ist  man  auf  diesem  Wege  noch  nicht  gekommen. 

Es  liege  also  eine  durch  ihre  Gleichung  n^^"^  Grades  in  gewöhn- 
lichen C artesischen  Koordinaten  definierte  Kurve  w*®""  Ordnung  vor. 
Sie  liefert  uns  eine  Korrespondenz  [n,  n\  zwischen  den  Büscheln  der 
Parallelen  zu  den  Axen:  Parameter  eines  jeden  dieser  Strahlen  ist  die 
Koordinate,  die  er  von  der  andern  Axe  abschneidet,  und  Verwandt- 
schaftsgleichung ist  die  Kurvengleichung.  Wir  wissen,  dieselbe  steigt 
bis  zum  w*^"  Grade  in  x  und  y  zusammen,  während  die  allgemeine 
Verwandtschaftsgleichung  eiuer  Korrespondenz  [n,  n]  zwischen  den 
Büscheln  auch  Produkte  von  x  und  y  in  den  Dimensionen  ?^  -j-  1  bis 
2n  hat.     Erläutern  wir  das  Fehlen  dieser  oberen  Glieder. 

Auf  einer  Gerade  v  entsteht  ebenfalls   ein  Korrespondenz  [w,  n], 
deren  entsprechende  Punkte  von  entsprechenden  Strahlen  der  Büschel 
.     herrühren,  d.  h.  von  solchen,  die  sich  auf  der  Kurve  schneiden. 

Zu  den  2n  Koinzidenzen  dieser  Korrespondenz  gehören  ersicht- 
lich die  n  Schnitte  der  Kurve  mit  der  Gerade,  andere  endliche  Punkte 
nicht;  folglich  müssen  die  n  übrigen  sich  im  unendlich  fernen  Punkte 
vereinigen.  Und  daß  dieser  vielfache  Koinzidenz  ist,  ergibt  sich  daraus, 
daß  der  unendlich  fernen  Gerade  als  Strahl  des  einen  Büschels  die 
n  Strahlen  des  andern  korrespondieren,  welche  nach  ihren  Schnitten 
mit  der  Kurve  gehen,  also  n  in  ihr  selbst  vereinigte  Strahlen.  Daraus 
allein  könnte  man  auf  die  »^-fachheit  der  Koinzidenz  im  unendlich 
fernen  Punkt  der  Gerade  v  noch  nicht  mit  Sicherheit  schließen;  sie 
folgt  daraus,  daß  nur  n  andere  Koinzidenzen  vorhanden  sind. 
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Denken  wir  uns  zweitens  die  Gleichung  der  durch  die  Kurve 
vermittelten  Verwandtschaft  zwischen  den  beiden  Parallelstrahlen- 
Büscheln  in  der  allgemeinen  Form  von  Nr.  156  geschrieben: 

/■  =  n,  k  =  n 
,•  =  0,  *  =  0 

Die  Gerade  v  sei  eine  durch  den  Anfangspunkt  gehende  y  =  qx\  so 
ergibt  sich  durch  Elimination  von  y,  wodurch  für  die  Punkte  auf  der 
Gerade  die  :r- Koordinate  Parameter  wird^  die  Koinzidenzgleichnng: 

«„,nr  ^'"+  Kn-1  +  ««-1.«^)^'"-' 
+  Kl  +  «n-1,2^  +  •  •  •  +  «1,»^"-')^^'  +  .  •  •  =  0. 

Auf  jeder  Gerade  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  eine  ?« -fache  Koinzi- 
denz; diese  Gleichung  hat  also,  für  jeden  Wert  von  g,  n  Wurzeln  cx>, 
es  fallen  die  n  oberen  Glieder  weg.  Die  Koeffizienten  von  x^"  bis 
j;"  +  ^  sind,  für  jeden  Wert  von  q,  gleich  0,  d.  h.  alle  a.^  sind  0, 
bei  denen  /  -f  ä^  >  w.  Es  fehlen  in  der  Korrespondenzgleichung  alle 
Glieder,  welche  in  x  und  y  von  höherer  als  >?*^'"  Dimension  sind:  es 
bleibt  eben  die  Kurvengleichung. 

Betrachten  wir  nunmehr  die  allgemeine  Korrespondenzgleichung: 

i  =  n,  t  =  «1 
» •  =  0,  A  =  0 

in  welcher  die  oberen  Glieder  nicht  fehlen,  und  fassen  in  ihr 
X  und  x^  als  Koordinaten  auf.  Dann  stellt  sie  eine  Kurve  von  der 
Ordnung  n  -\-  n^  dar,  aber  mit  spezieller  Eigenschaft  hinsichtlich  der 
unendlich  fernen  Punkte  der  Koordinatenaxen.  Jede  Parallele  x  =  k 
zur  Axe  x  =  0  führt  zu  einer  Gleichung  in  x^,  die  statt  (fi  -f  n^)^^ 
nur  n^^^^  Grades  ist-;  die  n  oberen  Glieder  fehlen,  sie  hat  »j  endliche 
Wurzeln  und  n  Wurzeln  oo.  Von  den  Schnitten  der  Gerade  mit  der 
Kurve  sind  n^  endlich  und  n  haben  sich  im  unendlich  fernen  Punkte 
vereinigt;  und  da  dies  für  jede  Parallele  zu  a;  =  0  gilt,  so  wird  der 
unendlich  ferne  Punkt  der  Axe  x  =  0  ein  w-facher  Punkt 
der  Kurve,  und  der  von  a\  =  0  ein  ;i^-facher.  Sie  repräsen- 
tieren so  die  n  -f  n^  Schnitte  der  unendlich  fernen  Gerade  mit  der 
Kurve. 

Diese  Gerade  wird  übrigens  in  der  Korrespondenz  zwischen  den 
beiden  Büscheln  nicht  sich  selbst  entsprechend,  wie  vorhin,  sondern 
ihr  entsprechen,  als  Strahl  des  einen  oder  andern  Büschels,  die  w^ 
Tangenten  des  w^- fachen,  die  n  Tangenten  des  «-fachen  Punktes.  Jeder 
Strahl  des  ersten  Büschels  erhält  durch  seine  n^  endlichen  Schnitte 
mit  der  Kurve  seine  entsprechenden  Strahlen  im  zweiten. 
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159  Es  sollen  nun  etwas  allgemeinere  Koordinaten  genommen  werden. 

Ein  Dreieck  ABC  sei  zugrunde  gelegt;  sind  für  einen  Punkt  P  die 
Schnitte  von  P(Ä,  B,  G)  mit  BG,  ..  .  durch  51,  ^,  S  bezeichnet,  so 
hat  man: 

(791  ■  Ä^  '  B^  ~        ^' 
Wir  nehmen  als  Koordinaten  von  P  die  beiden  Teilverhältnisse: 

7?  ff 

so  daß,  wenn  y  =  -.-^   ist,    j3  :  «  =  —  ;^. 

Es  ist  a  Parameter  für  einen  Strahl  durch  Ä,  ß  für  einen  durch  B, 
und  a,  ß  sind  die  Koordinaten  des  Schnittpunktes.  Für  jeden  Punkt 
auf  AB  sind  beide  Koordinaten  00. 

Eine  Kurve  w*®'"  Ordnung,  in  allgemeiner  Lage  zum  Dreieck,  bringt 
die  beiden  Büschel  Ä,  B  in  eine  Korrespondenz  [n,  n\  und  was  vor- 
hin für  die  unendlich  ferne  Gerade  und  den  Anfangspunkt  galt,  gilt 
jetzt  für  AB  und  G. 

In  der  Korrespondenzgleichung  in  a^  ß  fehlen  also  die  Glieder 
von  der  2n^^^  bis  zur  {11  +  1)*®"^  Dimension;  wir  können  sie  als  Glei- 
chung der  Kurve  in  den  Koordinaten  a,  ß  bezeichnen  ^) : 

WO  diese  Summe  sich  über  alle  i,  Ic  erstreckt,  für  die  i  -\-h  -^n.  Wir 
schneiden  die  Kurve  mit  GB,  auf  welcher  ß  =  0-^  es  ergibt  sich: 

also,  wenn  a^,  a^,  .  .  .  a^  die  Wurzeln  sind: 

Ebenso  auf  GA^  wo  a  =  0  ist  und  ß^^  ß^^  .  .  .  /3„  die  zu  den  Schnitten 
gehörigen  Werte  von  ß  sind: 

AA.-./3„=(-i)"^- 

Die  Division  der  Kurvengleichung  mit  «"  gibt: 

2"««  -S^l  -  0     oder     2"««  •  «»Ä..  (-  yf  =  0. 

Auf  AB  ist  a  =  c»,  also  fallen  alle  Glieder  weg,  in  denen  i  -{-li  <^n'^ 
daher  bleibt: 

»«„(-  7)"+  «i,„-i(-  r)"-'+ •  ••  +  «„0=0 

oder     a„„7»-  a,  „.^  r""' +  «»  „-2/'"'-  +  •••  +  (-  l)"a„o  =  0. 


1)  Chasles,  Aper9u  historique,  S.  280;   Chasles'  Porisma  von  Cremona 
genannt:  Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Kurven,  Nr.  36. 
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Also: 


Demnach: 


anO 


ßißi  ■■  -ßn  _  ^   I 


Wenn  also  die  Schnitte  einer  Kurve  mit  den  Seiten  BC^ 
CA,  AB  eines  Dreiecks  durch  A^,  A^,. . .  A^-^  B^j...B^'^  (7i,...C'„ 
bezeichnet  werden,  so  ist: 

BA^  •  BA^  . . .  BAn      CB^  ■ ...  CBn       AC^..,  ACn  _  . 
CA^    CA^...  CAn   '  ~AB^   ...  ABn   '  BC,    ...BCn  ~ 

Das  ist  Carnots  Satz^). 

Aus  ihm  kann  man  eine  zuerst  von  Halphen^)  in  präziser  Form  160 
ausgesprochene  Regel  ableiten,  durch  welche  die  Anzahl  der  Schnitte 
einer  Gerade  mit  einer  Kurve  n^^  Ordnung,   die   in   einem  Punkte  P 
vereinigt  sind,  bestimmt  wird. 

Diese  unbekannte  Anzahl  sei  J-,  die  Gerade  sei  die  Seite  AB  des 
Dreiecks  und  zwar  liege  die  Ecke  A  dem  P  unendlich  nahe  (in  1.  Ord- 
nung), die  übrigen  Schnitte  seien  C-^j;  G:+2j  •  •  •  ^„-  Die  an  P  un- 
endlich nahe  vorbeigehende  Seite  A  C  wird  dann  eine  gewisse  Anzahl  ij 
von  Schnitten  B^,  B.^^  .  .  .  B  haben,  die  dem  A  unendlich  nahe  liegen: 
wobei  die  Strecken  AB^,  AB^,  .  .  .  AB  von  verschiedener  Ordnung 
unendlich  klein  sein  können;  die  übrigen  Schnitte  seien  P  ^j,...P„; 
die  Schnitte  endlich  von  BC  seien  A^,  A.2J  •  ■  -  ^n-  Nach  Carnots 
Satz  ist  dann: 

APi  BP^BC:  +  i. . .  BCn  -CA,...  CAn  ■  AB,j  +  i.  . .  AB„ 


AB^ . . .  ABrj  AC!:+i...ACn-  BA^  .  . .  BAn  ■  CB^  . .  .  CBn 

Rechts  stehen  lauter  endliche  Strecken.  Mithin  ist  das  links  stehende 
Verhältnis  endlich,  und  demnach  ^  gleich  der  Summe  der  Ordnungen, 
in  denen  ^P^,  AB^,  .  .  .  AB^^  unendlich  klein  sind.     Also: 

Die  Anzahl  der  Schnitte  einer  Kurve  und  einer  Gerade, 
die  in  einem  Punkte  P  vereinigt  sind,  ist  gleich  der  Summe 
der  Ordnungen  der  unendlich  kleinen  Strecken  zwischen 
der  Kurve  und  der  Gerade  auf  einer  Sekante,  deren  Ent- 
fernung von  P  unendlich  klein  1.  Ordnung  ist. 

Nun  liege  eine  Korrespondenz  [w,  wj  auf  einer  Gerade  ii  vor; 
P  sei  eine  vielfache  Koinzidenz  derselben;  es  soU  eine  Regel  für  die 
Bestimmung  der  Yielfachheit  t,  gewonnen  werden.  Wir  projizieren 
die  beiden  Punktreihen   aus   zwei   beliebig  gelegenen  Punkten   U,   L\; 


1)  Carnot,  Geometrie  de  position  (1803),  S.  291.     Vgl.  Cremona  a.  a.  O., 
Nr.  38. 

2)  Memoires  presentes   par  divers  savants,  Bd.  26,  Nr.  2,   S.  10.     Bulletin 
de  la  Societe  math.  de  France,  Bd.  1,  S.  132. 


232     n.  §  25.  Sätze  über  Schnittpunkte,  Plückersche  Formeln,  Geschlechtssatz. 

die  Büschel  kommen  ebenfalls  in  eine  Korrespondenz  [w,  wj,  und  das 
Erzeugnis  der  Schnitte  entsprechender  Strahlen  ist  eine  Kurve  von 
der  Ordnung  n  +  n^,  wie  es  die  auf  einer  beliebigen  Gerade  entstehende 
Korrespondenz  beweist.  Es  kommt  darauf  an,  wie  viele  Schnitte  dieser 
Kurve  mit  u  sich  in  P  vereinigen.  Ist  dann  X  ein  Punkt  auf  u^ 
dessen  Entfernung  von  P  unendlich  klein  1.  Ordnung  ist,  so  wollen 
wir  die  Gerade  u  und  den  Strahl  XU  als  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
annehmen.  Der  Punkt  X  der  ersten  Reihe  hat  eine  Anzahl  ent- 
sprechender Punkte  X^y  X^,  .  .  .  X,^,  die  ihm  unendlich  nahe  sind.  Sie 
liefern,  mit  U^  verbunden,  auf  UX  die  dem  X  unendlich  nahen 
Schnitte  Y^j  Y^y  .  .  .  Y  mit  der  Kurve,  und  ^  ist  gleich  der  Summe 
der  Ordnungen,  in  denen  XF^,  XY^,  .  .  .  XY,^  unendHch  klein  sind, 
oder,  was  dasselbe  ist,  in  denen  XX^,  XXg,  .  .  .  XX^,  es  sind-,  denn  die 

Verhältnisse  ^  ^- ,  ^y^  ?  •  •  •  'YY'~  ^^^^  endlich. 

Die  Vielfachheit  einer  Koinzidenz  P  einer  Punkte-Kor- 
respondenz auf  M  ist  daher  gleich  der  Summe  der  Ordnungen, 
in  denen  XX^,  ^^2?  •  •  •  ■^■^v  unendlich  klein  sind,  wenn  X 
ein  Punkt  von  u  ist,  dessen  Entfernung  von  P  unendlich 
klein  1.  Ordnung  ist,  und  X^,  Xg,  ...  X  diejenigen  von  den 
ihm  in  dem  einen  Sinne  entsprechenden  sind,  welche  ihm 
unendlich  nahe  liegen^). 

Die  dem  X  im  andern  Sinne  entsprechenden  unendlich  nahen 
Punkte  brauchen  nicht  dieselbe  Anzahl  zu  haben,  aber  die  Summe 
der  Ordnungen,  in  denen  die  Strecken  von  ihm  nach  ihnen  unendlich 
klein  sind,  muß  die  nämliche  sein. 
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161  Es  wird  sich  empfehlen,  hiervon  einige  Anwendungen  zu  machen. 

Der  Satz  über  die  Anzahl  nit  der  Schnittpunkte  zweier 
Kurven  w**^""  und  n'^^^  Ordnung  (derselben  Ebene)  wird  in  der  ana- 
lytischen Geometrie  auf  den  Satz  der  Algebra  begründet,  daß  zwei 
Gleichungen  ^*®"  und  ^'*^'^  Grades  mit  zwei  Unbekannten  nn  gemein- 
same Lösungen  haben.  Zu  ihnen  gelangt  man,  wenn  die  eine  Unbe- 
kannte eliminiert  wird,  wodurch  sich  eine  Gleichung  vom  Grade  nnf 
in  der  andern  ergibt.  Diese  Elimination,  ja  selbst  schon  die  Fest- 
stellung des  Grades  der  resultierenden  Gleichung  ist  nicht  leicht,  wenn 
die  beiden  Gradzahlen  nicht  kleine  Zahlen  sind,   und   ebenso  die  Er- 


1)  Zeuthen,  Bulletin  des  Sciences  mathematiques ,  1.  Ser.,  Bd.  5  (1873), 
S.  187;  vorher  in  etwas  weniger  präziser  Fassung  in  der  Abhandlung :  Almindelige 
Egenskaber  ved  Systemer  af  plane  Kurv  er,  Nr.  26  (Schriften  der  dänischen 
Akademie,  5.  Reihe,  Bd.  10,  IV). 
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örterung,  daß  zu  jeder  Wurzel  der  Gleichung  nn^^''  Grades  nur  ein 
Wert  der  eliminierten  Unbekannten  gehört,  der  mit  ihr  zusammen 
beiden  Gleichungen  genügt. 

Ist  aber  eine  der  Gradzahlen  1,  so  ist  sowohl  jene  Elimination, 
als  auch  diese  Erörterung  einfach.  Mit  Hilfe  dieser  Schnittpunkte- 
Zahl  n  •  1  läßt  sich,  ohne  umständliche  Eliminationen,  vermittelst  des 
Korrespondenzprinzips,  also  unter  alleiniger  Benutzung  des  Gauß sehen 
Fundamentalsatzes,    die   allgemeine  Schnittpunkte-Zahl   n7i    ableiten*). 

Wir  ordnen  den  beiden  Kurven  C",  C"'  zwei  Büschel  in  ihrer 
Ebene  zu,  welche  denselben  Scheitel  Q  haben,  und  stellen  zwischen 
ihnen  eine  Korrespondenz  her,  in  der  zwei  Stralüen  einander  ent- 
sprechen, welche  nach  solchen  Punkten  von  C"  und  0"'  gehen,  die 
mit  einem  festen  Punkte  0  in  gerader  Linie  liegen.  Ein  Strahl  x  des 
C"  zugeordneten  Büschels  trifft  diese  Kurve  in  n  Punkten,  deren  Ver- 
bindungslinien mit  0  die  C"'  in  nn  Punkten  schneiden,  nach  denen 
die  entsprechenden  Strahlen  x'  des  zweiten  Büschels  gehen,  und  ebenso 
entsprechen  jedem  x'  nn  Strahlen  rc;  so  daß  eine  Korrespondenz 
[nn'y  nn]  vorliegt.  Unter  den  2nn  Koinzidenzstrahlen  befindet  sich 
ersichtlich  q  =  QO-^  für  diesen  Strahl  als  x  oder  x'  fallen  alle  nn 
entsprechenden  Strahlen  in  ihn.  Daraus  kann  noch  nicht  geschlossen 
werden,  daß  er  eine  nn -fsiche  Koinzidenz  ist.  Wir  wenden  unsere 
Regel  an,  von  Punkten  auf  Strahlen  übertragen.  Durch  Q  sei  ein 
dem  q  unendlich  naher  Strahl  x  gezogen.  Z  sei  irgend  einer  der 
n  Schnitte  mit  C",  bei  der  beliebigen  Lage  von  0  und  Q  in  endlicher 
Entfernung  von  ihnen,  Z'  sei  wiederum  einer  der  n  Schnitte  von 
OZ  mit  C"\  ebenfalls  in  endlicher  Entfernung  von  beiden  Punkten 
und  von  Z.  Der  Strahl  x'  =  QZ  ist  daher  einer  von  den  x  ent- 
sprechenden. Aber  Z  ist  unendlich  nahe  an  ^,  daher  auch  OZ^  Z' 
und   QZ'  =  x'\  demnach  x    unendlich  nahe  an  x. 

Es  ist  (Nr.  53): 

sin  q^x         OZ      QZ 

'^Txx'  ^  zz  *  oq' 

wobei  es  für  die  vorliegende  Betrachtung  nur  auf  absolute  Werte 
ankommt. 

Rechts  stehen  lauter  endliche  Größen,  daher  ist  -^  xx  ebenfalls 
unendlich  klein  erster  Ordnung  wie  qx.  Das  gilt  für  alle  nn!  Strahlen  :r', 
welche  dem  x  entsprechen.  Folglich  ist  die  Yielfachheit  von  q  in  der 
Tat  nn . 

Jede  von  den  nn  übrigen  Koinzidenzen  weist  auf  zwei  Punkte 
von  0"  und  C"'  hin,  die  sowohl  auf  einer  Gerade  durch  0  liegen, 
als  auch  —  wegen  der  Koinzidenz  —  auf  einer  Gerade  durch  Q  liegen, 
ohne   daß  jedoch    diese   beiden   Geraden,    wie    vorhin,    identisch   sind. 


1)  Chasles,  Comptes  rendus.  Bd.  75,  S.  730. 
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Daher  müssen  sich  die  beiden  Punkte  von  C^  und  C^'  in  den  Schnitt 
der  beiden  Geraden  vereini^en^  also  in  einen  gemeinsamen  Punkt  der 
Kurven;  und  umgekehrt,  jeder  gemeinsame  Punkt  liefert  einen  Koin- 
zidenzstrahl unserer  Korrespondenz^). 

Der  Satz,  daß  zwei  Kurven  n^^'^  und  w'*^'*  Klasse  (derselben  Ebene) 
nn    gemeinsame  Tangenten  haben,  ist  dual  zu  beweisen. 

Aus  ihnen  folgen  die  entsprechenden  Sätze  über  konzentrische 
Kegel,  und  daß  die  Schnittkurve  zweier  Flächen  w*^""  und  n^^"^  Ordnung 
nn^^  Ordnung  ist  und  die  gemeinsamen  Berührungsebeneu  zweier 
Flächen  n^^^  und  n^^""  Klasse  einen  Torsus^)  nn^^^  Klasse  bilden;  denn 
die  Kurven,  in  denen  jene  Flächen  von  einer  Ebene  geschnitten  werden, 
haben  nn  gemeinsame  Punkte,  und  die  Tangentialkegel  aus  einem 
Punkte  an  diese  Flächen  nn    gemeinsame  Berührungsebenen. 

In  ähnlicher  Weise  kann  die  Zahl  nn  der  Schnittpunkte  einer 
Raumkurve  n^^^  Ordnung  R"  und  einer  Fläche  n'^^^  Ordnung  jP"'  be- 
wiesen werden.  Es  sei  ein  Punkt  0  und  eine  Gerade  q  gegeben.  Eine 
Ebene  |  durch  q  schneidet  die  R''  in  n  Punkten,  deren  Verbindungs- 
linien mit  0  die  Fläche  in  nn  Punkten  schneiden;  die  Ebenen'  |' 
von  q  nach  diesen  ordnen  wir  der  |  zu.  Der  Kegel  n^^"^  Ordnung, 
welcher  aus  0  die  Schnittkurve  einer  Ebene  J'  von  q  mit  F'''  pro- 
jiziert, hat  mit  demjenigen,  welcher  R"^  projiziert,  nn  Kanten  ge- 
mein; nach  den  Begegnungspunkten  derselben  mit  R"  gehen  von  q 
die  der  Ebene  |'  entsprechenden  Ebenen  J.  Daher  liegt  wiederum 
■eine  Korrespondenz  [nn,  nn]  im  Büschel  q  vor.  Unter  den  2nn 
Koinzidenzen  derselben  befindet  sich  die  Ebene  q  =  qO  ww'-fach.  Denn 
es  sei  |  eine  der  q  unendlich  nahe  Ebene  im  Büschel  q,  Z  einer  ihrer 
Schnitte  mit  R^  und  Z'  einer  der  Schnitte  von  OZ  mit  F'^',  endlich 
J'  die  nach  ihm  gehende  Ebene  aus  q.  Z  und  Z'  befinden  sich, 
wegen  der  beliebigen  Lage  von  q  und  0,  in  endlichen  Entfernungen 
von  diesen  und  voneinander,  aber  unendlich  nahe  an  q.  Durch  OZZ' 
läßt  sich  im  allgemeinen  keine  Ebene  senkrecht  zu  der  Axe  q  legen. 
Es  sei  daher  durch  Z  eine  zu  q  windschiefe  und  rechtwinklige  Gerade 
gelegt,  welche  q  '\vlR  und  J'  in  W  trifft;  ist  dann  noch  V  ihr  Schnitt- 
punkt mit  der  Ebene  %  durch  g,  welche  zu  OZZ  parallel  ist,  ein 
Punkt,  der  ebenfalls  endliche  Entfernung  von  R  und  W  hat;  so 
haben  wir,  wegen  der  Doppelverhältnis-Gleichheit  der  beiden  mit  dem 
Wurfe  q^^it  Perspektiven  Würfe: 

BZ       BV  _  OZ 
ZW'  •  TT^F  ~  ZZ' 


1)  Einen  etwas  anderen  Beweis  hat  Chasles  Comptes  rendus,  Bd.  76,  S.  126 
gegeben. 

2)  Für  den  Ebenenort  1.  Stufe  hat  Cayley  das  Wort  Torse  gebraucht;  in 
obiger  Form  habe  ich  es  schon  seit  längerer  Zeit  an  Stelle  des  umständlichen 
„abwickelbare  Fläche"  übernommen. 
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Durcli  die  neue  Gerade  ist  eine  zu  q  senkrechte  Ebene  möglich^ 
welche  die  Neigungswinkel  der  Ebenen  q,  |,  |'  ausschneidet;  ist  Q  ihr 
Schnitt  mit  q,  so  ist: 

sin  gl   _    BZ^     QW  ^  OZ      RV     QW^ 
sin  ir       zw'    QR    ~  ZZ''  W'V'~QR" 

Rechts  stehen  lauter  endliche  Größen,  daher  ist  ^  ||'  ebenso  un- 
endlich klein  1.  Ordnung  wie  ^Q^,  und  das  gilt  für  alle  71  n  Ebenen  |', 
welche  der  |  korrespondieren.  Folglich  ist,  wie  behauptet,  q  eine 
wn'- fache  Koinzidenz.  Die  übrigen  nn  Koinzidenzen  führen  je  zu 
zwei  Punkten,  von  denen  der  eine  auf  der  Kurve  R",  der  andere  auf 
i^"'  liegt,  und  welche  beide  sowohl  in  einer  Ebene  durch  q,  als  auch 
auf  einem  nicht  in  diese  Ebene  fallenden  Strahle  durch  0  liegen,  daher 
sich  in  den  Schnittpunkt  beider  vereinigen  müssen.     Also: 

Eine  Raumkurve  n^"  und  eine  Fläche  n^"  Ordnung  haben 
nn   Punkte  gemein. 

Ist  jene  der  volle  Schnitt  zweier  Flächen,  so  ergibt  sich: 

Drei  Flächen  w*%  n'^%  w"*^'"  Ordnung  haben  nun"  Punkte 
gemein^). 

Als  weitere  Anwendung  mögen  Beweise  der  Plückerschen  162 
Formeln  gewählt  werden.  Es  liege  also  eine  Kurve  w*"  Ordnung 
^'ter  Klasse  mit  d  Doppelpunkten  und  r  Rückkehrpunkten 
vor.  Wir  lassen  in  einem  Strahlenbüschel  L  zwei  Strahlen  x  und  i\ 
entsprechen,  welche  nach  zwei  Punkten  der  Kurve  gehen,  die  mit 
einem  festen  Punkte  M  in  gerader  Linie  liegen.  Jedem  Strahle  x 
entsprechen  ersichtlich  n  (n — 1)  Strahlen  x^^  und  ebenso  umgekehrt. 
Die  n  Tangenten  aus  M  an  die  Kurve  führen  zu  einfachen  Koin- 
zidenzen in  den  Strahlen  von  L  nach  ihren  Berührungspunkten. 

Der  Strahl  m=  LM  aber  ist  eine  n{n—  l)-fache  Koinzidenz.  Es 
sei  X  ihm  unendlich  nahe  im  Büschel  Z,  Z  einer  von  seinen  n  Schnitten 
mit  der  Kurve,  Z^  einer  der  n  —  1  weiteren  Schnitte  von  31 Z^  zwei 
Punkte,  welche  in  endlicher  Entfernung  von  L  und  M  und  von  ein- 
ander sich  befinden;  ist  dann  x^  der  Strahl  LZ^^  der  dem  7n  und 
dem  X  unendlich  nahe  ist,  so  haben  wir  wieder: 

sin  mx  MZ     LZ^ 

sin  xx^        ZZ^     LM'' 

also  sind  xx^   und  mx  von   gleicher   Ordnung   unendlich   klein.     Das 

gilt  ebenso  für  jeden  der  n{n—\)  dem  x  entsprechenden  Strahlen  x^. 

Wenn  D  ein  Doppelpunkt   der   Kurve   ist,   so    i^i  d  =-  LD   eine 

zweifache  Koinzidenz.     Denn   es   sei  x  wieder   dem  d  unendlich   nahe 


1)  Der  Beweis  ist  demjenigen  nachgebildet,  den  Fouret  im  Bulletin  de  la 
Societe  mathematique  de  France,  Bd.  1,  S.  122  für  diesen  speziellen  Fall  ge- 
geben hat.  Dieser  und  die  Chasles sehen  Beweise  enthalten  noch  nicht  die 
ßchärfere  Bestimmung  der  Yielfachheit  der  auszuscheidenden  Koinzidenz. 
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im  Büschel  L,  Z  einer  der  beiden  Schnitte  der  Kurve  mit  x^  welche 
dem  B  unendlich  nahe  sind;  so  daß  v  =  DZ  unendlich  wenig  von 
der  einen  Tangente  des  Doppelpunkts  verschieden  ist  und  MZ  ==  y 
unendlich  wenig  von  MD  =  s.  Daher  liegt  auf  y  ein  zweiter  dem 
D  naher  Punkt  Z^^  auf  dem  andern  Aste^  so  daß  dann  wiederum 
v^  =-  DZ^  sich  wenig  von  der  andern  Tangente  des  Doppelpunktes 
unterscheidet.     Nach  Z^  geht  x^  von  L.     Wir  haben: 

sin  dx DZ       sin  xx^  ZZ^ 

sin  clv       LZ^      sin  Xy^y        LZ  ^ 
also: 

sin  xx^        sin  x^y     ZZ^        sin  x^y     sin  vv^ 
sin  dx         sin  dv       iTZ         sin  dv       sin  yv^ 

Wieder  stehen  rechts  lauter  endliche'  Winkel,  insbesondere  ist 
vv^  nur  unendlich  wenig  von  dem  Winkel  der  beiden  Doppelpunkts- 
Tangenten  verschieden.  Daher  ist  <^  ^^r^  unendlich  klein  1.  Ordnung, 
und  ebenso  der  Winkel,  der  sich  bei  dem  zweiten  dem  D  unendlich 
nahen  Schnitte  von  x  ergibt. 

Ist  aber  der  Doppelpunkt  in  einen  Rückkehrpunkt  B  übergegangen, 
so  ist  der  Winkel  vv-^  unendlich  klein  und  zwar  von  der  Ordnung  -^-. 
Eine  unendlich  nahe  am  Rückkehrpunkte  vorbeigehende  Gerade 
schneidet  die  Kurven  in  zwei  ihm  unendlich  nahen  Punkten,  welche 
mit  dem  Rückkehrpunkte  verbunden,  einen  Winkel  ergeben,  der  un- 
endlich klein  von  der  Ordnung  \  ist.  An  der  Kurve  y^=  ax%  durch 
welche  man  jede  Kurve  mit  Rückkehrpunkt  in  dessen  Nähe  ersetzen 
kann,  ist  dies  leicht  zu  ersehen. 

Für  den  Winkel  xx-i^  ergibt  sich  daher  die  Ordnung  f  und  wegen 
der  zwei  Schnitte  von  x,  die  sich  in  der  Nähe  von  R  befinden,  er- 
halten wir  die  Summe  3  der  Ordnungen  der  beiden  unendlichen 
kleinen  Winkel  xx^^  also  LR  als  dreifache  Koinzidenz. 

Daher  ist: 

2n(;n—l)  =  n'  -{-  n{n-l)  -^  2d -\- 3r 
oder: 

1)  n{n-l)  =  n'-i-2d+'dr, 

die  erste  der  Plücker sehen  Formeln^)- 
Die  zweite: 

2)  n{n-l)  =  n  +  2d'  +  Sr, 

worin  d',  r  die  Anzahlen  der  Doppel-  und  der  Wendetangenten  sind, 
ergibt  sich  dual. 

Wir  lassen  nunmehr  in  einem  Büschel  L  zwei  Strahlen  x  und  x^^ 
entsprechen,  von  denen  x  nach  einem  Punkt  der  Kurve  geht  und  x^ 
nach  einem   der  n  —  2  weiteren   Schnitte  seiner  Tangente.     Jedem  x 


1)- Plücker,  Theorie  der  algebraischen  Kurven,  1839. 
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korrespondieren  daher  n(ri  —  2)  Strahlen  x^.  Von  jedem  Punkte  der 
Kurve  gehen,  außer  der  zugehörigen  Tangente  und  der  unendlich 
nahen,  n  —2  anderwärts  berührende  aus;  daher  entsprechen  jedem 
Strahle  x^  n{n  —  2)  Strahlen  x:  und  es  liegt  eine  Korrespondenz 
[n(n—2)y  w(w  — 2)]  vor. 

Die  r  Wendetangenten  führen  zu  einfachen  Koinzidenzen.  Die 
n'  Tangenten,  welche  von  L  kommen,  sind  hingegen  vielfache  Koin- 
zidenzen. Es  sei  t  eine  von  ihnen  und  T  ihr  Berührungspunkt,  x  ein 
dem  t  unendlich  naher  Strahl  aus  L,  Z  einer  von  den  beiden  Schnitten 
mit  der  Kurve,  welche  dem  T  unendlich  nahe  sind.  Die  Tangente  in 
Z  ist  daher  der  Tangente  t  unendlich  nahe  und  ihr  Schnitt  S  mit  t 
in  der  Nähe  von  T  gelegen,  Z^  sei  einer  ihrer  n  —  2  weiteren  Schnitte 
mit  der  Kurve  und  x^  der  Strahl  LZ^.     Es  ist  wiederum: 

sin  xx^  ZZj      LS 

3in~tx  ~   SZ   '  LY^  ' 

Von  den  rechts  stehenden  Strecken  sind  ZZ^^,  SL^  LZ^  endlich, 
dagegen  SZ  unendlich  klein  und  zwar  von  der  Ordnung  ^. 

Betrachten  wir  dazu  die  Parabel,  welche  ^  in  T  und  ZS  in  Z 
berührt;  ist  Y  der  Schnitt  des  durch  Z  gehenden  Durchmesser  s  mit  ^ 
und  U  dessen  Schnitt  mit  der  durch  T  gehenden  und  zur  Tangente 
ZS  paraUelen  Polare  von  T,  so  ist  YZ=ZÜ,  SZ=iTÜ:  daher: 

SZ^=}p-YZ, 

wo  p  der  zu  jenem  Durchmesser  gehörige  Parameter  ist. 

ZY  ist  aber  ebenso  unendlich  klein  1.  Ordnung,  wie  ^tx]  daher 
SZ  unendlich  klein  von  der  Ordnung  -J-.  Also  gilt  dies  auch  für 
-^xx^.  Dasselbe  ergibt  sich  bei  jedem  der  n  —  2  übrigen  Schnitte 
von  ZS,  und  ebenso  bei  jedem  der  n  —  2  übrigen,  zu  welchen  der 
zweite  Schnitt  von  x  führt,  der  dem  T  unendlich  nahe  ist.  Somit 
ist  in  diesem  Falle  die  Summe  der  Ordnungen  und  die  Vielfachheit 
von  t  als  Koinzidenz  2  (w  —  2)  •  |-  =  n  —  2. 

Jeder  Strahl  d  von  L  nach  einem  Doppel-  oder  Rückkehrpunkte 
der  Kurve  ist  Koinzidenz  und  zwar  in  beiden  Fällen  zweifache.  Ist 
nämlich  x  dem  d  unendlich  nahe  und  Z  einer  der  beiden  dem  aus- 
gezeichneten Punkte  unendlich  nahen  Schnitte,  Z^  der  ebenfalls  un- 
endlich nahe  Schnitt  seiner  Tangente  mit  dem  andern  Aste  und  x^ 
der  Strahl  LZ^,  so  ist  ^  xx^  von  derselben  Ordnung  unendlich  klein 
wie  dx.  Für  den  Fall  des  Rückkehrpunktes  kann  man  wieder 
y^  =  ax^  benutzen^). 

Folglich  ist: 

n(n  -2)-\-  n(n  -  2)  =  / -1-  n(n  -2)  +  2(d  +  r)', 


1)  Hat  Z  die  Koordinaten  a,  ^,  so  sind  |a,  — ^ß  die  von  Zj. 
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also: 

/=n^—4n+  2n-  2{d -^  r), 

und  weil  n  =  n(n  —  1)  —  2c^  —  3r,  so  wird: 

3)  r=3n(n-2)-6d-Sr. 

Das  ist  die  dritte  Plückersche  Formel;  die  zu  ihr  duale  ist: 

4)  r  =  3n(n  -2)-6d'-  Sr. 

Was  hier  für  eine  Kurve  erhalten  ist,  kann  sofort  durch  Projektion 
auf  einen  Kegel  übertragen  werden. 

Die  vier  Formeln  sind  mit  dreien  äquivalent.  Zieht  man  die 
mit  3  multiplizierte  Formel  1)  von  3)  ab,  so  ergibt  sich: 

5)  •  Sn  —  r  =  3n  —  r. 

Diese  Formel,  deren  Seiten  zueinander  dual  sind,  ergibt  sich  ebenso 
aus  2)  und  4).     Und  man  nimmt  am   besten  1),  2),  5);  aus  1)  und 

5)  folgt  8),  aus  2)  und  5)  folgt  4)i). 
163  Schreibt  man  5)  in  der  Form: 

n  -[-  r  ~2{n  —  1)  =  n  -\-  r  —  2{n  —  1) 

und  ersetzt  links  n  durch  n{n  —  X)  —  2d  —  ?>rj  rechts  n  durch 
n{n  —  1)  —  2d'  —  3/,  so  ergibt  sich: 

6)  ^{n  -  l){n  -  2)  -  {d  +  r)  =  \{n  -  l){n  -  2)  -  (^'+  /). 

Die  beiden  zueinander  dualen  Seiten  dieser  Formel  werden  als  das 
Geschlecht  p  der  Kurve  bezeichnet.     Es  ist  also  auch: 

7)  p  =  ^(w'+  r)  _  (n  -  1)  =  ^{n  +  /)  -  {n-  1). 
Aus  6)  und  5)  folgt  noch: 

8)  \n{n  -\-^)-d-2r  =  ^n{n'  ■\-^)  —  d'  -  2r. 

Das  Geschlecht  hat  für  die  Theorie  der  Kurven  eine  große  Bedeutung 
erhalten,  vor  allem  wegen  des  fundamentalen  Satzes,  der  von  Clebsch^) 
herrührt: 

Zwei  eindeutig  aufeinander  bezogene  ebene  Kurven 
haben  das  nämliche  Geschlecht. 

Die  beiden  Kurven  seien  C,  O^;  zu  der  einen  gehören  n,  n\  d^ 
r,  d',  /,  p,  zu  der  andern  n^,  n^,  .  .  .;  0  uüd  O^  seien  zwei  beliebige 
Punkte  in  der  einen  und  der  andern  Ebene.  Ein  Strahl  g  des  Büschels  0 
trifft  C  in  w  Punkten,  denen  infolge  der  eindeutigen  Verwandtschaft 
der  beiden  Kurven  ebenso  viele  Punkte  auf  C^  korrespondieren-,  die 
Strahlen  aus  0^  nach  ihnen  schneiden  in  n{n^—  1)  weiteren  Punkten, 


1)  Zu  den  vorangehenden  Betrachtungen  vgl.  Zeuthen,  Nouv.  Annales  de 
Mathematiques,  2.  Serie,  Bd.  6,  S.  200. 

2)  Journal  f.  Math.,  Bd.  64,  S.  98. 
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denen  wiederum  ebenso  viele  auf  C  entsprechen:  die  Strahlen  g'  aus 
0  nach  ihnen  seien  dem  g  zugeordnet.  Ersichtlich  sind  auch  jedem 
g'  n(%—  1)  Strahlen  g  zugeordnet,  da  g  aus  g  ebenso  entsteht,  wifr 
g'  aas  g.     Es  ergibt  sich  also  in   0  eine  Korrespondenz: 

[;^('/^,-  1),     7i(n,-l)], 

in  welcher  zwei  Strahlen  g  und  g'  entsprechend  sind,  die  nach  Punkten 
von  C  gehen,  deren  entsprechende  auf  Q  mit  0^  in  gerader  Linie 
liegen.  Koinzidenzen  kommen  in  folgender  Weise  zustande.  Es  gebe 
V  Paare  von  Punkten  auf  C,  die  mit  0  in  gerader  Linie  liegen  und 
deren  entsprechende  auf  (7^  mit  0^  in  gerader  Linie  liegen.  Jedes 
dieser  Paare  liefert  eine  Koinzidenz,  die  nicht  einfach  ist:  eine  genauere 
Untersuchung  zeigt,  daß  sie  doppelt  ist;  aber  wir  brauchen  für  unsere 
Zwecke  diese  Vielfachheit  nicht  genauer  zu  bestimmen,  sie  sei  X]  so 
daß  auf  diese  Weise  xv  Koinzidenzen  entstehen.  Die  beiden  Punkte 
von  C,  welche  den  beiden  unendlich  nahen  Punkten  entsprechen,  die 
eine  Tangente  aus  0^  an  C^  mit  dieser  Kurve  gemein  hat,  führen 
ersichtlich  zu  einfachen  Koinzidenzen;  ihre  Zahl  ist  ^2^'.  Den  Punkten, 
welche  in  einem  Doppelpunkte  von  C^  übereinander  und  deshalb  mit 
Oj  in  gerader  Linie  liegen,  entsprechen  auf  C  nicht  wiederum  in  einem 
Doppelpunkte  übereinander  liegende,  sondern  getrennte  Punkte^). 
Diese  Punkte  rücken  aber  zusammen,  wenn  der  Doppelpunkt  ein 
Rückkehrpunkt  wird,  und  liefern  eine  Koinzidenz  im  Büschel  0;  die 
Anzahl  dieser  Koinzidenzen  ist  r^.  Auf  andere  Weise  können  nicht 
Koinzidenzen  entstehen.     Also: 

2n(n^—  1)  =  XV  -\-  n^  +  i\ . 

Vertauscht  man  0  und  Oj  und  C  und  C^,  so  bleibt  die  Zahl  xv 
unverändert,  weil  die  betreffenden  Koinzidenzen  gleichartig  zu  C  und 
0  und  zu  C^  und   0^  sich  verhalten.     Mithin: 

2  fi^  (n  —  1)  =  XV  -\-  n  +  ^*; 

also  erhalten  wir  durch  Elimination  von  xv: 

n^  -\-  r\—2  n^  =  n  -\-  r  —  2n, 

mithin  wegen  7)    2 {p^ -{-  1)  =  2 (p  -{-  1)  oder: 

p,=p')- 

1)  Eindeutig  sind  z.  B.  entsprechend  eine  Kurve  und  der  Ort  der  Fußpunkte 
der  aus  einem  Punkte  auf  ihre  Tangenten  gefällten  Lote  (Fußpuuktskurve) ; 
hier  sieht  man  deutlich,  wie  einem  Doppelpunkte  zwei  getrennte  Punkte  zuge- 
ordnet sind. 

2)  Den  obigen  geometrischen  Beweis  des  Satzes  von  C  leb  seh  hat  Zeuthen 
gegeben:  Mathem.  Annalen,  Bd.  3,  S.  150.  Für  die  ganze  vorangehende  Be- 
sprechung der  Yielfachheit  einer  Koinzidenz  ist  mir  ein  ausführlicher  Brief 
meines  Freundes  Zeuthen  sehr  wertvoll  gewesen. 
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Nehmen  wir  an,  daß  wir  die  GHeichheit  des  Ordnungs- 
geschlechis  ß  =  \(n  ~l)(n  —  2) —  {d  i-r)  und  des  Klassenge- 
schleGht8p=^-l(n~l)(n—2)  —  (d'-\-r)  (Formel  6))  noch  nicht 
kennen,  so  folgt  aus  diesen  Definitionsgleichungen  und  den  Formeln 

1),  2\  daß 

p  =  i{n  -h  r)  —  (n  -  1),    p  =  ^n  +  /)  —  (n  —  1). 

Dualisieren  wir  nun  in  der  zweiten  Ebene,  setzen  also  voraus,  daß 
die  Punkte  von  C  eindeutig  auf  die  Tangenten  von  C^  bezogen 
sind,  so  erhalten  wir: 

p  =  p^\ 

Das  Ordnungsgeschlecht  der  Kurve  C  ist  gleich  dem  Klassen  geschlecht 
der  Kurve  C^. 

Wenn  nun  C^  ^  0,  so  besteht  die  eindeutige  Beziehung  zweifel- 
los, jedem  Punkte  entspricht  seine  Tangente.     Also  ist: 

p=p. 

Die  beiden  Geschlechter  einer  Kurve   sind  gleich.     Aus: 

n-{-r-  2(;yi  -  1)  =  n  +  r'—2(n  —  1) 

folgt  Formel  5),  und  diese,  verbunden  mit  1)  oder  2),  gibt  3), 
bzw.  4). 

Wie  die  beiden  Kurven  aufeinander  bezogen,  ob  gleichartige 
oder  ungleichartige  Elemente  entsprechend  sind,  macht  kaum  einen 
Unterschied;  der  eine  Fall  zieht  den  andern  nach  sich. 

Unikursale  Kurven,  d.  h.  Kurven,  welche  eindeutig  auf 
eine  Gerade  (oder  ein  anderes  Grundgebilde  1.  Stufe)  sich  beziehen 
lassen,  sind  vom  Geschlechte  0,  wie  die  Gerade;  vor  allem  die 
Kegelschnitte,  die  ja  auf  die  Strahlenbüschel  um  ihre  Punkte  oder 
auf  die  Punktreihen  ihrer  Tangenten  eindeutig  bezogen  sind. 

Die  Kurve  3.  Ordnung  mit  Doppelpunkt  ist,  wie  schon  ge- 
sagt, auf  den  Strahlenbüschel  um  diesen  Punkt,  die  kubische  Raum- 
kurve auf  jeden  Ebenenbüschel  um  eine  Doppelsekante  eindeutig 
bezogen. 

Die  ebenen  Kurven,  in  welche  eine  Raumkurve  aus  den  ver- 
schiedenen Punkten  des  Raumes  projiziert  wird,  (oder  die  projizieren- 
den Kegel)  sind  alle  eindeutig  auf  sie  bezogen  und  also  auch  auf- 
einander; sie  haben  daher  alle  dasselbe  Geschlecht.  Es  wird  das 
Geschlecht  der  Raumkurve  genannt;  und  der  obige  Satz  kann 
auch  auf  die  Raumkurven  ausgedehnt  werden.  Auch  Regel- 
flächen  erhalten  ein  Geschlecht,  da  durch  die  geraden  Erzeugen- 
den alle  ebenen  Schnitte  in  eindeutige  Beziehung  kommen;  und  so 
hat  eine  Regelfläche,  deren  Erzeugenden  in  eindeutiger  Beziehung  zu 
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den  Elementen  einer  (ebenen  oder  unebenen)  Kurve  stehen,  das  näm- 
liche Geschlecht  wie  diese  ^). 

Umgekehrt,  jede  Kurve  n^^""  Ordnung  vom  Geschlechte  0  läßt  sich 
eindeutig  auf  eine  Gerade  beziehen.     Für  sie  gilt: 

^ii(t  -  1)  = -K«  -  1)(«  -  2), 

indem  ein  i-facher  Punkt  für  ^ -^(^  —  1)  Doppelpunkte  zählt. 

Man  lege  eine  Kurve  (n  —  l)*^""  Ordnung  durch  jeden  /-fachen 
Punkt  der  gegebenen  Kurve,  als  (/  —  1) -fachen  Punkt,  und  durch 
2n  —  3  einfache  Punkte  derselben,  so  sind  dies 

^x(i  -  1)/  +  2n  -  3  ^  ^(n  -  l)(w  +  2)  -  1 

lineare    Bedingungen -j,    so    daß    durch    sie    ein   Büschel   von   Kurven 

(n  —  l)*®""  Ordnung  bestimmt  wird;   und  jede    Kurve    dieses   Büschels 

hat  mit  der  C" 

^i{i  -  1)  +  2/?  -  3  =  (w  -  l){n  -  2)  +  2?^  -  3  =  n{n  -  1)  -  1 

Punkte  gemein,  weshalb  nur  ein  mit  der  Kurve  des  Büschels  beweg- 
licher Schnittpunkt  bleibt.  Daher  befindet  sich,  weil  auch  umgekehrt 
durch  jeden  Punkt  von  C"  eine  Kurve  des  Büschels  geht,  die  krumme 
Punktreihe  auf  C"  in  eindeutiger  Beziehung  zum  Büschel  und  zu 
jedem  unikursalen  Gebilde. 

Statt  Kurven  {n  —  Vf^''  Ordnung  kann. man  auch  Kurven  (w  — 2)*®^ 
Ordnung  nehmen,  die  sich  ebenso  zu  den  vielfachen  Punkten  der  C" 
verhalten  und  durch  n  —  ?>  einfache  Punkte  derselben  gehen. 

Daher  sind  Kurven  vom  Geschlechte  0  auch  stets  aufeinander 
eindeutig  beziehbar.  Ob  man  aber  stets  zwischen  irgend  zwei  Kurven 
von  gleichem,  aber  höherem  Geschlechte  eine  eindeutige  Beziehung 
herstellen,  z.  B.  alle  Kurven  vom  Geschlechte  1  in  eindeutig^e  Beziehuno- 
zur  niedrigsten  Kurve  dieses  Geschlechts,  der  allgemeinen  Kurve 
3.  Ordnung  bringen  kann,  bleibt  noch  dahingestellt. 

§  2Q.   Erzeugnisse  mehrdeutiger  Verwandtschaften. 

In  einer  Ebene  seien  zwei  Strahlenbüschel  CT,  t\  gegeben,  164 
welche  in  einer  Verwandtschaft  [w,  w^]  stehen;  wir  haben  schon 
gelegentlich  (Nr.  IGO)    erkannt,    daß   das  Erzeugnis   der  Schnitt- 
punkte   entsprechender   Strahlen    eine   Kurve  {n -{- n^^""  Ord- 
nung ist. 


1)  Eine  Regelfläche  benutzend,  hat  Cremona  den  ersten  geometrischen 
Beweis  der  Geschlechtsgleichheit  eindeutig  bezogener  Kurven  gegeben:  Preliminari 
ad  una  teoria  geometrica  delle  superficie  (Memorie  deirAccademia  di  Bologna, 
Ser.  II,  Bd.  6),  Nr.  54. 

2)  Hierbei  setzen  wir  folgende  Sätze  als  bekannt  voraus:  Eine  ebene  Kurve 
^ter  Ordnung  wird  durch  \n{n-\-^)  Punkte  eindeutig  bestimmt,  \n{n -\- '6)  —  1 
Punkte  bestimmen  einen  Büschel,  und  ein  gegebener  i-facher  Punkt  ist  mit 
\i{i-\-l)  Punkten  in  bezug  auf  die  Bestimmung  gleichbedeutend. 

S  t  u  r  m ,  Geometr.  Verwandtschaften.    I.  16 
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Die  Scheitel  der  beiden  Büscliel  sind  yielfache  Punkte  derselben 
(Nr.  158) ;  der  Strahl  TJ^  ü  des  Büschels  U^  schneidet  sich  mit  seinen 
entsprechenden  Strahlen  im  Punkte  U]  so  wird  ZJein  w-f acher 
Punkt  der  Kurve  und  die  genannten  n  Strahlen  sind  seine  Tan- 
genten; wie  die  Betrachtung  des  Nachbarstrahls  von  JJ^  ü  im  Büschel  ü-^ 
und  seiner  entsprechenden  Strahlen  ergibt.  Jeder  Strahl  von  TJ  hat 
%  "weitere  Schnitte  mit  der  Kurve,  in  denen  er  von  den  n^  ent- 
sprechenden Strahlen  von  ü^  geschnitten  wird;  für  jeden  der  erwähnten 
n  Strahlen  ist  einer  dieser  Schnitte  nach  ü  gerückt.  Der  Punkt  U^ 
ist  ein  w^-facher  Punkt  der  Kurve. 

Zwischen  den  beiden  Büscheln  U,  U^  bestehe  noch  eine  zweite 
Korrespondenz  [n\  w^'];  dann  haben  die  beiden  Kurven  (n  -\-  n^y^^ 
bzw.  (n  +  n^')^^^  Ordnung,  außer  den  vielfachen  Punkten  CT,  U^,  noch 

(n  -\-  Wj)  (n  +  n^')  —  nn  —  n^  n^  =  nn^'  +  n^n 

Punkte  gemein;  nach  jedem  von  ihnen  gehen  entsprechende  Strahlen 
der  einen  und  der  andern  Korrespondenz.     Also: 

Zwei  Korrespondenzen  [^^  %]  und  [^', %']  zwischen  den 
nämlichen  Gebilden  haben  nn^'  -f  n^n  gemeinsame  Paare  ent- 
sprechender Elemente. 

Die  Zahl  ist  2nn^,  wenn  beide  Korrespondenzen  [»*,  Wj]  sind. 

Nun  fanden  wir  (Nr.  156)^  daß  alle  Korrespondenzen  \n,  w^], 
welche  durch  nn^-^n-\-n^  —  l  Paare  entsprechender  Elemente  bestimmt 
sind,  einen  Büschel  bilden  und  dann  alle  Paare  entsprechender  Ele- 
mente gemein  haben,  welche  den  Konstituenten  gemeinsam  sind,  also 
2w%;  folglich  sind  dann  durch  jene  nn^ -{-  n  -\-  n^—  1  Paare 
nn^ — n  —  n^-\-l  weitere  Paare  entsprechender  Elemente  be- 
stimmt, welche  allen  Korrespondenzen  [^,  »^J  gemeinsam  sind, 
denen  jene  gemeinsam  sind;  wir  nennen  sie  ihnen  assoziiert, 
oder  auch  die  ganze  Gruppe  von  2nn^  Paaren  eine  Gruppe  von 
assoziierten  Paaren  entsprechender  Elemente.  Die  Zahl 
nn^—n—n^-{-l  ist  ^0,  und  zwar  =0  nur  wenn  eine  der  Zahlen 
fiy  n^  gleich  1  ist.  Sie  ist  =1,  wenn  n  =  n^  =  2;  so  daß,  wenn  es 
sich  um  Korrespondenzen  [2,  2]  handelt,  sieben  Paare  entsprechender 
Elemente  ein  achtes  assoziiertes  bestimmen. 

Der  Schnitt  mit  einer  Gerade  oder  einer  Ebene  lehrt,  daß  zwei 
Ebenenbüschel  u^u^^  welche  sich  in  einer  Verwandtschaft 
[w,  nj  befinden,  eine  Regelfläche  {n -\- n^^'^'^  Grades  durch  die 
Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  liefern.  Jede  Ebene 
von  u  enthält  n^  Erzeugenden,  eingeschnitten  durch  die  entsprechenden 
Ebenen  aus  %,  und  jede  Ebene  von  u^  n  Erzeugenden.  Beide  Axen 
u,  Mj  werden  von  allen  Erzeugenden  geschnitten,  sind  daher  Leit- 
geraden der  Fläche. 
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Die  Regelfläche  entsteht,  wie  die  Regelschar  (Nr.  94),  noch  auf 
eine  zweite  Weise:  jeder  der  beiden  Ebenenbüschel  schneidet  in  die 
andere  Axe  eine  Punktreihe,  und  diese  beiden  Punktreihen  auf 
u,  Wj  stehen  ebenfalls  in  einer  Korrespondenz,  aber  nicht  [n,  wj, 
sondern  [w^,  w];  denn  einem  Punkte  von  u  entsprechen  diejenigen 
n  Punkte  von  u^,  nach  welchen  die  n  Ebenen  von  u  gehen,  die  der 
nach  jenem  Punkte  von  u  kommenden  Ebene  von  u^  entsprechen. 
Die  Verbindungslinie  zweier  entsprechender  Punkte  ist,  ebenso  wie 
bei  der  Regelschar,  identisch  mit  der  Schnittlinie  der  beiden  ent- 
sprechenden Ebenen,  welche  sie  einschneiden.  Die  Punktreihen  in 
Korrespondenz  [wj,  n]  erzeugen  dieselbe  Regelfläche  wie  die 
Ebenenbüschel  in  Korrespondenz  [n,  wj. 

Von   jedem    Punkte    von  u    gehen    also  n    Erzeugenden    aus,    er 

wird  so  w-fach  und  u  eine  w-fache  Leitgerade,  und  dadurch  wird 

der  Schnitt  in  jeder  Ebene   durch  ii  zur  {n  +  Wj)*®'"  Ordnung  vervoll- 

'  ständigt.     Ebenso   ist   u^  M^-fache   Leitgerade.      Der   Schnitt   mit 

einer  Ebene  gibt  ebenfalls  diese  Yielfachheit  zu  erkennen. 

Auch  hier  läßt  sich  —  es  soU  jedoch  zunächst  noch  nicht  näher 
darauf  eingegangen  werden  —  beweisen,  daß  jede  Ebene  durch  eine 
Erzeugende  Berührungsebene  der  Fläche  ist  und  daher  jede  Ebene 
durch  u  eine  Wj -fache  und  jede  durch  m^  eine  w-fache^J. 

Zwei  verbundene  Regelscharen  seien  in  einer  Korrespon-  165 
denz  [n,  wj;  sie  rufen  dann  auf  jedem  ebenen  Schnitte  der  Träger- 
fläche eine  eben  solche  Korrespondenz  hervor.  Deren  Koinzidenzen 
beweisen,  daß  es  in  jeder  Ebene  n  -\-  n^  Schnitte  entsprechender  Ge- 
raden gibt,  durch  diese  Schnittpunkte  also  eine  auf  der 
genannten  Fläche  verlaufende  Raumkurve  (n  4-  n^^^  Ord- 
nung entsteht.  Jede  Gerade  der  ersten  Schar  trifft  sie  in  den 
»1  Schnitten  mit  den  entsprechenden  Geraden  der  andern  Schar,  und 
jede  aus  dieser  in  n  Punkten. 

Den  Fall  n  =  n^  =  1  haben  wir  in  Nr.  105  gehabt:  die  nächst 
einfacheren  Fälle  sind:  w  =  2,  Wj  =  1  (kubische  Raumkurve),  n  =  n^  =  2 
(Raumkurve  4.  Ordnung  1.  Art),  n  =  3,  n^^  =  1  (Raumkurve  4.  Ord- 
nung 2.  Art). 

Umgekehrt,  jede  auf  der  Trägerfläche  verlaufende  Raum- 
kurve von  der  Ordnung  n  +  n^,  welche  einer  Gerade  der 
ersten  Regelschar  in  n^  Punkten  begegnet,  muß,  wie  die 
Ebenen  durch  diese  lehren,  jeder  der  andern  Schar  in  n  Punkten  und 
daher  wiederum  jeder  der  ersteren  Schar  in  n^  Punkten  begegnen 
und  bringt  die  beiden  Scharen  in  eine  Korrespondenz  [w,  n^\ 
in  welcher  auf  ihr  sich  schneidende  Geraden  zugeordnet  sind. 

1)  In  bezug  auf  die  durch  eine  Korrespondenz  [1,  2]  erzeugten  Kurven  und 
Regelflächen  vgl.  Emil  Weyr,  Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen  Ele- 
mentargebilde (1869,  1870). 

16* 
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und  weil  die  Korrespondenz  durch  nn^  -{-  n  -\-  n^  Paare  ent- 
sprechender Elemente  eindeutig  bestimmt  und  (3o^"i  +  «  +  «,  Korrespon- 
denzen zwischen  den  Regelscharen  bestehen,  sobestimmenww^  +  ^  +  ^i 
Punkte  auf  der  Trägerfläche  eindeutig  auf  dieser  eine  Raum- 
kurve (n -{- n^Y'"''  Ordnung  mit  dem  erörterten  Verhalten  gegen 
die  beiden  Regelscharen  und  es  gibt  C50^"i  +  "  +  ^i  so  beschaffene 
Kurven. 

In  den  vier  erwähnten  Fällen  beträgt  diese  Zahl  3,  b,  S,  1.  Von  den 
kubischen  Raumkurven  und  den  Raumkurven  4.  Ordnung  2.  Art  haben 
wir  auf  der  Fläche  zwei  verschiedene  Systeme  mit  entgegengesetztem 
Verhalten  gegen  die  Regelscharen. 

Ferner  lehrt  der  Satz  über  die  gemeinsamen  Paare  entsprechender 
Elemente  zweier  Korrespondenzen  zwischen  den  nämlichen  Gebilden 
(Nr.  164): 

Zwei  auf  der  Trägerfläche  verbundener  Regelscharen 
befindliche  Raumkurven  von  den  Ordnungen  n-\-n^,  n  -\- n^'^ 
welche  den  Geraden  der  einen  Regelschar  in  n,  bzw.  ^'Punkten, 
denen  der  anderen  in  n^^  bzw.  n^'  Punkten  begegnen,  haben 
nn^  -f  n^n  Punkte  gemeinsam^),  z.  B.  zwei  kubische  Raumkurven 
aus  demselben  oder  aus  verschiedenen  Systemen  vier,  bzw.  fünf  Punkte, 
zwei  Raumkurven  4.  Ordnung  1.  Art  acht  Punkte. 
166  Der  Tangentenbüschel  eines  Kegelschnitts  ^sei  auf  einen 

Strahlenbüschel  U^  oder  auf  den  Tangentenbüschel  eines 
andern  Kegelschnitts  K^  projektiv  bezogen;  es  handelt  sich  um 
den  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen. 

Auf  einer  Transversale  l  bewirken  sie  folgende  Korrespondenz. 
Durch  einen  Punkt  X  derselben  gehen  zwei  Tangenten  an  K,  die  beiden 
entsprechenden  Strahlen  von  U^  oder  Tangenten  von  K^  schneiden  l  in 
den  korrespondierenden  Punkten  X^.  Durch  eiuen  Punkt  X^  von  l 
geht  ein  Strahl  von  t/^,  zwei  Tangenten  von  K^,  denen  eine,  bzw.  zwei 
Tangenten  von  K  entsprechen  und  ebensoviele  Schnitte  X  mit  l.  Die 
Korrespondenz  auf  l  ist  daher  im  ersten  Falle  eine  [1,  2],  im  zweiten 
eine  [2,  2],  und  die  Koinzidenzen  beweisen,  daß  die  erzeugte  Kurve 
3.,  bzw.  4.  Ordnung  ist^). 

Im  ersten  Falle  erkennt  man  U^  sofort  als  Doppelpunkt,  weil 
die  beiden  Tangenten  ^,  f  an  K  aus  ü^  sich  in  ihm  mit  den  ent- 
sprechenden Strahlen  ^j,  t^'  von    U^    begegnen,   und  je   nach  der  Lage 

1)  Wenig  verschieden  ist  die  Ableitung  dieser  Zahl,  bei  welcher  die  Kurven 
aus  einem  Punkte  0  der  Trägerfläche  auf  eine  Ebene  projiziert  und  die  Schnitte 
der  Projektionen  abgezählt  werden,  die  nicht  in  die  Spuren  der  beiden  in  0 
sich  schneidenden  Geraden  der  Scharen  fallen.  Jedem  dieser  Schnitte  entspricht, 
weil  der  Projektionsstrahl  die  Fläche  nur  noch  einmal  trifft,  ein  gemeinsamer 
Punkt  der  Kaumkurven. 

2)  Schröter,  Journal  f.  Math.,  Bd.  54,  S.  31. 
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des  Uj^  zu  K  I  außerhalb^  auf,  innerhalb)  wird  er  eigentlicher  Doppel- 
punkt. Rückkehrpunkt  oder  isolierter  Doppelpunkt.  Es  seien  f  und 
fj  die  entsprechenden  Elemente  unendlich  nahe  neben  t,  t^y  so  ist  tt^ 
der  unendlich  nahe  Punkt  der  erzeugten  Kurve  neben  U^  =  tt^-  also 
die  Verbindungslinie  t^,  oder  auf  der  Grenze  t^  selbst,  die  eine  Tan- 
gente in  Ui  und  t^'  die  andere,  also  diejenigen  Strahlen  von  ü^j  die 
in  der  gegebenen  Projektivität  den  Tangenten  aus  ü^  an  K  entsprechen. 

Beide  Kurven  3.,  bzw.  4.  Ordnung  befinden  sich  in  eindeutiger 
Beziehung  zu  unikursalen  Gebilden  (Kegelschnitt,  Strahlenbüschel), 
sind  also  TNr.  163)  vom  Geschlecht  0,  und  müssen  einen,  bzw.  drei 
Doppelpunkte  haben.  Die  drei  Doppelpunkte  der  Kurve  4.  Ordnung 
ergeben  sich  einfacher,  wenn  die  Kollineation  erörtert  sein  wird. 

Betrachten  wir  noch  zwei  Ausartungen. 

Im  ersten  Falle  seien  die  beiden  Tangenten  t,  f  aus  U^ 
an  K  sich  selbst  entsprechend;  sie  lösen  sich  von  dem  Erzeugnis 
ab,  und  als  eigentliches  Erzeugnis  ergibt  sich  daher  eine 
Gerade,  und  zwar  eine  Tangente  von  K. 

Es  seien  x  und  x^  entsprechend  in  der  gegebenen  Projektivität, 
und  w  sei  die  zweite  Tangente  an  K  aus  xx^  neben  x,  so  wird  diese 
Gerade,  als  Tangente,  vom  Tangentenbüschel  von  K^  in  einer  Punkt- 
reihe geschnitten,  die  zu  ihm,  also  zum  Strahlenbüschel  L\  und  daher 
auch  zur  Punktreihe  projektiv  ist,  welche  dieser  in  iv  einschneidet;  diese 
Konjektivität  hat  drei  Koinzidenzen,  nämlich  wty  ivt\  xx^.  Also  sind 
alle  Punkte  sich  selbst  entsprechende,  durchweg  schneiden  sich  korre- 
spondierende Elemente  der  beiden  Büschel  2.  Klasse  und  1.  Klasse 
auf  w. 

Im  zweiten  Falle  seien  drei  von  den  gemeinsamen  Tan- 
genten, t,  f,  fy  der  beiden  Kegelschnitte  K,  K^  sich  selbst 
entsprechend;  als  eigentliches  Erzeugnis  bleibt  die  vierte 
gemeinsame  Tangente  iv.  Denn  auf  ihr  entstehen  durch  die  beiden 
projektiven  Büschel  2.  Klasse  konjektive  Punktreihen  mit  drei  Koin- 
zidenzen w{t,  t',  t")j  also  schneiden  sich  durchweg  entsprechende 
Tangenten  auf  iv. 

Die  felddualen  Ergebnisse  sind: 

Wenn  die  Punktreihe  auf  einem  Kegelschnitte  K  zu  der  auf  einer 
Gerade  u^  oder  auf  einem  andern  Kegelschnitte  K^  projektiv  ist,  so 
umhüllen  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  eine  Kurve 
3.  oder  4.  Klasse.  Für  erstere  ist  u^  Doppeltangente:  die  Berührungs- 
punkte sind  die  den  Punkten  von  K  auf  u  entsprechenden  Punkte. 

Es    sei    die    Punktreihe    von    K   zum    Tangentenbüschel  167 
von  K^  projektiv:    womit    dann   auch    die    beiden  Punktreihen  und 
die  beiden  Tangentenbüschel  projektiv  werden. 

Auf  K  entsteht  eine  Korrespondenz  [2,  2],  wenn  wir  jedem 
Punkte    X    die    beiden     Schnitte    X'     mit     der     korrespondierenden 
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Tangente  von  K^  zuordnen;  denn  auch  durch  jeden  Punkt  X'  von  K 
gehen  zwei  Tangenten  von  K^.  Die  vier  Koinzidenzen  dieser  [2,  2] 
zeigen,  daß  viermal  ein  Punkt  von  K  und  die  entsprechende 
Tangente  von  K^  inzident  sind. 

Es  sei  Ä,  a^  ein  solches  Paar,  a  die  Tangente  von  A,  A^  der 
Berührungspunkt  von  a^;  so  ist  A  ein  Punkt  der  durch  die  beiden 
Tangenten  büschel  erzeugten  Kurve  4.  Ordnung,  a^  eine  Tangente  der 
durch  die  beiden  Punktreihen  entstehenden  Kurve  4.  Klasse.  Wenn 
a\  a^  die  benachbarten  entsprechenden  Tangenten  sind,  so  ist  a  a^ 
der  Nachbarpunkt  von  A  auf  der  Kurve  4.  Ordnung;  a',  welche  mit 
a  sich  in  A  schneidet,  enthält  daher  diese  unendlich  nahen  Punkte, 
also  ist  sie  oder  auf  der  Grenze  die  a  selbst  die  Tangente  der  Kurve 
4.  Ordnung  in  A.  Und  ebenso  ergibt  sich  A^  als  Berührungspunkt 
der  «1  mit  der  Kurve  4.  Klasse. 

Die  Kurve  4.  Ordnung,  welche  durch  die  beiden  pro- 
jektiven Tangentenbüschel  erzeugt  wird,  berührt  beide 
Kegelschnitte  viermal;  die  Berührungspunkte  sind  solche 
Punkte,  durch  welche  die  der  Tangente  entsprechende  Tan- 
gente des  andern  Kegelschnitts  geht. 

Und  die  Kurve  4.  Klasse,  welche  durch  die  projektiven 
Punktreihen  auf  K,  K^  entsteht,  berührt  ebenfalls  beide 
Kegelschnitte  viermal;  die  Tangente  eines  solchen  Berüh- 
rugspunktes  geht  durch  den  entsprechenden  Punkt  auf  dem 
andern  Kegelschnitte. 

Im  ersten  Falle  liefern  die  vier  Berührungspunkte  alle  gemein- 
samen Punkte  der  Kurve  4.  Ordnung,  im  zweiten  die  Tangenten  in 
ihnen  alle  gemeinsamen  Tangenten  der  Kurve  4.  Klasse  und  des  be- 
treffenden Kegelschnitts. 

Nehmen  wir  an,  daß  fünfmal  eine  Tangente  von  K^  durch  den 
entsprechenden  Punkt  von  K  geht,  so  hat  die  Kurve  4.  Klasse  mit  K^ 
zehn  Tangenten,  die  der  4.  Ordnung  mit  K  zehn  Punkte  gemeinsam; 
K^  ist  ein  Teil  von  jener,  K  ein  Teil  von  dieser,  und  alle  Tangenten 
von  Xj  gehen  durch  die  entsprechenden  Punkte  von  K.  Wie  jedoch 
die  Verhältnisse  in  diesem  Falle  genauer  sich  gestalten,  soll  später 
mit  Hilfe  der  ebenen  Korrelation  untersucht  werden. 

Ordnet  man  jeder  Tangente  eines  Kegelschnitts  K  das  auf  sie 
aus  einem  festen  Punkte  0  gefällte  Lot  zu,  so  entsteht,  weil  jeder 
Strahl  des  Büschels  0  auf  zwei  parallelen  Tangenten  senkrecht  steht, 
die  aus  dem  zu  seinem  unendlich  fernen  Punkte  in  der  absoluten 
Involution  gepaarten  Punkte  kommen,  zwischen  dem  Tangentenbüschel 
und  dem  Strahlenbüschel  eine  Korrespondenz  [2,  1],  welche  auf  einer 
beliebigen  Gerade  eine  [2,  2]  hervorruft. 

Die  Fußpunkts-Kurve  eines  Punktes  0  in  bezug  auf  einen 
Kegelschnitt  ist  eine  Kurve  4.  Ordnung.    Sie  steht  in  eindeutiger 
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Bezieliimg  zu  dem  Kegelschnitte  und  ist  daher  vom  Geschlechte  0. 
Die  drei  Doppelpunkte,  die  ihr  deshalb  zukommen,  sind  leicht 
nachzuweisen.  Einer  ist  0,  wegen  der  beiden  Tangenten  aus  ihm 
an  K;  die  beiden  andern  sind  die  absoluten  Punkte,  denn  für 
jede  Tangente  aus  einem  derselben  geht  das  Lot  auch  nach  ihm,  da 
er  sich  selbst  gepaart  ist  in  jener  Involution. 

Auch  die  Punktreihe  auf  K  steht  zum  Büschel  0  in  Korrespon- 
denz [2,  1];  ordnen  wir  jedem  Punkt  von  K  die  Schnitte  des  korre- 
spondierenden Strahls  zu,  so  entsteht  auf  K  eine  Korrespondenz  [2,  2], 
diesmal  eine  Projektivität  zweier  Involutionen,  von  denen  die  eine 
durch  den  Strahlenbüschel  0  eingeschnitten  wird,  die  andere  die  der 
Berührungspunkte  paralleler  Tangenten  ist,  mit  dem  Mittelpunkt  als 
Zentrum. 

Viermal  geht  daher  ein  Strahl  von  0  durch  den  entsprechenden 
Punkt,  oder  viermal  liegt  der  Fußpunkt  im  Berührungspunkt; 
vier  Normalen  gehen  durch  0  und  die  Enveloppe  der  Nor- 
malen, die  Evolute,  ist  4.     Klasse. 

Wir  erkennen,  wie  oben,  daß  die  Fußpunktskurve  in  diesen 
vier  Punkten  den  Kegelschnitt  berührt. 

Wenn  eine  der  beiden  Zahlen   w,  Wj  gleich    1    ist,   etwa   n^,  168 
dann  ergibt  sich  im  w-deutigen  Gebilde   eine  Involution  n^^^ 
Grades;  denn  die  Verwandtschaftsgleichung  ist: 

(a^^x"  +  a„_,^,x"-'  +  •  •  •  -f  «Ol)  ^1 

+  (a„o  x^  +  «„-1,0^"'  4-  •  •  •  -r  «oo)  =  Ö 
oder  kürzer: 

Qo  +  ^1  Qi  =  0: 

das  ist  die  Gleichung  der  Gruppe  von  n  Elementen  in  i(,  welche  dem 
Elemente  x^  von  u^  entsprechen:  verändert  sich  dies,  so  entsteht  eine 
Involution  n^^  Grades;  wir  haben  also  eine  eindeutige  Beziehung 
zwischen  den  Elementen  von  u^  und  den  Gruppen  dieser  Involution, 
eine  Projektivität  zwischen  u^  und  der  Involution  (Nr.  135). 

Eine  Korrespondenz  [w,  1]  ist  Projektivität  zwischen 
einer  Involution  w*®""  Grades  in  u  und  dem  Gebilde  w/). 

Genau  wie  aus  der  Gleichung  Q  -\-  ^-Qi  =  0  der  Involution  die 
Möglichkeit,  dieselbe  projektiv  zu  beziehen,  gefolgert  werden  kann,  kann 
man  auch  die  projektiveBeziehbarkeit  der  Büschel  und  Scharen 
von  Kurven  in  der  Ebene  (von  Kegeln  im  Bündel),  von  Flächen 
im  Räume  am   einfachsten   und   für   alle  Fälle   gleichartig  erkennen, 

1)  Cremona  charakterisiert,  in  der  ersten  Zeit  der  Betrachtung  mehrdeu- 
tiger Verwandtschaften,  z.  B.  zwei  Ebenenbüschel  in  Korrespondenz  [2,  1]  als 
zwei  „projektive"  Ebenenbüschel,  von  denen  der  eine  „doppelt  involutorisch", 
der  andere  einfach  ist:  vgl.  z.  B.  Annali  di  Matematica,  Ser.  I,  Bd.  4,  S.  8(t. 
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wenn  man  die  analytische  Gleichung 

S  +  A^i  =  0 

zugrunde  legt.  Sind  5  =  0  und  /S^  =  0  die  Gleichungen  zweier  Kurven 
^ter  Qi.t]2iung  derselben  Ebene  in  Punktkoordinaten,  so  entsteht  durch 
jene  Gleichung  der  Büschel  n^''''  Ordnung,  mit  von  Kurve  zu  Kurve 
veränderlichem  Parameter  2;  alle  Kurven  des  Büschels  gehen  durch 
die  n^  Punkte,  welche  S  =  0,  S^  =  0  gemeinsam  sind,  die  Grundpunkte 
des  Büschels. 

Sind  aber  S  =  0,  S^  =  0  Gleichungen  ^i**^"  Grades  in  Linien- 
koordinfiten,  also  von  Kurven  w*®""  Klasse,  so  stellt  S  -\-  XS^  =  0  eine 
Kurvenschar  n^^^  Klasse  dar  mit  n^  Grundtangenten. 

Wir  haben  einen  Flächenbüschel  >^^*^'' Ordnung,  wenn  8  =  0,  S^  =  0 
Gleichungen  n^^"^  Grades  in  räumlichen  Punktkoordinaten  sind;  die 
Kurve  n'^^^^  Ordnung,  welche  den  beiden  Konstituenten  oder  irgend 
zwei  Flächen  des  Büschels  gemeinsam  ist,  ist  allen  Flächen  desselben 
gemein:  seine  Grundkurve.  Und  sind  die  Variablen  Ebenenkoordi- 
naten, so  liegt  eine  Flächenschar  n^^^  Klasse  vor:  mit  einem  Grundtorsus 
^2tcr  K^iasse  von  oo^  gemeinsamen  Tangentialebenen. 

Für  die  einfacheren  Fälle  machen  wir  einige  andere  Überlegungen, 
durch  welche  die  Möglichkeit  der  projektiven  Beziehung  sich  dartun  läßt. 

Die  Grundpunkte  eines  Kegelschnitt-Büschels  sind  entweder  aUe 
vier,  oder  nur  zwei  reell,  oder  keiner.  In  den  beiden  ersten  Fällen 
kann  man  vermittelst  eines  reellen  Grundpunktes  G  sofort  Grund- 
gebilde erhalten,  die  zum  Büschel  in  eindeutiger  Beziehung  stehen 
und  deshalb  geeignet  sind,  die  projektive  Beziehung  zu  vermitteln. 
Ein  solches  ist  der  Tangentenbüschel  in  G.  Jeder  Kegelschnitt  des 
Büschels  hat  eine  Tangente  in  (7,  und  jeder  Strahl  von  G  bestimmt 
einen  Kegelschnitt  des  Büschels,  der  ihn  berührt;  der  unendlich  nahe 
Punkt  auf  ihm  neben  G  bestimmt  ihn,  neben  den  vier  Grundpunkten  ^), 
Oder  die  Punktreihe  auf  einer  Gerade  durch  G  ist  ein  solches  Ge- 
bilde, denn  jeder  Kegelschnitt  des  Büschels  hat  einen  zweiten  Schnitt 
mit  ihr,  und  jeder  Punkt  auf  ihr  bestimmt  einen  Kegelschnitt  im 
Büschel.  Als  solche  Gebilde  hat  man  ferner  den  Büschel  der  Polaren 
eines  festen  Punktes  in  bezug  auf  die  Kurven  des  Büschels  —  wovon 
der  Tangentenbüschel  in  G  der  anschaulichste  Fall  ist  —  und  die 
Punktreihe  2.  Ordnung  der  Pole  einer  festen  Gerade;  wenn  man  diese 
Orter  schon  kennt. 

Man  dualisiere  dies  für  die  Kegelschnitt-Schar  und  übertrage  es 
in  den  Bündel. 


1)  Das    gilt   für  jeden  Kurvenbüschel,  der  mindestens  einen  reellen  Grund- 
punkt besitzt. 
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Beim  Flächenbüschel  2.  Ordnung  liegen^  wenn  er  eine  reelle 
Grundkurve  besitzt  (was  nicht  notwendig  ist),  in  dem  Tangentialebenen- 
Büschel  in  einem  Punkte  derselben  (um  die  Tangente  der  Grundkurve) 
oder  in  der  Punktreihe  auf  einer  Transversale,  welche  die  Grundkurve 
trifft,  derartige  die  projektive  Beziehung  vermittelnde  Grundgebilde  vor. 

Damit  ist  eine  ganz  erhebliche  Erweiterung  des  Bereichs  der 
projektiv  beziehbaren  (unikursalen)  Gebilde  eingetreten. 

Die  Fundamental-Eigenschaft  des  Büschels  von  Kurven  n^'  Ord- 
nung in  einer  Ebene  oder  von  Flächen  w^"  Ordnung  ist,  daß  durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  oder  des  Raumes  (der  nicht  Grundpunkt 
ist  oder  der  Grundkurve  angehört)  nur  ein  Element  (Kurve  oder 
Fläche)  des  Büschels  geht.  Aus  ihr  folgt  die  zweite  Eigenschaft, 
daß  die  Büschel  eine  Transversale  in  einer  Involution  schnei- 
den. In  der  Tat,  zwischen  inzidierenden  Elementen  des  Büschels 
und  der  Transversale  entsteht  eine  Korrespondenz  [1,  w];  jedes  Ele- 
ment des  Büschels  schneidet  n  Punkte  ein,  durch  jeden  Punkt  der 
Transversale  geht  aber  nur  ein  Element  des  Büschels.  Folglich  bilden 
nach  dem  obigen  Satz  die  Schnittpunkte-Gruppen  auf  der  Transver- 
sale eine  Involution  w^^"  Grades.  Eine  Kurvenschar  n^^^  Klasse  erhält 
aus  einem  Punkte  ihrer  Ebene  eine  Involution  n^'"^  Grades  von  Tan- 
genten und  eine  Flächenschar  n^""'  Klasse  aus  einer  Gerade  eine  In- 
volution n^^^  Grades  von  Berührungsebenen. 

Zwischen  der  Punktreihe  auf  einem  Kegelschnitte  und  einem  169 
Strahlenbüschel  seiner  Ebene  besteht  eine  Korrespondenz  [2,  1],  in 
welcher  inzidente  Elemente  zugeordnet  sind,  also  entsteht,  wie  wir  schon 
wissen,  auf  dem  Kegelschnitt  durch  den  Büschel  eine  Involution 
(2.  Grades);  und  ebenso  bilden  im  Tangentenbüschel  eines  Kegelschnitts 
die  Paare  der  Tangenten,  die  von  den  Punkten  einer  Gerade  kommen, 
eine  Involution. 

Ferner,  wenn  zwei  Kurvenbüschel  w**""  und  w^*®*"  Ordnung 
derselben  Ebene  projektiv  bezogen  sind,  so  ist  das  Erzeugnis 
der  Schnittpunkte  entsprechender  Elemente  eine  Kurve 
(w  -|-  Wj)^®'"  Ordnung;  denn  auf  einer  Transversale  entsteht  durch  die 
Schnittpunkte  mit  entsprechenden  Kurven  eine  Korrespondenz  [w,  w^], 
die  offenbar  Projektivität  zwischen  den  eingeschnittenen  Involutionen 
n^^^  Grades   und  n^^^"^  Grades  ist,  mit  n  -f-  n^  Koinzidenzen. 

Weil  durch  jeden  Grundpunkt  eine  Kurve  aus  dem  andern  Büschel 
geht,  so  sind  alle  n^  +  n^^  Grundpunkte  auf  dem  Erzeugnisse 
gelegen. 

In  gleicher  Weise  ist  der  Ort  der  Schnittkurven  ent- 
sprechender Flächen  zweier  projektiven  Flächenbüschel  n*®' 
und  n^^'  Ordnung  eine  Fläche  (w  +  w^)*"  Ordnung.  Sie  ent- 
hält beide  Grundkurven. 
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Wir  lieben  hervor:  die  gewöhnlicli ^)  nach  Chasles  benannte 
Erzeugung  einer  ebenen  Kurve  3.  Ordnung  durch  einen  Kegelschnitt- 
Büschel  und  einen  Strahlenbüschel,  welche  projektiv  sind,  und  die  nach 
Steiner  benannte  Erzeugung  einer  Fläche  3.  Ordnung  durch  einen 
Flächenbüschel  2.  Ordnung  und  einen  zu  ihm  projektiven  Ebenen- 
büschel.  Die  Fläche  entsteht  durch  Kegelschnitte  in  den  Ebenen  des 
letzteren  Büschels. 
170  Ein    Kegelschnitt -Büschel    enthält    zwei    Kegelschnitte,    welche 

eine  gegebene  Gerade  seiner  Ebene  berühren:  in  den  Doppelpunkten 
der  eingeschnittenen  Involution;  und  dasselbe  gilt  für  einen  Flächen- 
büschel  2.  Ordnung.  Dieser  enthält  drei  Flächen,  welche  eine  gegebene 
Ebene  tangieren,  diejenigen  nämlich,  von  denen  die  Geradenpaare  des 
Kegelschnitt-Büschels  herrühren,  in  dem  er  die  Ebene  schneidet. 

Daher  entsteht,  wenn  in  einer  Ebene  ein  Strahlen- 
büschel U  und  ein  Kegelschnitt-Büschel  vorliegen,  welche 
projektiv  sind,  in  ersterem  eine  Korrespondenz  [2,  2],  in 
welcher  ein  Strahl  und  die  Tangenten  aus  dem  Scheitel  des 
Büschels  an  den  korrespondierenden  Kegelschnitt  entspre- 
chend sind.  Denn  jeder  Strahl  x  hat  zwei  entsprechende  Tangenten  x^ 
im  Büschel  U  und  andererseits  berührt  jeder  Strahl  x^  von  ü  zwei 
Kegelschnitte  des  Büschels  und  hat  zwei  entsprechende  Strahlen  x. 
Die  vier  Koinzidenzen  lehren,  daß  vier  Strahlen  des  Büschels 
den  entsprechenden  Kegelschnitt  berühren  und  deshalb  auch 
die  erzeugte  Kurve  3.  Ordnung. 

Auch  im  Kegelschnitt-Büschel  entsteht  eine  Korrespon- 
denz [2,  2],  in  der  zwei  Kegelschnitte  zugeordnet  sind,  von 
denen  der  eine  einem  Strahle  von  Ü  entspricht,  der  andere 
ihn  berührt. 

Bei  einem  Flächenbüschel  2.  Ordnung  und  einem  Ebenen- 
büschel, welche  projektiv  sind,  entsteht  in  dem  letzteren 
«ine  Korrespondenz  [2,  3];  es  gibt  also  fünf  Ebenen  in  diesem 
Büschel,  welche  die  entsprechende  Fläche  berühren  und  die 
erzeugte  Fläche  3.  Ordnung  in  einem  Geradenpaar  schneiden. 

Wird  eine  Kegelschnitt-Schar  projektiv  auf  eine  Punktreihe  der- 
selben Ebene  bezogen,  so  umhüllen  die  Tangenten  aus  den  Punkten 
der  letzteren  je  an  den  entsprechenden  Kegelschnitt  eine  Kurve 
3.  Klasse. 

Wenn  aber  eine  Schar  von  Kegelschnitten  projektiv  zu 
«inem  Strahlenbüschel  derselben  Ebene  ist,  so  entsteht  auf 
einer  Transversale  durch  die  Schnitte  mit  entsprechenden  Elementen, 
weil   durch  jeden   Punkt  zwei  Kegelschnitte   der  Schar  gehen  (deren 


1)  Graßmann  hat  sie  früher  gekannt:  Gesammelte  Werke.  Bd.  II,  1.  Teil, 
Abh.  V  und  VI  und  Anmerkungen  von  G.  Scheffers. 
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Tangenten  die  Doppelstrahlen  der  Tangenteninvolution  sind),  eine 
Korrespondenz  [2,  2],  und  das  Erzeugnis  der  Schnitte  ent- 
sprechender Elemente  ist  eine  Kurve  4.  Ordnung,  welche 
den   Scheitel    des   Strahlenbüschels    zum  Doppelpunkte   hat. 

Durch  einen  Punkt  gehen  drei  Flächen  einer  Flächenschar 
2.  Klasse:  bezieht  man  sie  projektiv  auf  einen  Ebenenbüschel, 
so  entsteht  auf  einer  Gerade  eine  Korrespondenz  [3,  2],  und  das  Er- 
zeugnis ist  eine  Fläche  5.  Ordnung  mit  der  Axe  des  Ebenen- 
büschels als  dreifacher  Gerade,  weil  jeder  ihrer  Punkte  dreimal 
auf  entsprechenden  Elementen  liegt. 

Bei  der  Erzeugung  einer  Kurve  oder  Fläche  («  -f  n^)*^''  ITl 
Ordnung  durch  zwei  projektive  Kurven-  oder  Flächenbüschel 
w*®^  bzw.  w^*^'"  Ordnung  ist,  wie  schon  bemerkt,  die  Korrespondenz 
[w,  wj,  welche  auf  zwei  verschiedenen  oder  auf  derselben  Transversale 
entsteht,  Projektivität  der  eingeschnittenen  Involutionen  w*^",  n^^'"'^  Grades. 
Handelt  es  sich  um  dieselbe  Transversale,  so  sind  die  Koinzidenzen 
Punkte,  welche  entsprechenden  Gruppen  angehören,  die  Schnitte  mit 
dem  Erzeugnisse.     Die  Involutionen  seien 

zur  Projektivität  gehöre  die  bilineare  Relation: 

Die  Gruppen,  zu  denen  ein  bestimmter  Punkt  mit  dem  Para- 
meter X  gehört,  haben  die  Parameter 

wo  in  Qy  Ry  ft,  i^  dies  x  eingesetzt  ist;  gehört  x  zu  einem  Koin- 
zidenzpunkte, so  gilt: 

oder 

c^QQi  +  ß  Qi^i  +  ß,Q^R  +  rRB,  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  (n  -\-  w^)**'''  Grades  in  x  sind  also 
die  Parameter  der  Koinzidenzpunkte. 

Wir  nehmen  jetzt  einige  Spezialfälle  vor,  in  denen  es  uns  ge- 
lingen wird,  in  einfacher  Weise  die  Vielfachheit  einer  Koinzidenz  zu 
bestimmen  (Nr.  158). 

Der  erste  Büschel  besitze  einen  Grundpunkt  G,  der  für 
zwei  Kurven  desselben^  welche  wir  als  die  Konstituenten 
nehmen,  /--fach  sei.  Es  werde  eine  beliebige  Transversale  durch 
ihn  gelegt,  so  bestehen  die  beiden  konstituierenden  Gruppen  der  ersten 
Involution  aus  dem  r-fachen  G  und  n  —  r  andern  Punkten.  Es  sei 
a    der   Parameter   von  G,  so  ist  (a:  —  «)'*  in   Q   und   in   R  enthalten, 
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also  in  Q —IB'^  d.  k  alle  Gruppen  der  Involution  haben  ihn  zum 
r-fachen  Punkte  und  die  Involution  ist^  abgesehen  von  diesem  ge- 
meinsamen r-fachen  Punkte,  nur  (n  —  r)**'"  Grades  (Nr.  135)-,  und  da 
die  Transversale  beliebig  ist,  so  ist  der  Punkt  r-facher  Schnitt  jeder 
weiteren  Kurve  des  Büschels  mit  jeder  Gerade  durch  ihn,  also  >'-fach 
für  jede  Kurve  des  Büschels. 

Nehmen  wir  an,  derselbe  Grundpunkt  G  sei  r^-facher  Punkt  für 
alle  Kurven  des  zweiten  Büschels,  so  daß  {x  —  aY^  in  Q^  und  in  Ji^^ 
aufgeht,  so  erhält  jedes  Glied  der  Koinzidenzgleichung  den  Faktor 
(^  — «)''  +  %  und  x  =  a  wird  (r-fri)- fache  Wurzel  derselben,  G  (r-|-r)- 
fache  Koinzidenz  auf  jeder  Gerade  durch  ihn,  (r  +  r^^)  -  f acher  Punkt  auf 
der  erzeugten  Kurve.  Also  gilt  für  die  Erzeugung  einer  Kurve  {n  +  n^f^"^ 
Ordnung  durch  zwei  projektive  Büschel  ?^**"■  und  n^^'^'^  Ordnung: 

Ein  gemeinsamer  Grundpunkt  der  beiden  Büschel,,  der 
r-fach  für  alle  Kurven  des  einen  und  rj-fach  für  alle  des 
andern  ist  (von  welchen  Zahlen  r,  r^  auch  die  eine  0  sein  kann), 
ist  (r -|- ri)-fach  für  die  erzeugte  Kurve. 

Bei  den  Flächen  kann  G  ein  gemeinsamer  Punkt  der  beiden 
Grundkurven  sein  mit  den  genannten  Vielfachheiten  für  die  Flächen 
des  einen  und  des  andern  Büschels;  er  ist  dann  (r  +  r^)-facher  Punkt 
der  erzeugten  Fläche.  Es  kann  sich  aber  auch  um  einen  gemein- 
samen Teil  der  beiden  Grundkurven  handeln,  wo  dann  die  Transver- 
sale irgend  eine  diesen  Teil  treffende  Gerade  ist.  Z.  B.  wenn  die  Grund- 
kurven zweier  projektiven  Plächenbüschel  2.  Ordnung  beide  in  eine 
Gerade  und  eine  kubische  Raumkurve  oder  in  zwei  Kegelschnitte 
zerfallen  und  der  eine  Teil  gemeinsam  ist,  aber  einfach  für  alle 
Flächen  beider  Büschel,  so  ist  er  auf  der  erzeugten  Fläche  4.  Ord- 
nung doppelt;  und  wir  erhalten  drei  interessante  Spezialfälle  dieser 
Fläche:  mit  einer  doppelten  Gerade,  einem  doppelten  Kegelschnitte, 
einer  doppelten  kubischen  Raumkurve. 

Wir  nehmen  zweitens  an,  daß  S  ein  Schnittpunkt  entsprechender 
Kurven  sei,  s-fach  auf  der  einen,  5j^-fach  auf  der  andern,  wobei  etwa 
s^^s  sei.  Wir  legen  durch  ihn  wieder  eine  Transversale  und  lassen  die 
Konstituenten  ^  =  0,  Qi  =  0  von  diesen  Kurven  herrühren.  Also  sind 
1  =  0  und  ^1  =  0  in  der  bilinearen  Relation  entsprechend;  das  fordert, 
daß  y  =  0  sei,  so  daß  in  der  Koinzidenzgleichung  das  vierte  Glied 
wegfällt.  Ist  ß  Parameter  von  S,  so  geht  (x  —  ßy  in  Q,  (x  —  ß}'^  in 
Q^  auf;  folglich  geht  die  niedrigere  Potenz  (x  —  ß)"  in  allen  drei 
Gliedern  auf  und  x  =  ß  ist  5 -fache  Wurzel  der  Koinzidenzgleichung; 
wir  schließen,  weil  die  Transversale  beliebig  ist,  daß  S  ein  .9-facher 
Punkt  der  erzeugten  Kurve  ist. 

Ist  ein  Punkt  für  die  eine  von  zwei  entsprechenden 
Kurven  s-fach,  für  die  andere  s^-fach,  so  ist  er,  wofern  s^^^s, 
für  die  erzeugte  Kurve  5-fach. 
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Aber  heben  wir  auch  folgendes  Ergebnis  hervor:  Wenn  bei  zwei 
projektiven  Involutionen,  welche  ineinander  liegen,  zwei  entsprechende 
Gruppen  ein  s-faches  und  ein  s^-faches  Element  haben,  die  sich 
decken,  so  ist  dies  eine  5 -fache  Koinzidenz  der  Verwandtschaft  [«,  w^], 
z.  B.  eine  doppelte  bei  zwei  projektiven  (gemeinen)  Involutionen,  in 
denen  ein  Doppelpunkt  der  einen  einem  der  andern  entspricht  und 
mit  ihm  zusammenfallt. 

Nehmen  wir  wieder  die  Voraussetzung,  daß  G  für  aUe  Kurven 
des  einen  Büschels  r-fach,  für  alle  des  andern  r^-fach  sei,  sowie,  daß 
auf  einer  bestimmten  Gerade  von  einer  bestimmten  Kurve  des  ersten 
Büschels  nach  s  weitere  Schnittpunkte  in  G  gerückt  sind,  und  von 
der  entsprechenden  im  zweiten  s^  weitere,  wo  wiederum  ^^  >  5; 
dann  ist  bei  der  Koinzidenzgleichung,  zu  der  diese  Gerade  führt, 
{x  —  aY'^''^'^''  Faktor  der  linken  Seite,  also  repräsentiert  der  Punkt  G 
für  diese  Gerade  r  -f  r^  -\-  s  Schnitte  mit  der  erzeugten  Kurve. 

Wenn  z.  B.  in  einem  gemeinsamen  für  beide  Büschel  einfachen 
Grundpunkte  G  jede  zwei  entsprechenden  Kurven  sich  berühren,  so 
gilt:  r  =  r^  =  s  =  s^  =  1\  also  hat  jede  Gerade  durch  den  Punkt  drei 
vereinigte  Schnitte  mit  der  erzeugten  Kurve;  der  Grundpunkt,  ist  ein 
dreifacher  Punkt  derselben. 

Oder  der  Punkt  G  sei  nur  Grundpunkt  des  ersten  Büschels,  und 
zwar  einfacher,  aber  für  eine  Kurve  desselben  doppelt,  und  die  ihr 
entsprechende  im  zweiten  gehe  durch  ihn  einfach:  so  gilt  auf  jeder 
Gerade  durch  ihn: 

/•  =  1 .     /"i  =  0,     s  =  s^=  1\ 

der  Punkt  ist  Doppelpunkt  der  erzeugten  Kurve. 

Wenn  dagegen  auch  die  erste  Kurve  nur  einfach  durch  ihn  geht, 
so  gelten  dieselben  Zahlen  bloß  für  ihre  Tangente,  und  diese  wird 
Tangente  an  die  erzeugte  Kurve  ^). 

§  27.  Verzweigungs-  nnd  Doppel elemente  mehrdeutig 
bezogener  Gebilde. 

Weil  jetzt  mindestens  eine  der  Zahlen  w,  n^  größer  als  1  ange-  172 
nommen  wird,  so  treten  ausgezeichnete  Elemente  auf,  welche  bei  der 
Projektivität  nicht  vorhanden  sind.  Es  sei  w  >  1,  so  daß  jedem  Ele- 
mente des  zweiten  Gebildes  u^  mehr  als  ein  Element  im  ersten  u 
korrespondieren.  Dann  kann  es  eintreten,  daß  zwei  von  diesen  Ele- 
menten sich  vereinigen.  Man  nennt  dasjenige  Element  von  w, 
in  dem  die  Vereinigung  stattfindet,  ein  Doppelelement,  und 
das    von   w^,    unter   dessen    entsprechenden   es   sich    befindet, 

1)  Vgl.  Cremona,  Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen 
Kiirven,  Nr.  51. 
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mit  einem  der  Funktionentheorie  entlehnten  Namen  ein  Verzwei- 
gungselement. Dabei  stellen  wir  uns  im  allgemeinen  u  und  u^ 
getrennt  vor;  liegen  sie  ineinander,  so  kommen  noch  die  schon  be- 
sprochenen Koinzidenzelemente  hinzu,  in  denen  entsprechende 
Elemente  sich  miteinander  vereinigen  und  welche  wohl  von  den 
Doppelelementen  zu  unterscheiden  sind;  die  in  einem  Doppel- 
elemente sich  vereinigenden  Elemente  entsprechen,  im  allgemeinen, 
nicht  einander,   sondern   demselben  Elemente   des   andern  Gebildes. 

Die  Zahl  der  Verzweigungselemente  in  u^  und  der  Doppelelemente 
in  u,  von  denen  jedes  einem  von  jenen  zugeordnet  ist,  ist  gleich  groß; 
um  diese  Zahl  zu  ermitteln,  wollen  wir  in  u  eine  Korrespondenz 
zweier  ineinander  liegender  Gebilde  herstellen,  auf  die  das  Korrespon- 
denzprinzip angewandt  werden  kann;  wir  lassen  zwei  Elemente  X 
und  X'  von  u  einander  entsprechen,  die  demselben  Elemente  X^  von 
u^  korrespondieren.  Jedem  Elemente  X  von  u  entsprechen  n^  Ele- 
mente X^  von  %  und  jedem  derselben  in  u  n — 1  weitere  außer  X, 
also  im  ganzen  entsprechen  dem  X  n^(n — 1)  Elemente  X';  und  weil 
X  aus  X'  ebenso  hervorgeht,  wie  X'  aus  X  —  unsere  Hilfskorre- 
spondenz ist  eine  solche,  die  wir  bald  als  eine  involutorische  be- 
zeichnen werden  — ,  so  entsprechen  auch  jedem  Elemente  X'  n^(n —  1) 
Elemente  X;  die  Hilfskorrespondenz  auf  u  ist  daher  [n^  (n  —  1),  n^(n  —  1)] 
und  hat  2  n^  (n  —  1)  Koinzidenzen. 

Auf  u  hat  man  also  2nj^(n — 1)  Doppelelemente  und  eben- 
soviele  Verzweigungselemente  auf  w^;  dagegen  sind  auf  u^ 
2n{n^—l)  Doppelelemente  und  auf  u  ebensoviele  Verzwei- 
gungselemente. 

Ist  etwa  Wi=l,  so  haben  wir  nur  2(n—l)  Doppelelemente  auf 
u  und  ebenso  viele  Verzweigungselemente  auf  %.  Die  Korrespondenz 
ist  die  Projektivität  zwischen  dem  einfachen  Gebilde  u^  und  einer 
Involution  n^^"^  Grades  auf  ii:  jedem  Elemente  von  u^  entspricht  eine 
Gruppe  in  dieser,  und  die  2 (n—1)  jetzigen  Doppelelemente  sind  die- 
jenigen, die  wir  schon  bei  der  Involution  beliebigen  Grades  als  solche 
bezeichnet  haben  (Nr.  136);  und  der  Name  kann  bestehen  bleiben. 

Damit  haben  wir  jetzt  die  Zahl  2(n — 1)  der  Doppelelemente 
einer  Involution  n^^^  Grades  erhalten  unabhängig  von  dem  Satze  über 
die  Diskriminante  einer  algebraischen  Gleichung,  der  a.  a.  0.  benutzt 
wurde. 

Aber  umgekehrt  können  wir  diesen  Satz  der  Algebra,  daß  näm- 
lich die  Diskriminante  einer  Gleichung  w*®^  Grades  vom  Grade  2 (n—1) 
in  den  Koeffizienten  derselben  ist,  benutzen  zum  Beweise  unseres 
jetzigen  Satzes  über  die  Anzahl  der  Doppel-  und  Verzweigungselemente. 

In  der  nach  x  geordneten  Verwandtschaftsgleichung  sind  die 
Koeffizienten  Funktionen  n^^^  Grades  in  x^-^  setzen  wir  die  Diskrimi- 
nante dieser  Gleichung  w*^""  Grades  in  x  gleich  Null,  so  erhalten  wir 
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eine  Gleichung  in  x^,  deren  Wurzeln  diejenigen  Elemente  auf  Uj^ 
liefern,  unter  deren  entsprechenden  in  u  sich  zwei  in  ein  Doppel- 
element vereinigen,  also  die  Verzweigungselemente  von  u^.  Diese 
Diskriminantengleichung  ist  vom  Grade  2(}i  —  l)  in  den  Koeffizienten 
der  Gleichung  n^^'^  Grades  in  x,  also,  da  jeder  eine  Funktion  71^^^  Grades 
in  x^  ist,  eine  Gleichung  vom  Grade  2Wi(w— 1)  in  Xj^. 

Ist  n  =  n^=  2,  so  haben  wir  in  jedem  der  beiden  Gebilde  ITS- 
vier  Yerzweigungselemente  und  vier  Doppelelemente. 

In  bezug  auf  die  beiden  Gruppen  oder  Würfe  der  Ver- 
zweigungselemente einer  Korrespondenz  [2,  2]  gilt,  daß  sie 
in  den  Doppelverhältnissen  übereinstimmen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  die  Verwandtschaftsgleichung  lieber 
mit  Binomialkoeffizienten,  also  in  der  Form  schreiben: 

(«22^1"  +  2a^^x^  -f  «20)-^*  +  ^(«12^1^  +  2a^^x^  +  a^^x 

-h  («02^1^  +  ^«01  ^1  +  ö^oo)  =  ö- 

Die  Bedingung   für   die  Vereinigung   der  demselben  Elemente  x^ 
korrespondierenden  Elemente  x  ist: 
(a22a;i2+2a2i^i+ a2o)(«o2^i^+2aoia;i  4- floo)  — («12  V+ 2aii^i  +  aJ2_() 

oder: 

(«22«02  -  Ö^12')-^l^  +  2(022^01  +  «21  «^02  "  ^(^li^^ll)^! 
+   («220^00  +  «20«'02  +  40210^01  "  "  «120^10  "  ^^^^n)^!^ 

+  ^KiCtoo  +  0^200^01  -  ^%i«io)^i  +  Ko«oo  -  öfio^)  =  0. 
Sie  liefert  uns  die  vier  Verzweigungselemente  in  u^. 
Schreiben  wir  sie  in  der  Form: 

ax^^  -j-  4  hx^^  -f  Qcx^  -f-  Adx^  -|-  e  =  0, 
und  bilden,  nach  Nr.  151,  die  beiden  Invarianten: 

S  =  ae-4.hd  +  %c-     und     T=  ace  -{- 4hcd  -  ad^-  ¥e  -  c^ 

der  Äquianharmonizität  und  Harmonizität,  oder  besser:  12  5  und 
216  T,  so  lehren  die  freilich  etwas  umständlich  zu  erhaltenden  Resul- 
tate, daß  sie  durch  Vertauschung  der  vorderen  und  hinteren  Zeiger 
der  Koeffizienten  a  sich  nicht  ändern^);  d.  h.  daß  die  Gleichung 
4.  Grades,  welche  die  Verzweigungselemente  von  u  liefert,  genau  die- 
selben Invarianten  hat.  Man  kann  die  Rechnung  etwas  vereinfachen 
durch  eine  passende  Wahl  der  Parameter  x  und  x^  (die  jedoch  nicht 
immer  auf  reelle  Weise  möglich  ist).  Wir  richten  die  beiden  para- 
metrischen Bestimmungen  so  ein,  daß  x  =  0  ein  Verzweigungselement 


1)  Cremona,  Rendiconti  deU'Istituto  Lombardo,  Ser.  I,  Bd.  4  (1867),  S.  199. 
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und  Xj^=  oo  das  entsprechende  Doppelelement  und  x^  =  0  ebenfalls 
Verzweigungselement  und  x  =  oc  das  zugehörige  Doppelelement  ist. 
Also  gehören  zu  x  =  0  zwei  Wurzeln  a^^  =  oo ;  das  fordert  in 
«02^1^+  ^ÜQ^x^  +  ÜQQ  das  Verschwinden  der  beiden  Koeffizienten  «027^01; 
und  die  andere  Bedingung  bedingt  das  von  ü^q,  a^^.  Die  Verwandt- 
schaftsgleichung vereinfacht  sich  in: 

(«22^1^  +  2 «21^1)^^  +  2 («12^^!^  +  2 a^^x^)x  4-  üqq  =  0, 
und  diejenige  für  die  Verzweigungselemente  in  w^  wird: 

~  ai2^i^i*—  4ai2%i^i^+  (^^22^^00-  4aii^)^iH  2^210^00^1  =  0: 
für  diese  ist: 

12  8  =  Ksö^oo—  4ötii)2-  24 «21  «12 «11  «007 
216  T=  54 6*2! «iK  -  ^^  «21  «12 %i «00 (»22 «00  -  4«il)  -  («22^00  -  4 «A)'; 
woran  die  obige  Behauptung  sofort  zu  erkennen  ist. 

Beide  Würfe  von  Verzweigungselementen  haben  also  dieselben 
S  und  T,  daher  auch  dasselbe  ^y^  also  auch  (Nr.  151)  dieselbe  Glei- 
chung, welche  die  sechs  Doppelverhältnisse  liefert. 

Die  Diskriminante  S^  ~  21 T^  ist  auch  in  beiden  Fällen  dieselbe. 
Vereinigen  sich  in  dem  einen  Wurfe  zwei  Verzweigungselemente ^  so 
geschieht  es  auch  im  andern;  wenn  in  dem  einen  Wurfe  die  Elemente 
gleichartig  sind  (alle  reell  oder  aUe  imaginär),  so  sind  sie  auch  im 
andern  gleichartig:  und  wenn  jener  aus  zwei  reellen  und  zwei  imagi- 
nären Elementen  besteht,  so  gilt  es  auch  für  diesen. 

Läßt  man  den  einen  der  beiden  projektiven  Würfe  der  Verzwei- 
gungselemente unverändert  und  gibt  dem  andern  die  vier  Formen, 
bei  denen  er  sich  projektiv  bleibt^  so  erhält  man,  daß  die  einen 
und  andern  Verzweigungselemente  in  vier  Projektivitäten 
entsprechend  sind: 

ABGD7\  Ä,B^C,I),, 

A  B,G,B,A,. 

174  Wir   wollen   diese  Projektivitäten   nun    auch   durch   geometrische 

Betrachtungen  beweisen  und  werden  dabei  erkennen,  daß  sie  sich 
auch  über  die  Doppelelemente  ausdehnen. 

Die  Korrespondenz  [2,  2]  sei  auf  zwei  verbundene  Regelschareu 
der  g  und  der  l  übertragen.  Die  Schnittpunkte  der  entsprechenden 
Geraden  erzeugen  (Nr.  165)  eine  Raumkurve  4.  Ordnung  R^  1.  Art, 
weil   sie    den  Geraden   beider  Scharen   zweimal  begegnet,   die  Grund- 
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kurve  eines  Flächenbüschels  2.  Ordnung^).  Verzweigungselemente  sind 
die  Geraden,  welche  B^  tangieren:  ör,  6,  c,  d  aus  der  ^- Schar,  a^,  h^, 
tfj,  f/j  aus  der  Z- Schar;  und  die  zugehörigen  Doppelgeraden  sind  die 
Geraden  je  aus  der  andern  Schar,  welche  durch  die  Berührungspunkte 
gehen:  a,  b,  c,  b  in  der  (7- Schar,  a^,  bj,  Cj,  b^  in  der  /-Schar,  so 
daß  Qj  z.  B.  durch  den  Berührungspunkt  von  a  geht,  usw. 

Es  sei  V'-  einer  der  vier  Kegel  2.  Grades  durch  jR*  und  IJ-  der 
Tangentialkegel  aus  seinem  Scheitel  V  an  die  Trägerfläche  F^  der 
beiden  Regelscharen.  Dieser  Kegel  bewirkt  eine  Projektivität  zwischen 
diesen  Scharen,  in  welcher  je  in  derselben  Berührungsebene  von  IJ- 
liegende  Geraden  entsprechend  sind  (Nr.  105).  Jede  Berührungsebene 
aber  von  V-  berührt  JR*  in  den  beiden  Punkten,  in  denen  diese  Kurve 
von  der  Berühruugskante  getroffen  wird.  In  den  gemeinsamen  Be- 
rührungsebenen  von  T^-  und  U^  sind  daher  die  beiden  Geraden  aus 
den  Regelscharen  Tangenten  von  B^.  Folglich  wird  in  jeuer  Pro- 
jektivität einer  der  vier  Geraden  a,  .  .  .je  eine  der  rt^,  .  .  .  zugeordnet; 
nehmen  wir  an:  ahcd  7\  a^\c^d^.  Es  sei  Ic  die  Kante  von  Y-,  auf 
welcher  die  Berührungspunkte  von  a  und  a^  liegen.  Die  Ebene  Äa 
ist  Tangentialebene  von  F'  und,  weil  sie  durch  V  geht,  von  f7-;  die 
zweite  Gerade  der  F^  in  ihr,  aus  der  ?- Schar,  ist  diejenige,  die  den 
zweiten  Schnitt  von  /.•  mit  F^  (außer  Z'a^,  durch  den  a  geht),  ent- 
hält, also  den  /la,  und  ist  daher  a^.  Folglich  entsprechen  in 
der  Projektivität  auch  den  a,  .  .  .  die  a^,  .  .  .,  und  wir  haben: 

ahcdahzh  7\  aibiC^d^a^h^c^hi. 

Die  drei  andern  Kegel  durch  7t*  geben  die  weitern  Projektivitäten 
zwischen  den   16  Geraden-). 

Die  Ebene  der  drei  andern  Kegelspitzen  ist  die  Gegenebene  m 
des  V  im  gemeinsamen  Polartetraeder  des  Flächenbüschels  durch  i?*; 
auf  ihr  schneiden  sich  a  und  «j,  h  und  ^i,  .  .  .  d  und  a^,  .  .  .,  denn 
die  Schnitte  sind  Berührungspunkte  von  Tangentialebenen  von  F'~. 
die  durch  V  gehen. 


1)  Daß  sie  das  ist,  erkennt  man  so.  Durch  acht  beliebige  Punkte  Ä, .  . .  H 
auf  ihr  und  einen  neunten  außerhalb  der  Trägerfläche  befindlichen  Punkt  I  sei 
eine  zweite  Fläche  2.  Grades  gelegt.  Die  Grundkurve  des  Büschels,  welchen 
beide  bestimmen,  und  die  B*  projizieren  wir  aus  A  auf  eine  Ebene;  die  Projek- 
tionen, Kurven  3.  Ordnung,  haben  neun  Punkte  gemein,  welche  wegen  der  Be- 
liebigkeit eine  Kurve  3.  Ordnung  eindeutig  bestimmen,  nämlich  die  Projektionen 
von  B^ .  . .  H  und  die  Spuren  der  beiden  durch  A  gehenden  Geraden  der  Träger- 
fläche; also  sind  die  Projektionen  identisch  und  demnach  auch  die  Raumkurven 
selbst;  beide  werden  durch  die  zweiten  Schnitte  der  Projektionsstrahlen  mit  der 
Trägerfläche  gebildet. 

2)  Emil  Weyr,  Annali  di  Matematica,  Ser.  II,  Bd.  4,  S.  272,  sowie:  Über 
einen  Korrespondenzsatz,  Wiener  Sitzungsberichte,  Bd.  87  (1883),  S.  592. 
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Wenn  nun  in  der  Projektivität,  zu  welcher  der  Kegel  V^^  mit 
der  Spitze  Fj  führt,  der  a  die  h^  zugeordnet  wird,  dann  wird  der  h 
die  a^  zugeordnet.  Die  Verbindungslinie  von  aa^  und  hh.^  ist  die 
gemeinsame  Spur  der  Ebenen  aJ\  und  &%  in  co;  als  Spur  der  ersteren 
gebt  sie  durch  V^,  und  daher  liegt  dieser  Punkt  auch  auf  ba^,  welche 
so  Berührungsebene  des  Tangentialkegels  aus  F^  wird,  den  auch  ah^ 
berührt.  Als  zweite  Geraden  in  den  durch  c  und  d  gehenden  Be- 
lührungsebenen  dieses  Kegels  bleiben  nur  d^  und  c^;  denn  cq,  dd^^ 
berühren  den  Tangentialkegel  aus  F.  Und  daraus  folgt  dann,  daß 
den  a,  b,  c,  b  die  b^,  a^,  b^,  q  zugeordnet  werden.  Die  drei 
weiteren  Projektivitäten  sind  also: 

ahcdahcb  7\  \a^d^c^\a^\)-^qy  7\  q (ii a^ ^^ q bj a^ b^ ,  7\  diCj^h^a^h^c^h^a^. 

Weil  die  acht  Ebenen  «6^,  ^r/^  .  .  .  ab^,  .  .  .  den  Tangentialkegel 
aus  F-^  berühren,  so  laufen  ihre  vier  Spuren  in  cd  in  den  Punkt  V^ 
zusammen;  diese  vier  Geraden  sind  die  Verbindungslinien  der  Spuren 
von  a  und  h  oder  a^  und  h^,  von  c  und  c?  oder  c^  und  ^j^,  .  .  .  Also 
liegen  diese  Spuren  auf  dem  Kegelschnitte  F^cd.  Folglich  schneiden 
die  Geraden  a,  &;  c,  ^5  ö?  b;  c,  b  oder  a^,  5^5  c^,  d^-^  a^y  b^;  q,  b^ 
vier  Punktepaare  einer  Involution  auf  diesem  Kegelschnitte  ein  und 
bilden  selbst  eine  Involution  in  der  betreffenden  Regelschar.  Dem- 
nach haben  wir  in  der  ^-Schar  die  drei  Involutionen: 

a,  &;  c,  d:  a,  b;  c,  b   |  a,  c;  h,  d-^  a,  C;  b,  b  |  a,  d-^  h,  c;  a,  b;  b,  C; 

und  entsprechend  in  der  Z-Schar. 
175  Wir  geben  einen  zweiten  geometrischen  Beweis  für  diese 

Projektivitäten   und    Involutionen,    in  dem    wir    ebenfalls    eine 
Fläche  2.  Grades  benutzen. 

Wenn  eine  Fläche  F^  und  zwei  Geraden  u,  u^  vorliegen,  so  rufen 
die  Tangenten  jener,  welche  diese  treffen,  auf  ihnen  eine  Korrespon- 
denz [2,  2]  hervor  und  erzeugen  deshalb  eine  Regelfläche  4.  Grades, 
welche  die  beiden  Geraden  zu  doppelten  Leitgeraden  hat  (Nr.  164). 
Denn  die  Tangenten  aus  einem  Punkte  von  u  oder  w^,  welche  die 
andere  Gerade  treffen,  sind  die  Tangenten  an  den  Kegelschnitt,  in 
welchem  F^  von  der  Ebene  geschnitten  wird,  die  den  Punkt  mit  Wj 
oder  u  verbindet.  Man  sieht  sofort,  wie  die  Verzweigungs-  und 
Doppelpunkte  der  Korrespondenz  zustande  kommen.  Die  Verzwei- 
gungspunkte auf  u  sind  die  Schnitte  Ä,  B  mit  F^  und  die  Punkte 
C,  D,  in  denen  u  von  den  Berührungsebenen  a^,  ß^j  die  von  u^ 
kommen,  geschnitten  wird.  Zugehörige  Doppelpunkte  sind  die  Schnitt- 
punkte 5ti,  S3i  der  Berührungsebenen  von  A,  B  mit  u^  und  die  Punkte 
^1,  ^1,  in  denen  die  nach  C,  D  gehenden  Tangenten  in  c^^,  ß^  die 
%    treffen.     In    gleicher  Weise  sind   auf  u^    die   Schnitte   6\,  Dj  mit 
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F^  und  A^,  B^  mit  den  Berührungsebenen  y,  d  durch  u  die  Ver- 
zweigungspunkte und  a,  ^,  %  ^  die  zugehörigen  Doppelpunkte. 

Eine  Korrespondenz  [2,  2]  ist  durch  acht  Paare  entsprechender 
Elemente  (in  allgemeiner  Lage)  eindeutig  bestimmt  (Nr.  156).  Liegt 
also  eine  solche  Korrespondenz  [2,  2]  zwischen  zwei  Punktreihen  u,  u^ 
vor,  so  sei  an  acht  beliebige  Erzeugenden  der  Regelfläche  4.  Grades 
P^^  zu  der  sie  führt,  eine  Fläche  2.  Grades  F^  tangential  gelegt;  es 
gibt  oü^  Flächen  2.  Grades,  welche  diese  Berührungen  erfüllen.  Die 
Korrespondenz  [2,  2],  welche  diese  Fläche  F^  auf  u,  u^  hervorruft, 
ist  mit  der  gegebenen  identisch,  und  die  Verzweigungs-  und  Doppel- 
punkte ergeben  sich  in  der  obigen  Weise.  Alle  Erzeugenden  von  P^ 
sind  daher  Tangenten  der  F^. 

Es  seien  a,  &,  c^ ,  d^  die  Geraden  aus  der  einen  Regelschar  von 
F-  durch  Ä,  By  C^,  D^  und  a\  V,  c^,  d^  diejenigen  aus  der  andern 
und  es  sei  'y  =  ha,  d  =  ah',  «j  =  diC^',  ß^  =  c^d^'. 

Die  Ebenenwürfe,  welche  a,  h,  q,  d^  aus  q',  d^\  a,  V  projizieren, 
sind  projektiv;  wir  schneiden  sie  mit  u,  bzw.  u^  und  erhalten: 

AB^C  7\  ABB^  7\  %AC,D^  7\  B^^iC^D^  Ä  9(a,  h,  q,  d,), 

wo  g  irgend  eine  Gerade  aus  der  Regelschar  a,  h',  .  .  .  ist. 

A%,  ^S3i,  C,^,  Dl®  sind  Tangenten  der  Fläche  in  A,  J5,  Q,  2),; 
folglich  sind  ^Ij,  Sj,  G^,  B^  die  Schnitte  der  Polarebenen  der  Punkte 
A,  Bj  %  ®  von  u  mit  der  Gerade  u^]  daher  ist: 

AB^'^7\  5(iS5iOiD,; 

weil  eine  Polreihe  und  der  zugehörige  Polarebenen-Büschel   in   bezug 
auf  eine  Fläche  2.  Grades  projektiv  sind. 
Aus  den  obigen  Projekt! vitäten  folgt: 

{AB^:.C)  ■  (ABB'^)  =  m,A,C^B^)  •  (B^^^C^B,), 

was  sich  umformen  läßt  in: 

{A B  CD)        {A^  B^  Gl  A) ' 
also  ist: 

(ABCB)  =  (A,B,C,B,)- 

womit  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  der  beiden  Würfe  der 
Verzweigungselemente  bewiesen  ist. 

Wir  schneiden  femer  die  nach  a,  h,  c^,  d^  gehenden  Berührungs- 
ebenen der  Tangentialkegel  von  F^  aus  A^,  B^  mit  den  Tangenten 
u,  g  dieser  Kegel  und  die  der  Tangentialkegel  aus  C,  B  mit  u^,  g-^ 
u  liegt  z.  B.  bei  dem  Kegel  aus  A^  in  der  Berührungsebene  AJ)  =  ha=y, 
ihr  Berührungspunkt  ist  5(;  denn  der  von  y  mit  F^  liegt  auf  A^%, 
Wir  haben  dann: 

A%BC  A  ^BBC  A  B,A,C,^,  A  B,A,^^D,  A  ^(«,  h  c,,  d^)-, 

17* 
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so  daß  auch  diese  Würfe  mit  den  obigen  projektiv  sind;  z.  B.: 

Infolgedessen    kann    die    Projektivität    der   Verzweigungspunkte    auch 
noch  auf  die  Doppelpunkte  ausgedehnt  werden: 

denn  wir  haben: 

%Ä^C,B,  7\  A%DCT\'^ACB,  B,i&,C,B,  Ä  ^BBC7\  B^CB.usw. 

Ferner  ist: 

ÄBCB7\B^Ä,B,C,', 

auch  das  läßt  sich  erweitern  in: 

denn  wir  haben: 

AUBC  7\  B^Sd^C^B^,   ^BBC  7\  %A,C^B,,  AB(^C  7\  B,A^^,B,, 

ABB"^  7\  B,A,C,(l,. 
Und  ebenso  ergeben  sich  die  beiden  andern  Projektivitäten. 
Sodann  folgt  aus: 

ABB"^  A  AB^C  A  BAC(^ 
und  aus: 

A'äBC  7\  '^BBC  A  B'^CB, 
daß: 

AB,     CB,     5133,     ^% 

in  Involution  sind  und  ebenso: 

A,B„    C,D„    21.93.,    e,2).. 

und  ähnlich  erhält  man  je  die  beiden  andern  Involutionen  auf  u 
und  u^^). 

Von  den  drei  Involutionen  auf  derselben  Gerade  transformiert 
jede  die  beiden  andern  in  sich  selbst,  so  daß  sie  ein  Tripel  sich 
stützender  Involutionen  bilden  (Nr.  85). 

Daraus  folgt,  daß  eine  Involution:  A%  -BS5,  CS,  B^  nicht 
möglich  ist;  denn  diese  würde  aUe  drei  in  sich  transformieren;  das 
tut  aber  für  je  zwei  von  jenen  dreien  nur  die  dritte. 

Die  Punktreihe  auf  einem  Kegelschnitte  K^  und  der  Tangenten- 
büschel um  einen  andern  K2  in  derselben  Ebene  befinden  sich,  wenn 
inzidente  Elemente  einander  zugeordnet  werden,  in  einer  Korrespon- 
denz [2,  2]  (Nr.  167).  Verzweigungspunkte  in  der  Punktreihe  sind 
die  vier  gemeinsamen  Punkte  A,  B,  0,  B,  Verzweigungsstrahlen  im 
Tangentenbüschel    die    gemeinsamen    Tangenten    a,    &',    c',    d\      Dies 


1)  Journal  f.  Math.,  Bd.  101,   S.  172  und  Liniengeometrie,  Bd.  III,  S.  118 fi. 
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können  wir  als  einen  Beweis  für  die  Anzahl  der  geraeinsamen  Punkte 
oder  Tangenten  ansehen:  und  verallgemeinern  wir  auf  zwei  unikursale 
Kurven  n^^  Ordnung  und  n^^''  Klasse,  die,  wegen  des  Geschlechts  0, 
von  der  Klasse  2(ji—  1),  bzw.  der  Ordnung  2(n  —  1)  sind,  so  liefern 
die  n'2(n  —  l)  gemeinsamen  Punkte  und  die  ;?'-2(w— 1)  gemein- 
samen Tangenten  die  Verzweigungselemente.  Aber  kehren  wir  zu 
den  Kegelschnitten  zurück.  Doppel  strahlen  im  Tangentenbüschel  sind 
die  Tangenten  a,  h\  c,  b'  von  K^  in  den  gemeinsamen  Punkten, 
Doppelpunkte  in  der  Punktreihe  die  Berührungspunkte  %  33,  S,  ^ 
der  gemeinsamen  Tangenten  mit  K^. 

Daher  bestehen  zwischen  diesen  acht  Punkten  von  K^  und  acht 
Tangenten  von  K2    vier  Projektivitäten,  z.  B.: 

ÄBCD^^i^'^  7\  ab'c'd'a'h'ch'. 

Heben  wir  insbesondere  hervor,  daß  der  Wurf  der  gemeinsamen 
Punkte  von  zwei  Kegelschnitten,  dem  einen,  und  der  Wurf 
der  gemeinsamen  Tangenten,  dem  andern  zugerechnet,  (in 
vier  Weisen)  projektiv  sind. 

Jeder  von  den  beiden  W^ürfen  stimmt  andererseits  im  Doppel- 
verhältnis überein  mit  dem  Wurf  der  zugehörigen  Tangenten,  bzw. 
der  zugehörigen  Berührungspunkte  (Nr.  103).  Ferner  hat  der  Wurf 
der  vier  Grundpunkte  eines  Kegelschnitt-Büschels,  den  verschiedenen 
Kegelschnitten  zugerechnet,  lauter  verschiedene  Doppelverhältnisse ;  denn 
dies  Doppelverhältnis  ist  Ä(a,  JB,  C,  D),  wenn  a  die  von  Kurve  zu 
Kurve  sich  ändernde  Tangente  von  A  ist.  Folglich  sind  das  Doppel- 
verhältnis der  Punkte  A,  B,  0,  D  auf  K^  und  dasjenige  der  Tangenten 
a',  b',  c',  b'  von  K2,  also  das  der  nämlichen  Punkte,  aber  auf  K/y 
verschieden  und  unabhängig  voneinander,  da  K^  ein  beliebiger  zweiter 
Kegelschnitt  durch  diese  vier  Punkte  ist. 

Die  Doppelverhältnisse  der  vier  Verzweigungspunkte 
und  der  zugehörigen  Doppelstrahlen  sind  ungleich  und  un- 
abhängig voneinander. 

Aus  der  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse  der  vier  gemeinsamen 
Punkte  und  der  vier  gemeinsamen  Tangenten  folgt,  daß  gleich- 
artige gemeinsame  Punkte  (aUe  reell  oder  alle  imaginär)  mit 
gleichartigen  gemeinsamen  Tangenten  und  ungleichartige 
(zwei  reelle  und  zwei  imaginäre)  mit  ungleichartigen  verbunden 
sind. 

Für    die   Kurve   (n  -f-  oi^Y^^  Ordnung,    welche    durch    zwei  176 
Strahlenbüschel  Z7,  ZJ^   erzeugt  wird,   die   sich  in  einer  Kor- 
respondenz [??,  >ij  befinden,  sind  die  Verzweigungsstrahlen, 
2n(n^—  1)  im  Büschel  ü  und  2n^(n—  1)  in  L\,  die  von  ü,  bzw. 
U^  kommenden  und   anderwärts  berührenden  Tangenten  der 
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Kurve,  und  die  zugehörigen  Doppelstrahlen  gehen  je  aus 
dem  andern  Punkte  nach  den  Berührungspunkten. 

In  der  Tat,  wegen  der  beiden  vielfachen  Punkte  ist  die  Klasse 
der  Kurve 

(n  -f  n^) (n-\-  n^—1)  —  n(n  —  1)  —  n^ (n^  —  1)  =  2nn^ . 

Unter  den  2nn^  Tangenten  durch  ü  zählen  die  n  eigenen  Tangenten 
dieses  Punktes  doppelt;  es  bleiben  2n{n^  —  1)  andere. 

Im  Falle  n  =  n^  =  2  sind  beidemal  4  Tangenten. 

Jede  Kurve  4.  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  bringt 
zwischen  den  Büscheln  um  sie  eine  Korrespondenz  [2,  2] 
hervor-,  also  sind  bei  ihr  die  Würfe  der  Tangenten  aus  den 
Doppelpunkten  projektiv  und  jede  der  vier  Projektivitäten 
erstreckt  sich  auch  auf  die  Strahlen,  die  nach  den  Berüh- 
rungspunkten der  andern  Tangenten  gehen. 

Die  ebene  Kurve  4.  Ordnung  muß  zwei  Doppelpunkte  haben, 
um  so  erzeugt  werden  zu  können;  aber  jede  allgemeine  ebene 
Kurve  3.  Ordnung  C^  kann  so  erzeugt  werden,  wenn  man  eine 
gewisse  Spezialität  eintreten  läßt. 

Wenn  nämlich  die  Büschelscheitel  U,  ü^  in  beliebige 
Punkte  der  C^  gelegt  werden,  so  entsteht,  weil  jeder  Strahl 
durch  ü  oder  ü^  die  Kurve  noch  zweimal  trifft,  eine  Korrespon- 
denz [2,  2]  zwischen  den  Büscheln,  aber  mit  folgender  besondern 
Eigenschaft.  Wenn  TJ'  der  dritte  Schnitt  von  UTJ^^  mit  C^  ist,  so 
entsprechen  dem  Strahle  üü^  von  TJ  in  TJ^  die  Tangente  U^  U^  in 
ü^  und  der  Strahl  ü^  ü'-^  d.  i.  U^U.  Folglich  entspricht  der 
Verbindungsstrahl  der  Scheitel  sich  selbst  und  gehört  zum 
Erzeugnis  4.  Ordnung,  und  auf  dem  vollen  Erzeugnisse  sind,  wie  not- 
wendig, C/,  ü^  doppelt;  eigentliches  Erzeugnis  ist  die  Kurve  3.  Ord- 
nung, welche  also  aus  jeden  zwei  ihrer  Punkte  so  erzeugt  werden 
kann.  Wegen  des  sich  selbst  entsprechenden  Strahles  nennt  man  die 
in  Korrespondenz  [2,  2]  befindlichen  Büschel  in  halb  perspektiver 
Lage;  ÜU^  hat  sich  je  mit  dem  einen  der  beiden  entsprechenden 
Strahlen  vereinigt,  der  andere  ist  die  Tangente  in   L\,  bzw.   U. 

Die  Yerzweigungsstrahlen  sind  die  je  von  C/,  ü-^  ausgehenden 
anderwärts  berührenden  Tangenten,  und  da  ü,  ü^  beliebige  Punkte 
auf  C^  sind,  so  erweist  sich  das  Doppelverhältnis  der  vier 
von  einem  Punkte  der  Kurve  ausgehenden  Tangenten  als 
konstant^). 


1)  Setzt  man  diesen  Satz  aus  der  Theorie  der  ebenen  Kurve  3.  Ordnung 
als  bekannt  voraus,  so  kann  man  ihn  zum  Beweise  unseres  jetzigen  Satzes  über 
die  Yerzweigungselemente   einer  [2,  2]   benutzen,  indem  man  erwägt,   daß  bei 


Verzweigxingselemente  bei  Erzeugnissen,  263 

So  erhält  jede  ebene  Kurve  3.  Ordnung  eine  Invariante, 
das  Doppelverhältnis  des  Tangentenwurfs;  und  man  kann  bei  den 
Doppelverhältnissen  —1  und  -^(l+iV^)  von  harmonischen  und 
äquianharmonischen  Kurven  3.  Ordnung  sprechen. 

Bei  der  Regelfläche  vom  Grade  n -i- n^,  welche  durch 
zwei  in  einer  Verwandtschaft  [n,  ^J  befindliche  Punktreihen 
erzeugt  wird  (Xr.  164),  enthält  jede  der  beiden  Leitgeraden  u^  u^^ 
eine  Anzahl  von  Yerzweigungspunkten ,  2w(«i  — 1),  bzw.  2%(w— 1). 
Von  den  7i^  Erzeugenden,  die  von  einem  Verzweigungspunkte  der  u 
ausgehen  nach  den  entsprechenden  Punkten  auf  ti^,  haben  sich  zwei 
in  eine  sogenannte  Kuspidalerzeugende  oder  Torsallinie^)  ver- 
einigt; der  Begegnungspunkt  mit  u^  ist  der  zugehörige  Doppelpunkt. 
Als  ausgezeichnete  Punkte  der  Fläche  heißen  die  Verzweigungspunkte 
Kuspidalp unkte  (Spitzen). 

Bei  der  durch  eine  [2,  2]  erzeugten  Regelfläche  4.  Gra- 
des haben  wir  wieder  die  vier  Projektivitäten  der  acht  aus- 
gezeichneten Punkte  der  einen  und  der  acht  der  andern 
Leitgerade  (Nr.  175). 

Wenn  die  Korrespondenz  [n,  w^]  zwischen  zwei  Strahlenbüscheln 
die  besondere  Eigenschaft  hat,  daß  zwei  Strahlen  vorhanden  sind,  von 
denen  jeder  Verzweigungsstrahl  und  der  andere  der  zugehörige  Doppel- 
strahl ist,  dann  haben  beide  mit  der  erzeugten  Kurve  (n  +  n^y^''  Ord- 
nung in  ihrem  Schnittpunkte  zwei  vereinigte  Punkte  gemeinsam, 
wodurch  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  wird.  Es  gibt  dann  aus 
jedem  der  beiden  Scheitel  zwei  Tangenten  weniger,  welche  anderwärts 
berühren,  also  zwei  Verzweigungsstrahlen  weniger.  Der  aasgezeichnete 
Strahl  zählt  demnach  als  Verzweigungsstrahl  doppelt  und  daher  auch 
als  Doppelstrahl. 

Zwei  Elemente  einer  Korrespondenz  [n,  >^l],  von  denen 
jedes  Verzweigungs-  und  das  andere  das  zugehörige  Doppel- 
element ist,  zählen  für  zwei  Verzweigungselemente  und  zwei 
Doppelelemente. 

Für  die  Regelfläche  (n  -j-  n^)^"^  Grades,  welche  durch  eine  Kor- 
respondenz [;?,  >?J  zweier  Punktreihen  mit  dieser  Eigenschaft  entsteht, 
ist  die  Verbindungslinie  der  ausgezeichneten  Punkte  doppelte  Erzeu- 
gende; und  jede  von  den  beiden  Leitgeraden  hat  zwei  Kuspidalpunkte 
weniger. 


zwei  Büscheln  in  Korrespondenz  [2,  2]  die  Drehung  des  einen,  durch  welche 
der  Yerbindnngsstrahl  sich  selbst  entsprechend  wird,  am  Doppelverhältnisse  der 
Verzweigungsstrahlen  nichts  ändert. 

1)  So  genannt,  weil  eine  derartige  Erzeugende  die  nächst  folgende  triiffc 
und  sich  daher  so  verhält,  wie  bei  einer  abwickelbaren  Fläche,  einem  Torsus 
(Nr.  161),  jede  Erzeugende. 
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177  Es    liegen    zwei    Kurven    von    den    Ordnungen  n^,  n^   vor^   deren 

Elemente  eindeutig  aufeinander  bezogen  sind.  Wir  fragen  nacb  der 
Regell]  äcbe  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte.  In  einem 
Ebenenbüscbel  entsteht  eine  Korrespondenz  [n^.n^,  wenn  solche  Ebenen 
zugeordnet  werden,  welche  nach  entsprechenden  Punkten  gehen.  Die 
%  +  ^2  Koinzidenzen  lehren,  daß  von  so  vielen  Paaren  entsprechen- 
der Punkte  beide  Punkte  und  ihre  Verbindungslinie  in  eine  Ebene 
des  Büschels  fallen,  also  letztere  die  Axe  trifft-,  die  Regelfiäche  ist 
vom  Grade  n^  -\-  n^. 

Die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte 
zweier  eindeutig  bezogener  Kurven  von  den  Ordnungen 
n^,  n^y  dual  die  Schnittlinien  entsprechender  Tangential- 
ebenen zweier  eindeutig  bezogener  Torsen  von  den  Klassen 
n^^n^  erzeugen  eine  Regelfläche  vom  Grade  n^-\- n^,  bzw. 
n^  -\-  n^. 

Jedes  etwa  vorhandene  sich  selbst  entsprechende  Element  (Punkt, 
Ebene)  vermindert  den  Grad  um  1. 

Liegen  die  beiden  Kurven  in  der  nämlichen  Ebene,  so 
umhüllen  die  Verbindungslinien  eine  Kurve  von  der  Klasse 
n^-\-n2y  und  die  Schnittpunkte  entsprechender  Tangenten 
erzeugen,  wenn  n^jVi^  die  Klassen  sind,  eine  Kurve  von  der 
Ordnung  n/+>^/  (Nr.  167). 

Fügen  wir  noch  eine  dritte  Kurve  von  der  Ordnung  n^  und 
der  Klasse  n^  in  derselben  Ebene  hinzu,  welche  auch  eindeutig  auf 
die  früheren  bezogen  ist,  so  kann  man  fragen,  wie  oft  drei  ent- 
sprechende Punkte  in  gerader  Linie  liegen  oder  drei  entsprechende 
Tangenten  in  einen  Punkt  zusammenlaufen. 

Wir  wollen  den  zweiten  FaU  nehmen.  Auf  einer  Tangente  der 
ersten  Kurve  seien  dann  die  beiden  Schnitte  mit  den  entsprechenden 
Tangenten  zugeordnet  und  aus  einem  Pimkte  0  der  Ebene  projiziert, 
so  ergeben  die  beiden  Kurven  von  den  Ordnungen  n^  -j-  Wg',  n^  -f  n^ 
die  im  Büschel  0  entstehende  Korrespondenz  (n^  -f-  n^^  n^  -{-  n^) ;  von 
ihren  Koinzidenzen  sind  w^'  die  Tangenten  aus  0  an  die  erste  Kurve, 
die  übrigen  gehen  nach  den  gesuchten  Konkurrenzpunkten. 

Bei  drei  eindeutig  bezogenen  Kurven  derselben  Ebene 
von  den  Ordnungen  %,  n^y  %  und  den  Klassen  n^,  n.^y  %' 
liegen  (n^-\- n2-\- n^-mol  entsprechende  Punkte  in  gerader 
Linie  und  sind  (%'+ Wg' +  ^^3')-mal  entsprechende  Tangenten 
konkurrent. 

Bei  den  Kurven  {n^,  w/)  und  (wg,  n^)  derselben  Ebene 
sind  (n^-\- n^)-mQ>\  ein  Punkt  der  ersten  und  die  entsprechende 
Tangente  an  die  zweite  Inzident. 
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Die  Kurve,  von  der  Klasse  )i^  -f  n^,  der  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  lehrt  uns,  daß  auf  einer  beliebigen  Gerade  l  durch 
die  Schnitte  einer  Tangente  der  zweiten  Kurve  und  der  Verbindungs- 
linie ihres  Berührungspunktes  mit  dem  entsprechenden  Punkte  der 
ersten  eine  Korrespondenz  [?^i -|- "o;  ^sT  entsteht;  von  den  Koinzi- 
denzen sind  ^2  d^e  Schnitte  der  l  mit  der  zweiten  Kurve,  die  übrigen 
R^  -f  n^    beweisen  die  Behauptung. 

Wenn  eine  Kurve  von  der  Ordnung  n^  uud  eine  Regel- 
fläche vom  Grade  n^  in  eindeutiger  Beziehung  ihrer  Ele- 
mente stehen,  so  umhüllen  die  Verbindungsebenen  entspre- 
chender Punkte  und  Geraden  einen  Torsus  von  der  Klasse 
"i  +  W2'. 

Denn  der  Kegel  Uj^^"^  Ordnung,  der  die  Kurve  aus  einem  beliebigen 
Punkte  0  projiziert,  und  der  Kegel  yt^^^"^  Klasse  aus  0  an  die  Regel- 
fläche, der  eingehüllt  wird  von  den  Ebenen,  welche  0  mit  den  Erzeu- 
genden verbinden,  befinden  sich  auch  in  eindeutiger  Beziehung;  also 
fällt  (??!  +  n^')-mal  eine  Kante  des  ersteren  und  der  Punkt  der  Kurve, 
nach  dem  sie  geht,  in  die  Ebene  nach  der  entsprechenden  Gerade  der 
Regelfläche. 

Analog  liefern  ein  Torsus  von  der  Klasse  n^'  und  eine  Regel- 
fläche vom  Grade  n^j  die  in  eindeutiger  Beziehung  stehen,  durch  die 
Schnitte  entsprechender  Ebenen  und  Geraden  eine  Kurve  von  der 
Ordnung  n^'  -f-  n^ . 

Befinden  sich  eine  Kurve  von  der  Ordnung  n^  und  ein 
Torsus  von  der  Klasse  n^  in  eindeutiger  Beziehung,  so  fällt 
(Wi-f  ?22')-mal  ein  Punkt  der  Kurve  in  die  entsprechende 
Ebene  des  Torsus. 

Der  Fall  einer  ebenen  Kurve  ist  schon  erledigt;  denn  bei  ihr  han- 
delt es  sich  nur  um  den  Schnitt  des  Torsus  mit  ihrer  Ebene.  Es  sei 
%'  die  Klasse  der  Raumkurve  oder  ihres  Schmiegungsebenen -Torsus. 
Die  beiden  Torsen  erzeugen  eine  Regelfläche  vom  Grade  n^' -{-  n^,  die 
eindeutig  auf  sie  und  die  Kurve  bezogen  ist;  daher  umhüllen  die 
Verbindungsebenen  ihrer  Geraden  mit  den  entsprechenden  Punkten  der 
Kurve  einen  Torsus  von  der  Klasse  n^  -\-  n^  -f-  n^.  Diese  Verbindungs- 
ebenen sind,  wofern  die  verbundenen  Elemente  nicht  inzidieren,  die 
Schmiegungsebenen  der  Kurve,  deren  Torsus  die  Klasse  n^  hat;  folg- 
lich treten  n^  -f  n^'  solche  Inzidenzen  ein,  welche  dann  je  einen  Ebenen- 
büschel liefern.  Jede  sagt  aus,  daß  ein  Punkt  der  Kurve  auf  die 
entsprechende  Ebene  des  gegebenen  Torsus  fällt. 

Man  kann  auch,  wenn  r^  der  Rang  der  Kurve  ist,  die  abwickel- 
bare Regelfläche  y\^''  Ordnung  ihrer  Tangenten  benutzen;  die  Schnitt- 
punkte ihrer  Erzeugenden  mit  den  entsprechenden  Ebenen  des  Torsus 
geben  eine  Kurve  von  der  Ordnung  r^  -\-  n^.  Wir  stellen  dann  in  einem 
Ebenenbüschel    die   Korrespondenz  \r^  -\-  n^ ,  n^  her,   in   welcher  die 
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Ebenen  zugeordnet  sind,  die  nacli  einem  Punkte  der  gegebenen  Kurve 
und  nach,  dem  entsprechenden  dieser  neuen  Kurve  gehen;  r^  der  Koin- 
zidenzen rühren  von  den  Tangenten  der  ersteren  her,  welche  die 
Büschelaxe  treffen;  die  andern  bevreisen  die  Behauptung. 

Wenn  drei  Kurven  von  den  Ordnungen  n^,  n^,  %  gegeben 
sind,  die  in  eindeutiger  Beziehung  stehen,  so  umhüllen  die 
Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  einen  Torsua  von 
der  Klasse  n^-\-  n2-\~  n^. 

Wir  haben  zunächst  durch  die  beiden  ersten  Kurven  eine  Regel- 
fiäche  vom  Grade  %  +  Wg  und  durch  diese  und  die  dritte  Kurve  den 
Torsus. 

Tritt  nun  noch  eine  vierte  Kurve  von  der  Ordnung  ^^  hinzu, 
auch  auf  jene  eindeutig  bezogen,  so  ist  sie  auch  auf  den  Torsus  ein- 
deutig bezogen,  den  die  drei  ersten  liefern;  also  fällt  (n^-\-n2  +  %  -f  %)- 
mal  ein  Punkt  auf  ihr  in  die  entsprechende  Ebene  des  Torsus,  d.  h. 
mit  den  drei  entsprechenden  Punkten  auf  den  andern  Kurven  in  eine 
Ebene. 

Bei  vier  eindeutig  bezogenen  Kurven  von  den  Ordnungen 
%?  ^2;  '^sy  *^4  fallen  (n^-}- n^-i- ng-\- n^)-^.^!  entsprechende  Punkte 
in  dieselbe  Ebene. 
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178  Das    Charakteristische    für    eine    solche    Korrespondenz 

[n,  wj,  Vielehe  eine  Projektivität  zweier  Involutionen  w*®"" 
und  n^^'''^  Grades  ist  (Nr.  169,  171),  besteht  darin,  daß  die  n^ 
Elemente  des  zweiten  Gebildes  ?%,  die  einem  Elemente  von 
u  entsprechen  und  in  %  eine  Gruppe  der  Involution  w^*®'' 
Grades  bilden,  sämtlich  auch  jedem  der  n—1  übrigen  Ele- 
mente von  II  korrespondieren,  welche  die  Gruppe  der  Invo- 
lution n^"""^  Grades  vervollständigen,  zu  der  jenes  Element 
gehört. 

Ermitteln  wir  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  Korrespondenz 
[2,  2]  eine  solche  Projektivität  wird,  und  sehen  wir  zunächst  zu,  was 
eintritt,  wenn  wenigstens  einmal  zwei  Elementen  von  w,  mit  den  Para- 
metern x'j  x' y  dieselben  beiden  Elemente  in  u^  entsprechen.  Die 
Korrespondenzgleichung,  nach  x^  geordnet,  ist: 

Die  Gleichungen  in  x^,  welche  sich  ergeben,  wenn  x  oder  x"  für  x 
eingesetzt   wird,   sollen   dieselben  Wurzeln  haben;   das   erfordert,   daß 


«) 
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die  Koeffizienten  der  einen  denen  der  andern  proportional  sind: 

«22  ^' '  4-  «1 2  •^'  +  «03         a22  a?"  *  +  «1 2  a;"  -|-  «q,  ^ 

«20  ^''+«10  ^'+«00    ^     «20^''"+  «10  ^''+«00  . 
«22  ^'  ^  +  «1 2  ^'  -f  «02  «22  ^"  *  +  «1 2  ^"  H-  «02 

Wenn  die  Nenner  entfernt  und  alles  nach  links  gebracht  wird,  so 
lassen  sich  beide  Gleichungen  mit  x  —  x"  dividieren,  was  erlaubt  ist, 
da   x'>x"\  es  ergibt  sich: 

^x  I  («11 0^22  -  «12  «2l)  ^'^"  +  (^'OI  ^^22  -  «02  «2l)  {^'  +  '^'H  +  («Ol  «12  "  «02  «u)  =  ^r 
I  («1 0  «22  —  «12  «2o)  ^'  ^"  +  («00  «22  "  «02  «2o)  (^'  +  '^")  +  («00  «12  "  «02  «lo)  =  ^' 

Je  nachdem  x'  oder  x    eliminiert  wird,  erhiilt  man: 

(«22^'^  H-  a^^x   +  ao2)z/  =  0, 

ia^^x"  2  +  «12  x'  +  «02)  z/  =  0, 
worin: 

I  «00^  «Ol?  «02 

^  ^    I    «107     «117     «12 
!    «207    «217    «22 

ist.  Folglich  sind  entweder  die  beiden  Klammern  null:  oder  z/  =  0. 
Im  ersteren  Falle  werden  die  Gleichungen  a)  dadurch  befriedigt,  daß 
beide  Seiten  c»  werden;  damit  wird  die  gewünschte  Proportionalität 
nicht  erfüllt:  da  diese  aber  vorausgesetzt  wird,  so  muß  z/=0  sein. 
Ist  das  aber  der  Fall,  so  sind  die  Koeffizienten  der  einen  Gleichung  §>) 
zu  denen  der  andern  Gleichung  proportional;  denn  die  beiden  Propor- 
tionen, welche  dies  ausdrücken,  lassen  sich  leicht  in  z/  =  0  umformen. 
Die  beiden  Gleichungen  sind  also  nicht  verschieden.  Jedes  von  den  oo^ 
Wertepaaren  .r',  x" ,  welches  der  einen  genügt,  genügt  auch  der  andern: 
aus  den  beiden  /3)  folgen  aber  rückwärts  die  a),  und  aus  diesen  folgt, 
daß  zwei  solche  x ,  x'  zu  denselben  Wurzeln  der  Gleichung  in  x^ 
führen.  Die  eine  Gleichung  /3\  etwa  die  obere,  die  allein  notwendig 
ist,  ist  nun  in  bezug  auf  x\  x"  bilinear  und  symmetrisch;  damit  ist 
gesagt,  daß  die  zugehörigen  Elemente  in  u  eine  Involution  durch- 
laufen; und  die  beiden  Elemente  von  u^^  die  je  zwei  so  zusammen- 
gehörigen Elementen  entsprechen,  erzeugen  auch  eine  Involution,  deren 
Relation  man  erhält,  wenn  man  in  der  obigen  Betrachtung  die  beiden 
Gebilde,  also  vordere  und  hintere  Zeiger,  x  und  x^,  vertauscht;  dadurch 
ergibt  sich: 

(«11«22  -  «21«12)^/^l"  +  («10«2-2—  «20«12)  0^/+  ^\'0  +  («10«21  — «20«ll)  =  ^' 

Somit  ist 

z/  =  0 
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die  Bedingung  dafür,  daß  eine  Korrespondenz  [2,  2]  mit  der 
obigen  Yerwandtschaftsgleichung  eine  Projektivität  von 
zwei  Involutionen  ist^).  Da  nur  eine  Gleichung  zu  erfüllen  ist, 
so  ist  es  eine  einfache  Bedingung;  wie  wir  sofort  noch  auf  eine 
andere  Weise  erkennen  werden.  Wir  gingen  davon  aus,  daß  einmal 
zwei  Elementen  des  einen  Gebildes  dieselben  zwei  im  andern  ent- 
sprechen; das  erforderte  Zl  =  0,  und  daraus  folgte,  daß  es  im  ersten 
Gebilde  oo^  solche  Paare  gibt,  die  eine  Involution  bilden;  zu  jedem 
Elemente  gehört  dann  ein  anderes,  das  mit  ihm  dieselben  entsprechen- 
den Elemente  hat.     Also: 

Wenn  einmal  bei  einer  Korrespondenz  |2,  2]  zwei  ver- 
schiedenen Elementen  des  einen  Gebildes  dieselben  zwei 
Elemente  im  andern  korrespondieren,  so  korrespondieren 
durchweg  die  beiden  einem  Elemente  des  einen  Gebildes 
entsprechenden  Elemente  des  andern  demselben  zweiten 
Elemente  jenes  Gebildes:  es  liegt  Projektivität  zweier  Invo- 
lutionen vor. 

Wird  auf  jeden  der  Parameter  x  und  x^  in  der  Verwandtschafts- 
gleichung  eine  lineare  Substitution  angewandt,  wodurch  die  neuen 
Koeffizienten  «22,  .  •  .  lineare  Funktionen  der  alten  und  quadratische 
Funktionen  sowohl  der  Koeffizienten  a,  ß,  y,  d  der  einen  Substitution, 
als  derjenigen  a^y  ß^y  y^,  d^  der  andern  werden,  so  ergibt  sich: 


die  Invariantenrelation  für  z/. 

Das    anschaulichste    Beispiel    einer    solchen    Projektivität   zweier 
Involutionen  erhält  man,  wenn  man  zwei  Kegelschnitte  mit  projektiven 
Strahlenbüscheln  bzw.  schneidet. 
179  Auf   zwei  Geraden  u    und  u^    wird    durch   die  Tangenten 

eines  Kegelschnitts  K  eine  Korrespondenz  [2,  2]  hervor- 
gerufen. Wenn  aber  einmal  die  von  zwei  Punkten  auf  u  an 
K  gelegten  Tangenten  die  Gerade  u^^  in  den  nämlichen  zwei 
Punkten  treffen,  so  gibt  es  auf  u  eine  Involution  von  Punkte- 
paaren, der  auf  u^  eine  solche  Involution  projektiv  zugeord- 
net ist.  Die  beiden  Geraden  sind  dann  konjugiert  in  bezu^ 
auf  ^,  als  Diagonalen  von  einem  und  dann  00^  dem  Kegelschnitte 
umgeschriebenen  Vierseiten,  Und  umgekehrt,  aus  der  Konjugiert- 
heit  folgt  diese  Eigenschaft. 

Ebenso,  wenn  von  zwei  Punkten  U,  ZJj  einer  ebenen  Kurve 
3.  Ordnung  zwei  Strahlenpaare  ausgehen,  deren  vier  Schnitt- 
punkte   auf  der   Kurve    liegen,    so    gehören    diese    Paare    zu 


1)  de  Jonquieres,  Melanges  de  Geometrie  pure  (Paris  1856),  S.  163. 
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zwei  projektiven  Involutionen  2.  Grades,  für  deren  ent- 
sprechende Paare  dies  durchweg  gilt.  Die  Kurve  ist  das 
Erzeugnis  projektiver  Involutionen  in  halb  perspektiver 
Lage  (Nr.  176). 

Hat  ü'  dieselbe  Bedeutung  wie  dort,  so  bilden  auch  JJÜ'  ^  IJü^ 
mit  der  Tangente  in  ü  und  U^U' ^  UU^  mit  der  Tangente  in  ü^ 
zwei  solche  Paare;  woraus  folgt,  daß  die  beiden  Tangenten  sich  auf 
der  Kurve  schneiden  und,  nach  der  Terminologie  bei  den  ebenen 
Kurven  3.  Ordnung,   U,   TJ^  konjugierte  Punkte  der  Kurve  sind. 

Und  umgekehrt,  aus  konjugierten  Punkten  wird  die  Kurve 
durch  projektive  Involutionen  erzeugt. 

Eine  Involution  vom  Grade  n^  hat  (Nr.  136)  '2{n^—  1)  Doppel- 
elemente; darnach  scheint  die  Projektivität  zweier  Involutionen  n^^^ 
und  n^^  Grades  weniger  Doppel elemente  zu  haben,  als  ihr  als  Kor- 
respondenz [w,  n^  zukommen.  Jedes  dieser  Doppelelemente  ge- 
hört aber  zu  n  Yerzweigungselementen,  nämlich  zu  allen  n  Ele- 
menten derjenigen  Gruppe  der  Involution  n^""^  Grades,  welche  der  das 
Doppelelement  enthaltenden  Gruppe  der  andern  Involution  entspricht; 
also  zählt  dieses  ??-fach  und  es  ergibt  sich  die  richtige  Anzahl  2n{n^—  1). 

Daraus  folgt  für  eine  durch  zwei  projektive  (gemeine)  In- 
volutionen erzeugte  Kurve  4.  Ordnung  die  besondere  Eigen- 
schaft, daß  von  den  vier  Tangenten,  die  von  einem  der  beiden 
Doppelpunkte  ausgehen,  zweimal  zwei  Berührungspunkte 
auf  einem  Strahle  durch  den  andern  liegen;  und  ähnliches 
gilt  für  konjugierte  Punkte  der  Kurve  3.  Ordnung. 

Spezialisieren    wir    den    Satz    von    Nr.    164    über    die    gemein-  180 
samen    Paare    zweier    Korrespondenzen    zwischen    denselben    Gebilden 
für  n  =  n^  =  1,  so  haben  wir: 

Es  gibt  bei  einer  Korrespondenz  \n,  wj  n  +  %  Paare  von 
Elementen,  die  zugleich  in  einer  Projektivität  zwischen  den 
nämlichen  Gebilden  entsprechend  sind. 

Die  Elimination  der  einen  Variabein  aus  der  Korrespondenzglei- 
chung und  der  bilinearen  Relation  der  Projektivität  führt  zu  einer 
Gleichung  vom  Grade  n  -f  n^  in  der  andern,  aus  der  dieser  Satz 
auch  folgt. 

Zwischen  zwei  Regelscharen  (auf  verschiedenen  Trägerflächen) 
entsteht  eine  Korrespondenz  [2,  2],  wenn  die  einander  schneidenden 
Geraden  zugeordnet  werden. 

Daher  gibt  es  bei  zwei  projektiven  Regelscharen  vier 
Paare  sich  schneidender  entsprechender  Geraden. 

Liegen  die  beiden  Gebilde  ineinander,  so  gibt  es  n  -f  %  Paare 
entsprechender  Elemente  der  Korrespondenz,  die  in  der  Projektivität 
in  dem  einen  Sinne,  und  n  -f  n^  Paare  entsprechender  Elemente,   die 
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in  ihr  im  andern  korrespondieren.  Ist  aber  die  Projektivität  involu- 
toriscli,  so  gilt: 

Zwei  ineinander  liegende  Gebilde,  welche  in  einer  Kor- 
respondenz [w,  n^]  stehen,  haben  n  +  %  Paare  entsprechender 
Elemente,  welche  zugleich  in  einer  auf  dem  Träger  befind- 
lichen Involution  gepaart  sind. 

Befinden  sich  die  beiden  Gebilde  auf  einem  Kegel- 
schnitte K  (auf  den  sie  eventuell  von  andern  Trägern  durch  Pro- 
jektion und  Schnitt  übertragen  sind),  so  lehrt  dieser  Satz,  weil  ein 
Strahlen büschel  eine  Involution  einschneidet: 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  umhüllen 
eine  Kurve  ^  von  der  Klasse  n -\- n^]  wir  woUen  sie  die  Direk- 
tionskurve der  Korrespondenz  nennen.  Der  bei  der  Projektivität 
sich  ergebende  Direktions -Kegelschnitt  wurde  in  Nr.  106  erhalten. 

Die  von  einem  Punkte  des  K  ausgehenden  Tangenten  der  ^  ver- 
binden ihn  mit  den  n^  in  dem  einen  Sinne  und  den  n  im  andern 
Sinne  entsprechenden  Punkten. 

Die  [Uy  n^\  auf  K  ruft  in  einem  Strahlenbüschel  0  eine  Korre- 
spondenz [2^,  2n^]  hervor,  in  welcher  nach  entsprechenden  Punkten 
gehende  Strahlen  entsprechend  sind.  Ihre  2(n  +  n^)  Koinzidenzen 
sind  die  n  +  n^  Tangenten  der  Direktionskurve  aus  0  und  die  n-\-n^ 
Strahlen  nach  den  Koinzidenzen  der  [w,  wj. 

Verallgemeinern  wir.  Die  Korrespondenz  [>^,  %]  liege  auf 
einer  unikursalen  Kurve  m}^^  Ordnung,  so  entsteht  durch 
die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  eine  liegel- 
fläche  vom  Grade  (^ -j- %)(m  —  1),  die  in  eine  Kurve  von  dieser 
Klasse  ausartet,  wenn  die  C"'  eine  ebene  Kurve  ist.  Denn  die  in 
einem  Ebenenbüschel  hervorgerufene  Korrespondenz  [mn,  mn^]  erhält 
n  -\-  n^  Koinzidenzen  durch  die  gegebene  Korrespondenz,  deren  An- 
zahl auch  n  -\-  n^  ist,  weil  der  Träger  unikursal  ist,  also  zwischen 
ihm  und  etwa  einem  Kegelschnitte  eine  eindeutige  Beziehung  her- 
gestellt werden  kann  (Nr.  163),  durch  welche  die  Korrespondenz  in 
eine  ebensolche,  ihre  Koinzidenzen  in  deren  Koinzidenzen  übergeführt 
werden.  Die  {n-\-nj)(m  —  1)  übrigen  Koinzidenzen  im  Ebenenbüschel 
weisen  auf  ebensoviele  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  hin, 
welche  die  Axe  des  Büschels  treffen,  was  den  Grad  der  erzeugten 
Regelfläche  gibt. 

Kehren  wir  zum  Kegelschnitte  K  als  Träger  zurück. 

Durch  jeden  der  2n{n^  —  1)  +  ^n^in  —  1)  Verzweigungspunkte 
der  Ißy  %]  auf  K  gehen  zwei  unendlich  nahe  Tangenten  an  ^;  also 
sind  sie  Punkte  der  Direktionskurve. 

Der  Direktions -Kegelschnitt  einer  Projektivität  auf  K  berührt 
diesen  in  den  beiden  Koinzidenzen  (Nr.  107).  Entsprechendes  gilt 
hier.     Es  sei  C  ^  D^   ein  Punkt  auf  K,  der  einem  der  n  -\-  n^  Koin- 
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zidenzpiinkre  sehr  nahe  ist.  Von  den  n^  in  dem  einen  Sinne  ent- 
sprechenden Punkten  ist  einer,  Q,  ihm  sehr  nahe:  ebenso  von  den 
n  im  andern  Sinne  entsprechenden  ist  wiederum  einer  D  sehr  nahe. 
Es  gehen  also  von  ihm  die  beiden  einander  nahen  Tangenten  CC^, 
jDj I'  an  die  Direktionskurve  und  n  -\-  n^—  2  weitere.  Wenn  wir  den 
Punkt  dem  Koinzidenzpunkt  immer  mehr  nähern,  so  nähern  sich  jene 
beiden  Tangenten  einander  und  der  Tangente  des  Koinzidenzpunktes 
an  K:  ihr  Schnittpunkt  wird  ein  Punkt  von  ^  und  seine  Tangent© 
an  diese  Kurve  ist  die  von  K. 

In  den  n -\- n^  Koinzidenzen  berührt  die  Direktionskurve 
den  Träger-Kegelschnitt. 

Die  Verzweigungspunkte  und  die  Koinzidenzpunkte  sind  aber  die 
einzigen  Punkte,  welche  K  und  £  gemeinsam  haben;  folglich  ergibt 
sich  als  Ordnung  von  ^: 

i{2w(72i-  1)  +  2n,{n  -  1)  +  2(w  +  n^)]  =  2nn^, 

also  2,  wenn  n  =  )i^=  1 . 

Wenn  eine  der  Zahlen  n,  Wj,  etwa  n^=  1  ist,  dann  ist  der  Tan- 
gentenbüschel  von  ^  eindeutig  auf  die  „eindeutige'^  Punktreihe  von  K 
bezogen,  also  ^,  wie  Ky  vom  Geschlechte  0. 

Bei  ineinanderliegenden  Gebilden   liegt   die  Möglichkeit  involuto-  181 
risch,  d.  h.  in  beiderlei  Sinne  einander   entsprechender  Elemente  vor. 
Bei    der    Projektivität  n  =  n^  =  1  ergab  sich,   daß    ein  solches  —  im 
allgemeinen    nicht    vorhandenes    —    in volu torisches    Paar    sofort    die 
ganze  Beziehung  involutorisch  macht.     Jetzt  ist  es  anders. 

Der  Träger  der  Korrespondenz  sei  eine  Gerade  w^  aus  zwei 
Punkten  0\  0"  (in  einer  Ebene  durch  u)  projizieren  wir  und  zwar 
die  erste  Punktreihe  aus  0\  die  andere  aus  0"\  die  Strahlenbüschel 
kommen  selbst  in  eine  Korrespondenz  [w,  n^  und  erzeugen  eine  Kurve 
von  der  Ordnung  n  +  ^hy  ^^®  ^  T^um.  n-,  0'  zum  w^- fachen  Punkte 
hat.  Ist  nun  I"",  Z  ein  involutorisches  Paar  auf  ^*,  so  liegt  sowohl 
der  Punkt  X  =  {0'Y,  0"Z\  als  auch  der  Punkt  X^={0'Z,  0"Y) 
auf  dieser  Kurve,  jedes  involutorische  Paar  führt  also  zu  zwei  Punkten 
der  Kurve.  Wir  projizieren  nun  die  erste  Reihe  aus  0",  die  zweite 
aus  0\  wodurch  auf  der  neuen  Kurve  0'  ^^^-fach,  0"  ?i-fach  wird. 
Beide  Kurven  haben  diese  vielfachen  Punkte  und  die  Koinzidenzen 
gemeinsam,  also  noch 

(w  -\-  n^'^  —  2nn^—  {n  -\-  n^)  =  n(n^  —  l)  -{■  ni(7i^  —  1) 

Punkte.  Ist  X  einer  von  diesen,  so  sind  die  Schnitte  von  O'X  und 
0"X  mit  u  entsprechend  in  der  ersten  und  zweiten  Reihe,  aber  auch 
in  der  zweiten  und  ersten;  daher  bilden  sie  ein  involutoi'isches  Paar; 
das  liefert  aber  noch  einen  zweiten  Punkt  X^,  der  auch  den  beiden 
Kurven  gemeinsam  sein  muß. 
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Zwei  ineinanderliegende  Gebilde,  die  in  einer  Korre- 
spondenz [n,  %]  stehen,  haben  -yi(n  —  1)  +  l-n^in^—  1)  involu- 
torische Paare^). 

Ist  der  Träger  ein  Kegelschnitt  K^  so  werden  die  Verbindungs- 
linien dieser  Paare  Doppeltangenten  der  Direktionskurve  ^. 

Die  Flacker  sehen  Formeln  (Nr.  162)  lehren,  daß  die  Klasse 
n  -{-  n^y  die  Ordnung  2w'/^l  und  so  viele  Doppeltangenten  zur  Zahl  0 
der  Wendetangenten  führen;  daß  keine  Wendetangenten  auftreten,  war 
vorauszusehen.  Wenn  n^=  1,  ist  die  Zahl  -}j;n(n  —  1);  so  viele  Doppel- 
tangenten geben  der  ^  von  der  Klasse  n  -j-  1  das  Geschlecht  0. 

Ist  n  =  n-^=  1,  so  ist  die  Anzahl  0;  konjektive  Gebilde  besitzen 
kein  involutorisches  Paar.  Ist  aber  doch  eins  vorhanden,  so  haben 
die  Kurven  {7i  +  %)*®'"  Ordnung,  in  diesem  Falle  Kegelschnitte,  sechs 
Punkte  gemeinsam:  0',  0",  die  beiden  Koinzidenzen  und  die  beiden 
vom  involutorischen  Paare  hemihrenden,  sind  also  identisch,  und  die 
oo^  gemeinsamen  Punkte  geben  soviele  involutorische  Paare. 

182  Wenn  zwei  Korrespondenzen  [^^,  Wj]  und  [?^';  %']  auf  dem  näm- 
lichen Kegelschnitte  K  liegen,  so  haben  sie  erstens  nn^' -\- n^n  ge- 
meinsame Paare  entsprechender  Punkte,  weil  das  ^- deutige  Gebilde 
mit  dem  ?«'- deutigen  denselben  Träger  hat  und  ebenso  das  w^-deutige 
mit  dem  %'-deutigen  (Nr.  164,  180),  und  zweitens  nn  -{-  n^n^  gemein- 
same Paare,  weil  auch  das  f^- deutige  mit  dem  w/- deutigen  und  das 
Wj-deutige  mit  dem  >*'-deutigen  denselben  Träger  besitzt;  die  Verbin- 
dungslinien dieser  Paare  sind  die  gemeinsamen  Tangenten  der 
beiden  Direktionskurven. 

Für  alle  auf  ^  gelegenen  Korrespondenzen  [w,  ^J  ist  das 
(wWj -f  ;^ -f  Wi)-fach  unendliche  System  der  Direktionskurven 
so  beschaffen,  daß  nn^-\-n-\-n^  gegebene  Geraden  von  2'^^^^'^^"^ 
dieser  Kurven  tangiert  werden,  weil  von  den  beiden  Schnitt- 
punkten jeder  dieser  Geraden  mit  K  jeder  zur  /2-deutigen,  der  andere 
zur  w^-deutigen  Punktreihe  gerechnet  werden  kann.  Wenn  aber  n  =  n^ , 
so  ist  mit  2  zu  dividieren,  weil  da  die  beiden  Fälle,  daß  die  einen 
Schnittpunkte  zur  einen,  die  andern  zur  zweiten  Punktreihe  gerechnet 
werden  und  dann  umgekehrt,  sich  nicht  unterscheiden.  Von  den 
Direkt ionskurven  ^  der  oo^  Projektivitäten  auf  K,  oder  von  den 
cx)^  Kegelschnitten,  welche  K  doppelt  berühren  (Nr.  116),  tangieren 
vier  drei  gegebene  Geraden  und  gehen  vier  durch  drei  gegebene  Punkte. 

183  Bei  einer  Korrespondenz  [2,  2]  ineinander  liegender  Gebilde  seien 
«,  /3  die  Parameter  der  Elemente  eines  involutorischen  Paars;  so  ist 
sowohl: 

^ +  ö^io«  +  «01^  -i-  «00  =  ^y 

1)  Emil  Weyr,  Journal  f.  Math.,  Bd.  74,  S.  189. 
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als  auch: 

+  «10/3  4-  «Ol «  +  «00  =  ö, 

daher  durch  Subtraktion  und  Division  mit  cc  —  /3,  welches  ^  0  ist: 

3)  («21  —  012)  ccß^  («20-  «02)  (a  +  /3)  4-  «10  -  öoi  =  0; 

folglich  gehört  das  involutorische  Paar  zu  der  durch  diese  bilineare 
und  symmetrische  Gleichung  definierten  Involution,  welche  die  der 
gegebenen  Korrespondenz  [2,2]  ineinander  liegender  Gebilde 
verbundene  Involution  heißen  möge. 

Umgekehrt,  aus  3)  und  einer  der  Gleichungen  1),  2)  folgt  die 
andere.  Von  jedem  Paare  dieser  Involution  3),  dessen  Elemente  in  [2, 2] 
in  dem  einen  Sinne  entsprechend  sind,  sind  sie  es  auch  im  andern; 
es  ist  ein  involutorisches  Paar.  Deren  hat  die  [2, 2]  zwei  Paare  (Nr.  181), 
während  andererseits  der  [2,  2]  und  der  Involution  vier  Paare  gemein- 
sam sind  (Nr.  180);  also  zählen  die  involutorischen  Paare  der  [2,  2] 
als  gemeinsame  Paare  dieser  Korrespondenz  mit  der  ihr  verbundenen 
Involution  doppelt,  wie  das  ja  zu  erwarten  war. 

Nehmen  wir  an,  die  Kon-espondenz  [2,  2]  habe  drei  involutorische 
Paare  cc^ß^,  «2Ä?  ^hßs  ^^^  zwar  in  allgemeiner  Lage,  d.  h.  nicht  zu 
derselben  Involution  gehörig;  dann  ist  (Nr.  135): 

^'sA,'  «3  +  A.  1 

Für  die  drei  Paare  muß  3)  gelten;  diese  drei  in  «2i~^i2?  «2o~^o2  7 
^10  ~  ^01  linearen  Gleichungen  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
fordern  dann,  daß  die  sfenannten  drei  Größen  0  sind: 

«21  =  «i2>    «20  ^^  ^02?    ^10  ^^  ^01* 

Dann  wird  die  Korrespondenzgleichung  für  die  [^,^]  symmetrisch; 
wir  werden  uns  bald  überzeugen,  daß  es  sich  in  diesem  FaUe  um  eine 
durchweg  involutorische  Korrespondenz  handelt.  Also  drei  be- 
liebige involutorische  Paare  bewirken  eine  solche  Korre- 
spondenz [2,  2],  und  die  verbundene  Involution  ist  nicht  vorhanden 
(oder  unbestimmt). 

Gehören  aber  die  drei  Paare  zur  nämlichen  Involution,  so  hat 
die  Korrespondenz  [2,  2]  mit  dieser  verbundenen  Involution  2  •  3  Paare 
gemeinsam,  oder  die  Gleichung  4.  Grades  (Nr.  180)  sechs  Wurzeln,  ist 
also  eine  Identität,  und  jeder  Parameterwert  führt  zu  einem  gemein- 
samen Paare  der  [2,  2]  und  der  verbundenen  Involution.  Diese  ist 
in  jener  enthalten;  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Korrespondenz 
zerfäUt   in   die  der  Involution  und  einen  zweiten  bilinearen,   aber  im 
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allgemeinen  unsymmetrischen  Faktor,  also  die  Korrespondenz  in  eine 
Involution  und  eine  nicMinvolutorisclie  Konjektivität;  von  den  beiden 
einem  Elemente  zugeordneten  Elementen  ist  ihm  eins  involutorisch^ 
das  andere  nichtinvolutorisch  zugeordnet;  weshalb  man  diese  zerfallende 
Korrespondenz  halbinvolutorisch  nennen  kann. 

Liegt  sie  auf  einem  Kegelschnitte,  so  zerspaltet  sich  die  Direktions- 
kurve 4.  Klasse  in  einen  doppelt  zu  rechnenden  Strahlenbüschel  und 
einen  Kegelschnitt. 

Hiervon  mag  ein  Spezialfall  erwähnt  werden,  in  dem  die  Projek- 
tivität  Identität  wird.     Er  tritt  ein,  wenn 

«22  =  «11  =  %0  =  C),     agi  +  «12  =  0,     6*20  +  %2  =  ^,    <^10  +  «oi  =  ^■ 

Die  Koinzidenzgleichung  wird  dann  eine  Identität:  jedes  Element 
entspricht  sich  selbst.     Die  Korrespondenzgleichung  aber  ist: 

(x^  —  x)  [  a^^xx^  +  «02 (^  +  ^i)  +  «Ol }  =  ^• 

Die  Korrespondenz  zerfällt  also  in  eine  Identität  und  eine  Invo- 
lution: jedem  Element  entspricht  es  selbst  und  das  gepaarte  in  dieser 
Involution. 

Die  Gleichung  der  Verzweigungselemente  ist: 

(67.12  x^  -^2  ^02  X  +  aoi)'-^  =  0 ; 

das  sind  die  Doppelelemente  der  Involution  doppelt  gerechnet. 
184  Wenn    in    einer    Ebene    zwei    Strahlenbüschel    TJy    TJ^    in 

Korrespondenz  [n,  n^  vorliegen,  in  denen  x  und  ^i,  y  und  y^ 
entsprechende  Strahlen  sind,  so  kann  man  solche  Schnittpunkte  wie 
xy^  und  yx^  involutorische  Punkte  nennen,  weil  sie  in  der  Korre- 
spondenz, die  auf  ihrer  Verbindungslinie  entsteht,  ein  involutorisches 
Paar  bilden. 

Zu  jedem  Punkte  xy^  giht  es  nn^  involutorische  Punkte, 
in  denen  die  dem  x  entsprechenden  n^  Strahlen  sich  mit  den  dem  y^ 
entsprechenden  n  Strahlen  schneiden.  Daraus  folgt,  daß  die  involu- 
torischen  Paare  auf  den  Strahlen  eines  Büschels  0  eine  Kurve  von 
der  Ordnung  n n^ -\- n{n  —  1) -\- n^{n^— i)  erzeugen,  auf  welcher  der 
Scheitel  0  ^zw^-fach  ist;  schneidet  man  diese  Kurve  mit  einer  Gerade, 
so  ergibt  sich:  Die  Verbindungslinien  der  Punkte  einer  Ge- 
rade l  je  mit  den  nn^  zugehörigen  involutorischen  Punkten 
umhüllen  eine  Kurve  von  der  Klasse  nn^  -\-n{n  —  1)  +  ^1(^1—  1), 
für  welche  die  Gerade  eine  [?^(>^— 1)  +  ?^i(ni  — 1)] -fache  Tan- 
gente ist. 

Die  zu  den  Punkten  der  l  zugehörigen  involutorischen 
Punkte  erzeugen  eine  Kurve  von  der  Ordnung  ti^ -\- n^^-^  denn 
durch  die  Strahlen  von  U  und  ü^,  welche  den  auf  l  sich  schneiden- 
den Strahlen   von   JJ^  und   TJ  korrespondieren,   entsteht   zwischen   den 
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beiden  Büscheln  eine  Korrespondenz  [n-,  n^^~\.  Einem  Strahle  x  von  ü 
entsprechen  n^^  Strahlen  a\  von  Z7j,  nach  deren  Schnitten  mit  l 
n^  Strahlen  y  von  ü  gehen^  welchen  wiederum  n^-  Strahlen  y^  von  ü^ 
korrespondieren:  und  jedem  y^  entsprechen  ebenso  n-  Strahlen  x.  Durch 
diese  Korrespondenz  [«-,  ;^/]  entsteht  die  gesuchte  Kurve:  ihre  Schnitte 
mit  l  sind  die  n{n—  1)  -\-  '*h{^i~  ^)  Punkte  der  involutorischen  Paare 
auf  /  und  die  Schnitte  der  Kurve  (w  +  n^^^^  Ordnung,  welche  durch 
die  gegebene  Korrespondenz  zwischen   U  und   TJ^  erzeugt  wird. 

§  30.    Involutorische  mehrdeutig  bezogene  Gebilde. 

Bei  vollständig  involutorischen  Gebilden  entsprechen  jedem  Ele-  185 
mente,  mag  es  zu  dem  einen  oder  andern  der  (ineinander  liegenden) 
Gebilde  gehören,  die  nämlichen  Elemente;  also  können  die  beiden 
Zahlen  n,  n^  nicht  verschieden  sein.  Für  involutorische  Gebilde  ge- 
nügt daher  die  Bezeichnung  [n].  xlber  die  Gleichheit  reicht  noch 
nicht  hin.  Wir  haben  z.  B.  beim  Beweise  des  Satzes  über  die  Zahl  nn 
der  Schnittpunkte  zweier  Kurven  (Nr.  161)  eine  Korrespondenz  [ww',«w'] 
zweier  ineinander  liegender  Strahlenbüschel  mit  gleichen  Zahlen  be- 
nutzt, die  jedoch  nicht  involutorisch  ist;  denn  dazu  müßten  die  einem 
X  entsprechenden  Strahlen  x  genau  ebenso  konstruiert  werden,  wie 
die  einem  x  entsprechenden  x-^  aber  beim  Übergang  von  einem  x' 
zu  den  x  Av^erden  die  beiden  gegebenen  Kurven  in  umgekehrter  Weise 
herangezogen,  als  bei  dem  übergange  von  einem  x  zu  den  x.  Liegt 
jedoch  bloß  eine  Kurve  vor  und  werden  in  den  beiden  konzentrischen 
Büscheln  Q  solche  Strahlen  als  entsprechend  angenommen,  welche 
nach  zwei  Punkten  dieser  Kurve  gehen,  die  mit  dem  festen  Punkte  0 
in  gerader  Linie  liegen,  so  ergibt  sich  eine  involutorische  Korrespon- 
denz \ji{n  —  1)]. 

Involutorisch.  sind  die  Korrespondenzen,  weiche  im  Beweise  der 
ersten  PI ücker sehen  Formel  (Nr.  162)  und  in  dem  des  Satzes  von 
Clebsch  (Nr.  163)  herangezogen  werden. 

Involutorisch  ist  ferner,  wie  dort  schon  bemerkt  wurde,  die  Hilfs- 
korrespondenz, welche  wir  in  Nr.  172  bei  der  Ermittelung  der  Anzahl 
der  Doppel-  und  Yerzweigungselemente  einer  [m,  wj  benutzten:  Jedes 
der  beiden  Gebilde  trägt  eine  solche:  das  /?-deutige  u  eine 
involutorische  Korrespondenz  [^^(w—l)],  das  ;?^-deutige  u^ 
eine  \ii{n^—  1)]. 

Heben  wir  diese  „Begleiterinnen",  wie  sie  Thomä  genannt  hat, 
insbesondere  für  den  Fall  [2,  2]  hervor,  wo  sie  beide  [2]  sind:  Die 
beiden  Elemente  des  einen  von  zwei  in  einer  Korrespon- 
denz \2j2'\  befindlichen  Gebilden  u,  w^,  welche  je  demselben 
Elemente  des  andern  Gebildes  entsprechen,  stehen  in  einer 
involutorischen  Korrespondenz  [2]. 

18* 
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In  einer  involutorischen  Korrespondenz  [n]  hat  ein  Ele- 
ment nicht  n  -\-  n^  =  2n,  sondern  nur  n  entsprechende  Elemente; 
diejenigen^  die  ihm  in  einem  Sinne  korrespondieren,  entsprechen  ihm 
auch  im  andern.  Daraus  folgt,  daß  jedes  Verzweigungselement  ein 
solches  in  beiderlei  Sinne  ist.  Es  gibt  also  nur  2n(n—l)  Ver- 
zweigungselemente und  ebensoviele  Doppelelemente,  ihnen 
eindeutig  zugeordnet. 

Dagegen  ist  die  Anzahl  der  Koinzidenzen  2n. 
186  Ein    ebenes    einfach    unendliches    Kegelschnitt- Sjvstem 

liege  vor,  von  welchem  v  Kegelschnitte  durch  einen  Punkt 
gehen,  q  eine  Gerade  berühren;  die  Anzahl  der  Geradenpaare 
und  der  Punktepaare  in  ihm  sei  d,rj. 

Es  ruft  auf  einer  Gerade  eine  involutorische  Korrespondenz  [v] 
hervor,  in  der  die  Schnitte  mit  demselben  Kegelschnitte  entsprechend, 
und  um  einen  Punkt  eine  [^J,  in  welcher  die  Tangenten  desselben 
Kegelschnitts  einander  zugeordnet  sind.  Die  2v  Koinzidenzen  der 
ersteren  kommen  durch  die  q  Kegelschnitte  des  Systems,  welche  die 
Gerade  berühren,  und  die  t]  Punktepaare,  die  als  Punktkurven  Doppel- 
geraden sind,  zustande;  die  2p  der  andern  durch  die  v  Kegelschnitte, 
welche  durch  den  Punkt  gehen,  und  die  d  Geradenpaare,  deren 
„Tangenten^^  den  doppelten  Büschel  um  den  Doppelpunkt  bilden,  so 
daß  von  jedem  Punkte  zwei  vereinigte  kommen. 

Folglich  haben  wir  die  Formeln: 

welche  lehren,  wie  aus  zwei  der  vier  Zahlen,  den  Charakteristiken  v^q 
und  den  Ausartungszahlen  d,  rj  des  Systems,  die  beiden  andern 
berechnet  werden  können. 

Wir  wollen  die  Kegelschnitt-Systeme  betrachten,  die  durch  i  Punkte 
und  4:  —  i  Tangenten  bestimmt  sind,  und  sie  kurz  mit  (4,  0),  (3,1), 
(2,  2),  (1,  3),  (0,  4)  bezeichnen.  Wir  wissen  Bescheid  über  (4,  0\  den 
Büschel,  und  (0,  4),  die  Schar.  Bei  jenem  ist  v  =  1,  ()  =  2,  f)  =  3, 
'»^  =  0;  bei  dieser:  v  =  2,  Q  =  1,  d  =  0^  tj  =  3.  Das  v  für  (3,  1)  ist 
ersichtlich  q  für  (4,  0),  also  2;  da  die  drei  Punkte  nicht  in  gerader 
Linie  liegen,  so  ist  ein  Punktepaar  nicht  möglich;  also  7^  =  0  und 
daher  q  =  4.  Daraus  folgt  ö  =  6;  wir  haben  jedoch  im  System  nur 
drei  Geradenpaare,  deren  Geraden  durch  zwei,  bzw.  einen  von  den  drei 
Punkten  gehen,  während  der  Doppelpunkt  auf  der  gegebenen  Tangente 
liegt;  jedes  derselben  zählt  also  zweifach.  Diese  Zweifachheit  der 
Koinzidenz  wäre  jedoch  nicht  befriedigend  begründet,  wenn  man  sich 
darauf  berufen  wollte,  daß  ein  Strahl  durch  den  Doppelpunkt  des 
Geradenpaars  zwei  vereinigte  Tangenten  repräsentiert.  Wir  umgehen 
die  Schwierigkeit,  indem  wir  nicht  i/,  q  aus  rj,  d  bestimmen,  sondern 
V  aus   dem   vorangehenden  Fall   entnehmen    und   darauf  q    durch   die 
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erste  Formel  bestimmen,  während  die  zweite  uns  dann  eben  lehrt,  wie 
vielfach  die  Geradenpaare  zu  rechnen  sind.  Für  (1,3)  haben  wir 
dual:  v  =  4,  Q  =  2,  Ö  =  0,  7^  =  1>  •  3.  und  in  bezug  auf  {2,  2)  ist 
1/  =  4,  als  Q  von  (3,  1),  und  ()  =  4,  als  v  als  (1,  3).  Die  Formeln 
geben  dann:   ö  =  i]  =  4. 

Das  System  enthält  aber  nur  ein  Geradenpaar,  das  vom  Schnitt- 
punkt der  beiden  Tangenten  nach  den  beiden  Punkten  geht,  und 
ebenso  ein  Punktepaar,  auf  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte 
eingeschnitten  durch  die  beiden  Tangenten.  Beide  Ausartungen  sind 
also  vierfach  zu  rechnen.  Man  ersieht  aus  diesen  verhältnismäßig 
einfachen  Beispielen,  welche  Schwierigkeit  die  Vielfachheit  der  Koin- 
zidenzen bereiten  kann^). 

Kehren  wir  zur  allgemeinen  Betrachtung  zurück.  Wird  in  die  187 
Verwandtschaftsgleichung  einer  involutorischen  Korrespondenz  derselbe 
Wert  einmal  für  x,  das  andere  Mal  für  x^  eingesetzt,  so  muß  sich 
genau  dieselbe  Gleichung  in  x^  im  ersten  Fall,  wie  in  x  im  zweiten 
Falle  ergeben:  die  Verwandtschaftsgleichung  muß  symmetrisch 
in  bezug  auf  x  und  x^  sein,  d.  h.  durchweg  a.j.  =  ö;,.-  sein.  Wegen 
dieser  Symmetrie  wird  die  Verwandtschaft  oft  selbst  symmetrisch  ge- 
nannt: Em.  Weyr  nannte  eine  involutorische  Korrespondenz  [«]  „ein 
symmetrisches  Elementensystem  )i'^^  Grades'^ 

Die  Anzahl  der  Koeffizienten,  deren  Zeiger  /  und  k  verschieden 
sind,  ist  n(^n-\-l):  daher  ist  die  Anzahl  der  wesentlichen  Konstanten 
um  die  Hälfte  dieser  Zahl  kleiner  als  bei  einer  nichtinvolutorischen 
Korrespondenz  [w,  w],   also   gleich  n-  -\-  2n  —  ^n(n  +  1)  =  ^n(n  +  3). 

In  einem  gegebenen  Gebilde  sind  demzufolge  oo-"  "  in- 
volutorische Korrespondenzen  [n]  möglich,  z.B.  00^ Korrespon- 
denzen [2]. 

Durch  %^-w(>?-|-3)  Paare  entsprechender  Elemente  ist  eine 
involutorische  Korrespondenz  [n]  eindeutig  bestimmt. 

Die  Bedingung,  daß  eine  Korrespondenz  [??,??]  zwischen 
ineinander  liegenden  Gebilden  involutorisch  sei,  ist  also 
eine  5-w(>^^- 1) -fache,  z.B.  eine  dreifache,  wenn  n  =  2. 


1)  Ist  das  System  nicht  eben,  so  bedeuten  r,  q  die  Anzahlen  der  Kegel- 
Bclmitte,  welche  eine  Gerade  treffen,  eine  Ebene  berühren.  Dazu  tritt  eine  dritte 
Charakteristik  u,  die  Anzahl  der  Kegelschnitte,  deren  Ebenen  durch  einen  Punkt 
gehen.  Hier  werden  die  Korrespondenzen  in  einem  Strahlenbüschel  und  einem 
Ebenenbüschel  hergestellt  und  solche  Strahlen,  Ebenen  einander  zugeordnet, 
welche  denselben  Kegelschnitt  treffen,  bzw.  berühren.     Man  erhält: 

wo  der  Faktor  2  im  Gliede  2|x  davon  herrührt,  daß  ein  Kegelschnitt,  dessen 
Ebene  durch  den  Scheitel  des  Büschels  geht,  einen  Strahl  desselben  zweimal 
trifft.  Doch  befriedigend  ist  die  Zweifachheit  damit  noch  nicht  bewiesen.  Diese 
Formeln  veröffentlichte  Chasles  in  den  Comptes  rendus,  Bd.  öS,  S.  1173. 
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Den  Grund  für  die  Übereinstimmung  der  Mannigfaltigkeitszalil 
^n(n-\-3)  der  involutorischen  Korrespondenzen  [n]  in  gegebenem  Ge- 
bilde und  der  Kurven  -n^^""  Ordnung  oder  n^""^  Klasse  in  gegebener 
Ebene  werden  wir  bald  erkennen. 

Wenn  von  den  n  Elementen,  welche  dem  Elemente  x  =  0  korre- 
spondieren, zwei  in  dasselbe  Element  ^^  =  0  fallen,  so  müssen  in  der 
Gleichung  n^^"^  Grades  in  x^,  die  für  x  =  0  sich  ergibt  und  zwei 
Wurzeln  0  hat,  die  beiden  untersten  Koeffizienten  a^^  und  a^^  weg- 
fallen; dann  fehlen  sie  auch  in  der  Koinzidenzgleichung,  deren  nie- 
drigste Glieder  2a-^QX  -\-  a^^  sind,  und  diese  hat  auch  zwei  Wurzeln  0; 
also  ist  das  Element  x  =  x^  =  0  eine  doppelte  Koinzidenz.  Der  Para- 
meterwert 0  kann  aber  (durch  lineare  Substitution)  jedem  Elemente 
verschafft  werden;  also: 

Wenn  in  einer  involutorischen  Korrespondenz  [n]  von 
den  einem  Elemente  korrespondierenden  Elementen  zwei 
sich  mit  ihm  vereinigen,  so  ist  dies  eine  doppelte  Koin- 
zidenz^). 

Bei  einer  nichtinvolutorischen  Korrespondenz  [;^,  n^]  ineinander 
liegender  Gebilde  kann  man  diesen  Schluß  erst  dann  machen,  wenn 
mit  dem  Elemente  sowohl  zwei  von  den  in  dem  einen,  als  zwei  von 
den  im  andern  Sinne  entsprechenden  Elementen  sich  vereinigen.  Denn 
in  diesem  Falle  ist  der  Koeffizient  von  x  in  der  Koinzidenzgleichung 
^10  +  ^01  •  -^^  i^^  möglich,  daß  diese  Summe  verschwindet,  ohne  daß 
es  a^Q  und  a^^  einzeln  tun;  aber  das  wird  meistens  schwer  zu  erkennen 
sein.  Die  gemachte  Voraussetzung  bedingt,  neben  a^iQ  =  0,  sowohl 
a^Q  =  0,  als  «Qj  =  0;  wofern  natürlich  dem  Element  wieder  der  Para- 
meter 0  gegeben  ist. 
188  In  Nr.  183  fanden  wir,  daß,  wenn  eine  Korrespondenz  [2,  2] 

ineinander  liegender  Gebilde  drei  involutorische  Paare  be- 
sitzt, die  jedoch  nicht  der  nämlichen  Involution  angehören, 
sein  muß: 

^21  "^  %2;       ^20  "^  ^02?        ^ho  "^  ^01  J 

das  bedeutet,  daß  sie  ganz  involutorisch  ist. 

Bei  einer  involutorischen  Korrespondenz  decken  sich  die  einen 
Verzweigungselemente  mit  den  andern,  und  die  Doppelelemente, 
welche  zu  sich  vereinigenden  Verzweigungselementen  gehören,  tun  es 
ebenfalls. 

Umgekehrt,  für  eine  Korrespondenz  [2,  2]  ineinander  liegender 
Gebilde  hat,  im  allgemeinen,  die  Vereinigung  der  einen  Verzweigungs- 
elemente mit  den  andern  zur  Folge,  daß  sie  involutorisch  ist. 


1)  Damit    könnte    der    Koeffizient   2   in   der   Anmerkung   von   Nr.  186  be- 
gründet werden. 
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Es  bestehen  (Nr.  174)  vier  Projektivitäten  zwischen  den  Reihen 
der  einen  und  der  andern  Verzweigungs-  und  Doppelelemente,  z.  B. 

wo  %^,  'ä  die  zu  A,  A^  gehörigen  Doppelelemente  sind,  usw. 

Setzen  wir  voraus,  daß  die  Yerzweigungselemente  sich  decken 
und  zwar  A^  mit  A.  Sich  deckende  Würfe  sind  projektiv:  von  den 
mit  Ay  anfangenden  Würfen  ist  nur  A^B^C^I)^  zu  AB  CD  projektiv, 
also  kann  nur  dieser  mit  ABCB  sich  decken.  Jedoch  die  Fälle  har- 
monischer oder  -iquianharmonischer  Würfe  von  Verzweigungselementen, 
in  denen  mehr  als  vier  Doppelverhältnisse  gleich  sind,  müssen  aus- 
geschlossen werden. 

Werden  aber  die  genannten  Würfe  ABCD  und  A^B^C^B^  iden- 
tisch, so  fallen,  wegen  der  obigen  Projektiv! tut,  auch  %^,  ^^,  ß^,  ^^ 

auf  51,^:8,(5:,^. 

Zwischen  diesen  acht  Elementen  J.,  .  .  .,  ®,  mit  denen  wir  es 
nunmehr  allein  zu  tun  haben,  bestehen  (Nr.  174,  175)  drei  Involutionen 
von  je  vier  Paaren  und  zwar  so,  daß  in  zwei  Paaren  Verzweigungs- 
elemente stehen,  in  den  andern  entsprechend  die  zugehörigen  Doppel- 
elemente, wie:  AB,  OB,  %SQ,  (^®. 

Wir  überzeugten  uns  ferner  a.  a.  0.,  daß  eine  Involution  von  vier 
Paaren  je  aus  einem  Verzweigungselemente  und  dem  zugehörigen 
Doppelelemente  nicht  bestehen  kann.  Gehörten  etwa  bloß  A%,  B^,  CS 
zu  einer  Involution,  so  würde  doch  B^  mit  zweien  dieser  Paare  nicht 
zu  einer  Involution  gehören. 

Weil  aber  dem  A  in  beiderlei  Sinne  51  entspricht  usw.,  so  sind 
diese  vier  Paare  A%y.,..,  B^  involutorische  Paare,  und  da  unter 
ihnen  sicher  drei  Paare  sich  befinden,  welche  nicht  die  Involutionslage 
haben,  so  folgt,  daß  die  Verwandtschaft  involutorisch  ist. 

Nehmen  wir  nun  an,  daß  ABCB  und  A^B^C^B^  harmonisch 
sind;  dann  bestehen  zwischen  ihnen  acht  Projektivitäten,  von  denen 
jedoch  nur  vier  auch  auf  die  Doppelelemente  sich  erstrecken.  Eine 
der  weiteren  ist:  ABCB  7\  A^B^B^C^.     Wäre  auch: 

ABCB^SS^"^  7\  A,B,B^G^%,Sd^^^^,, 
so  würde  folgen: 

A^  B,  C\  B,  'ä,  «1  ©1  Dl  Ä  A,  B,  D,  Q  ^i  '^i  ® i  ^i ; 

daraus  würde  die  Identität  von  Oj  und  B^,  (5^^  und  D^  folgen,  welche 
nicht  besteht. 

Eine  Vereinigung  von  A^,  B^,  B^,  C^  und  A,  B,  0,  B  wäre 
möglich,  aber  da  die  vollständige  Projektivität  fehlt,  so  würde  ihr 
keine  Vereinigung  der  zugeordneten  Doppelelemente  entsprechen,  die 
Verwandtschaft  wäre  nichtinvolutorisch. 
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Und  ähnliches  gilt,  wenn  die  Yerzweigungswürfe  äquianharmo- 
nisch  sind.  Es  lassen  sich  also  Ausnahmefälle  herstellen,  bei  denen  der 
Umkehrungssatz  nicht  gilt. 

Wir  gehen  von  einer  Korrespondenz  [2,  2]  zwischen  den  Trägern 
u,  u^  aus,  weshalb  sie  [2^2]^^^  heiße,  und  fügen  noch  eine  Projek- 
tivität  n  zwischen  u  und  Wj  hinzu.  Dann  entsteht  auf  jedem  der 
beiden  Träger  eine  Korrespondenz  [2,  2]  und  zwar  [2, 2]^  auf  u 
zwischen  der  ursprünglichen  Reihe  u  und  der  durch  77  aus  u^  hervor- 
gehenden u,  [2,  2]^  auf  u^  zwischen  der  aus  u  durch  77  entstandenen 
u^'  und  der  ursprünglichen  % .  Sind  X  und  X^  durch  [2,  2]^^  ^  ent- 
sprechend und  korrespondieren  ihnen  durch  77  die  X/,  X',  so  sind  X 
und  X'  in  [2,  2\,  Z/  und  X,  in  [2,  2J^^^  zugeordnet.  Für  [2,2]^ 
sind  die  Yerzweigungs-  und  Doppelelemente  in  u  dieselben  wie  für 
[2,  2]^^  ,  während  diejenigen  von  u'  durch  U  ans  denen  von  [2,  2]^  ^^ 
auf  %  sich  ergeben;  und  ähnliches  gilt  für  [2,  2]^^  . 

Wenn  eine  dieser  neuen  Korrespondenzen  involutorisch  wird,  sa 
wird  es  auch  die  andere.  Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  daß  ent- 
sprechende Elemente  X  und  X'  von  [2,  2]^  durch  77  in  entsprechende 
Elemente  X^'  und  X^  von  [2,  2]^^  übergehen,  also  involutorisch  ent- 
sprechende in  ebensolche.  Die  Verzweigungselemente  von  [2,  2\  in  u 
gehen  durch  11  aus  denen  von  [2,  2 1^^  ^^  in  w^  hervor;  wird  [2,  2]^  invo- 
lutorisch, so  werden  diese  Verzweigungselemente  in  u  mit  denen  in  u 
identisch,  d.  i.  den  Verzweigungselementen  von  [2,  2]^  in  u.  11  führt 
die  einen  Verzweigungselemente  von  [2,  2]^^  ^  in  die  andern  über  oder 
ist  eine  der  vier  Projektivitäten,  die  zwischen  ihnen  bestehen. 

Sind  nun  diese  Elemente  harmonisch,  so  bestehe  auch  die  Pro- 
jektivität  ABGB  7\  A^B^D^C^y  die  sich  aber  nicht  auf  die  Doppel- 
elemente erstreckt.  Wir  können  durch  sie  %  in  ii  (auf  u)  überführen 
und  erhalten  eine  Korrespondenz  [2,  2]^^  mit  vereinigten  Würfen  der 
Verzweigungselemente,  während  die  der  Doppelelemente  sich  nicht 
decken;  sie  ist  also  nicht  involutorisch;  und  ähnlich  bei  äquianhar- 
monischen  Würfen.  Folglich  muß  der  ümkehrungssatz  vorsichtiger 
gefaßt  werden. 

Wenn  bei  einer  Korrespondenz  \2y2^^  ineinander  liegender 
Gebilde  die  einen  Verzweigungselemente  mit  den  andern 
sich  decken,  so  ist  sie  involutorisch;  wofern  diese  Elemente 
nicht  harmonisch  oder  äquianharmonisch  sind.  In  diesen  aus- 
geschlossenen Fällen  ist  involutorische  und  nichtinvolutorische  Korre- 
spondenz möglich. 

Bemerken  wir,  daß  auch  getrennte  Verzweigungselemente  voraus- 
zusetzen sind. 

In  dem  Spezialfall  der  nur  halbinvolutorischen  Korrespondenz  von 
Nr.  183  ergab  sich  nur  ein  System  von  Verzweigungselementen,  aber 
nicht  vier  getrennten. 
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Wir  fanden  eben:  Wenn  IT.  eine  der  vier  ausgezeiclineten  Pro- 
jektivitäten  ist,  welche  die  Yerzweigungs-  und  Doppelelemente  von 
[2,  2]^^  ^  auf  dem  einen  Träger  in  die  auf  dem  andern  überführen^ 
so  sind  [2,  2]^^  und  [2,  2]^    involutorisch. 

Dem  X  von  u  seien  durch  [2,  2]^^^^^  auf  u^  entsprechend  Xj 
und  X^,  diesen  durch  iJ^  wiederum  Y  und  Y  auf  «,  welche  also 
dem  X  in  [2,  2]^  entsprechend  sind.  Wegen  des  involutorisehen  Cha- 
rakters der  [2,  2]^  müssen  dann  Y  und  Y  ein  gemeinsames  entspre- 
chendes Element  Y^  in  [2,  2]^  haben,  das  durch  IT.  in  X  übergeht; 
und  Xj,  Xi  sind  dem  Y^  in  der  involutorisehen  Korrespondenz  [2,2]^^ 
zugeordnet. 

Seien  etwa  u,  u^  zwei  Geraden  derselben  Ebene,  so  führt  die 
Projektivität  TT.  zu  einem  Kegelschnitt,  welcher  u,  u^  tangiert,  femer 
die  Verbindungslinien  der  Yerzweigungspunkte  auf  u  mit  denen  ihnen 
in  n.  zugeordneten,  sowie  auch  XY^,   YX^,  YX^. 

Von  den  beiden  Tangenten  «,  w^  geht  die  Korrespondenz  [2,  2]^  ^ 
in  den  Tangentenbüschel  dieses  Kegelschnitts  über,  und  der  Tangente 
XYj  entsprechen  in  dem  einen  Sinne,  d.  h.  insofern  sie  von  X  aus- 
geht, die  von  X^  und  X^  ausgehenden  Tangenten,  und  im  andern 
Sinne,  d.  h.  insofern  sie  von  Y^  ausgeht,  die  von  F  und  Y  kommen- 
den Tangenten,  also  dieselben.  Die  Korrespondenz  im  Tangenten- 
büschel ist  involutorisch,  wie  das  ja  auch  aus  der  Vereinigung  der 
Verzweiguugselemente,  jener  Verbindungslinien  der  Verzweigungs- 
punkte, hervorgeht. 

Im  Tangentenbüschel  jedes  die  beiden  Geraden  u,  u^  be- 
rührenden Kegelschnitts  entsteht  durch  die  Korrespondenz 
[2,  2]  zwischen  deren  Punktreihen  eine  solche  Korrespondenz; 
sie  wird  involutorisch,  wenn  der  Kegelschnitt  durch  eine  der 
vier  Projektivitäten  77,-  entsteht,  welche  die  einen  Verzwei- 
gungspunkte in  die  andern  überführen. 

Eine  Projektivität  zwischen  zwei  ineinander  liegenden  189 
Involutionen  gleichen  Grades  kann  nur  dadurch  involuto- 
risch werden,  daß  diese  Involutionen  identisch  werden.  Denn 
die  Elemente,  welche  einem  Elemente  in  dem  einen  und  dem  andern 
Sinne  korrespondieren,  sind  identisch  und  bilden  andererseits  eine 
Gruppe  der  einen  Involution,  wie  eine  der  andern.  Es  werden  eben 
die  Gruppen  einer  und  derselben  Involution  involutorisch  aufeinander 
bezogen. 

Es  seien  zwei  (gemeine)  Involutionen  /,  I^  projektiv  auf- 
einander bezogen  und  B,  S,  M^,  N^  die  Doppelelemente.  Den  Paaren 
RR,SS,M^M„N,N^  mögen  die  Paare  R^' R^'\  S^'S^'\  JI' M",  N'N'' 
entsprechen.  Deren  acht  Elemente  sind  die  Verzweigungselemente, 
und  in  jeder  der  vier  Projektivitäten  zwischen  ihnen  müssen  zweien, 
die  ein  Paar  bilden,  zwei  ebenso  beschaffene  homolog  sein:  denn  ent- 
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sprächen    etwa    den  Ä'f,  M"  die    E^,  S^\     so   würden  in    der   durch 

die  Doppelelemente  vervollständigten  Projektivität   den  verschiedenen 

Punkten  R,  S  die  identischen  M^,  M^  korrespondieren.  Die  vier  Pro- 
jektivitäten  sind: 

M'M^'N'N''',  RS  A  R,'R,''S,'S,"',  3I,N,     n, 

7\  S,'S,''R,'R,''',N,3I,     n, 

A  S,''S,'R,''R,'',  N,M,.    77, 

Jede  von  ihnen  führt  die  eine  Involution  in  die  andere 
über  und  macht  sie  in  sich  involutorisch.  Dem  Paare  M' M"  von  I 
entspricht  durch  IIj,  die  gegebene  Projektivität  der  1^  I,,  das  Paar 
M^M^  von  ii,  das  durch  U,  in  RR  übergeht:  M'M''  geht  durch  11, 
in  R,'R,"  über,  dem  durch  IIj  das  Paar  RR  entspricht.  Das  ist 
involutorische  Zuordnung  der  Paare  von  1;  und  da  sie  einmal  ein- 
tretend erkannt  ist,  so  geschieht  sie  durchweg.  Wenn  zwei  Paare 
von  /  und  I,  durch  IJ,  zugeordnet  sind,  so  sind  es  die  ihnen  durch 
IJj  zugeordneten  ebenfalls  (im  umgekehrten  Sinne).  Beide  Produkte 
ir^Uj  und  IljH,  bewirken  in  I  (oder  JJ  dieselbe  involutorische  Zu- 
ordnung der  Paare. 

Seien  es  etwa  zwei  Strahleninvolutionen  derselbenEbene; 
die  n,,  .  .  .,  77,  bewirken  dann  vier  Kegelschnitte  ^,,  .  .  .,  ^, 
durch  die  Scheitel.  In  jeden  schneiden  die  beiden  Invo- 
lutionen die  nämliche  Involution,  weil  in  der  77^.  zwei  gepaarten 
Strahlen  der  einen  zwei  der  andern  entsprechen.  Die  Punktepaare 
dieser  eingeschnittenen  Involution  sind  ferner  involutorisch 
zugeordnet;  denn  den  Paaren  xx',  y^y^'  von  1  und  J^,  die  durch 
ein  Punktepaar  auf  dem  Kegelschnitt  ^^  gehen  und  in  77^  einander 
korrespondieren,  entsprechen  durch  77^  die  Strahlenpaare  x,'x,'\  y  y" , 
welche  wiederum  in  77^.  zugeordnet  sind  und  das  nämliche  Punktepaar 
von  ^^  einschneiden,  das  so  jenem  involutorisch  zugeordnet  wird. 

Oder,  lassen  wir  eine  ebene  Kurve  3.  Ordnung  aus  zwei  konju- 
gierten Punkten  0,  0,  (Nr.  179)  durch  projektive  Involutionen  (in 
halbperspektiver  Lage)  entstehen,  so  wird  jeder  der  beiden  Tangenten- 
würfe aus  0,  0,  in  zwei  Paare  der  betreffenden  Involution  zerlegt, 
derartig,  daß  die  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  zweier  ge- 
paarter Tangenten  durch  0,,  bzw.  0  laufen  (Nr.  179)  und  die  Doppel- 
strahlen der  andern  Involution  bilden. 

In  den  vier  Projektivitäten  der  Tangentenwürfe  (der  Verzweigungs- 
strahlen) entsprechen  zwei  gepaarten  Strahlen  zwei  ebenfalls  gepaarte 
und  die  zugehörigen  Verbindungslinien  sind  auch  homolog. 
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Eine  involutorisclie  Korrespondenz  [1]  ist  immer  eine  Involution  190 
2.  Grades. 

Eine  Involution  (;i -f- 1)*'^''  Grades  ist  eine  iuvolutorische 
Korrespondenz  [n],  in  welcher  jedem  Elemente  die  n  übrigen 
Elemente  seiner  Gruppe  zugeordnet  sind;  involutorisch  ist 
sie,  weil  zwei  entsprechende  Elemente  gleichartig  auseinander  her- 
vorgehen. 

DieDoppelelemente  der  Involution,  in  derZahl2n  (^r.  136), 
sind  sowohl  Koinzidenzelemente,  als  auch  Doppelelemente 
der  [«],  als  letztere  je  (??  — l)-fach  zu  rechnen;  denn  die  n  —  1 
übrigen  Elemente  der  Gruppe  sind  je  die  zugehörigen  Verzweigungs- 
elemente. 

Das  Charakteristische,  was  eine  Involution  (>^-j-ly''" Grades 
als  iuvolutorische  Korrespondenz  [;^]  von  den  allgemeinen 
derartigen  Korrespondenzen  unterscheidet,  ist,  daß  irgend 
zwei  einem  Elemente  entsprechende  Elemente  auch  einander 
entsprechen,  so  daß  ein  Element  und  die  »  entsprechenden  einen 
Zyklus  von  n  +  1  Elementen  bilden,  von  der  Art,  daß  aus  jedem  von 
ihnen  die  übrioren  in  orleicher  Weise  hervoro-ehen.  Damit  das  eine 
besondere  Eigenschaft  sei,  muß  n  >  1  sein. 

In  gegebenem  Gebilde  fanden  wir  c»^  iuvolutorische 

Korrespondenzen  [ti],  dagegen  enthält  es  nur  oo-"  Involu- 
tionen ()^  +  ly^^  Grades;  wir  erhalten  sie,  wenn  wir  zwei  gegebene 
Elemente  durch  je  n  Elemente  zu  den  konstituierenden  Gruppen  ver- 
vollständigen. 

Wenn  n  >  1,  so  ist  ^n(ii  +  3)  >  2n. 

Die  von  einem  Kurvenbüschel  n^^""  Ordnung  in  eine  Gerade,  einen 
Kegelschnitt,  eine  unikursale  Kurve  m^'^^'  Ordnung  eingeschnittenen 
involutorischen  Korrespondenzen  sind  Involutionen  vom  Grade  w, 
2n,  mm  i  auf  dieser  Kurve  gelegene  Grundpunkte  erniedrigen  den 
Grad  um  /. 

Untersuchen   wir   die   Bedingung   dafür,   daß   eine   Iuvolutorische  191 
Korrespondenz  [2]  eine  Involution  3.  Grades  ist. 

Die  Korrespondenzgleichung  ist: 

«22 X^X^--\-  a^^XX^  [X  +  X^)  -h  «02  (^^  +  ^1^)  +  «11  ^^1  +  «Ol  (-^  +  ^i)  +  «00  =  Ö 5 

dem  Elemente  x  entsprechen  die  Elemente  x\  x" \  dies  gibt: 

'     X      rr"  —    _  f*L2^''±  «11^  +  ^01         rr'^"  _   «03^'+  «Ol  ^  +  «00  . 
«22^    +  «12^  +  «02  «22  07*-}-  a^^X-Y  «02 

Diese  beiden  Elemente  sollen  aber  auch  einander  entsprechen,  also 
müssen  x\  x\  für  x   und   x^  eingesetzt,   der  Korrespondenzgleichung 
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genügen;  demnach: 

I      «22(^02^^+  0^01^+  ö^oo)^—  0^12(^02^^+  %iX  +  «00)^2^^+  «ll^  +  «Ol) 

+  «02[K2^^+  %l^  +  «01)^-  2K2^^+  «01^  +  OK2^H  «12^  +  «02)] 
+  «11  («02^^  +  «Ol-^  +  0(«22^^+  «12^  +  «02) 

—  aoiK2^^  +  «11^  +  »01)^2^^  +  0^12^  +  0^02) 

+  ö^ooK2^^  +  «12^  4-  0^02)^=  ^; 

wobei  x^-{-  x'^=  (x' -\-  x'y  —  ''Ix' x"  benutzt  wird. 

Dieser  Gleichung  genügt  der  Parameter  jedes  Elements,  dessen 
beide  entsprechenden  Elemente  auch  einander  entsprechen.  Das  gilt 
für  jedes  Koinzidenzelement;  denn  ist  Xq  ein  solches,  so  sind  seine 
entsprechenden  Xq  und  ein  zweites,  und  diese  entsprechen  einander. 
Die  Parameter  der  vier  Koinzidenzelemente  sind  also  die  Wurzeln 
unserer  Gleichung,  und  Elemente,  deren  beide  entsprechenden  einander 
entsprechen  und  die  nicht  Koinzidenzelemente  sind,  —  und  solche 
wünschen  wir  —  gibt  es  im  allgemeinen  nicht.  Die  Koinzidenzglei- 
chung ist  aber  einfacher: 

^22^*  -h  2ai2a^-3  4-  (2^02  +  a^^x*"  +  "ia^^x  +  a^^  =  0; 

diese  linke  Seite  muß  also   in  der  von  I  enthalten  sein.     In  der  Tat 
läßt  sich  I  in  die  Form  bringen: 

I  (0^00^22  +  <^02«ll  ~"  <^01«12         «02) 

X  («22^?^  +  2^12^^  +  (2^02  +  a^^x^  +  2%:r  +  %^  =  0. 

Ist   der   erste   Faktor    nicht   null,   dann    haben    wir    das    eben    ausge- 
sprochene negative  Ergebnis. 

Wenn  aber  ein  Element  vorhanden  ist,  das  nicht  Koinzidenzele- 
ment ist  und  dessen  beide  entsprechenden  Elemente  einander  ent- 
sprechen, so  genügt  sein  x  den  Gleichungen  I  und  I',  aber  nicht  der 
Koinzidenzgleichung.     Das  ist  nicht  anders  möglich,  als  daß: 

II  <^00«22         ^01^12  "l     ^02(^11         «02/  "^  ^ 

ist.     Dann   aber   ist  V  eine  Identität  und  jedes  x  genügt:  jedes  Ele- 
ment hat  diese  Eigenschaft. 

Wenn  also  eine  involutorische  Korrespondenz  [2]  so 
beschaffen  ist,  daß  einmal  ein  —  von  den  Koinzidenzelementen 
verschiedenes  —  Element  zwei  entsprechende  Elemente  hat, 
die  auch  einander  entsprechen,  so  geschieht  dies  bei  jedem 
Elemente.     Die  Bedingung  dafür  ist  IL 

Es  liegt  eine  kubische  Involution  vor. 
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Aus  den  obigen  Gleichungen  für  Summe  und  Produkt  der  beiden 
x',  x"y  welche  dem  x  entsprechen^  ergibt  sich  nämlich: 

xx^xx  +XX  =x{x+x)  +  xx   =       ^«„.4°;,x  +  a„, ' 

a22ic*+ai2^  +  «o2 
Daher  sind  j;,  a?',  ^'''  die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung: 

(«22^^  +  »ig^r  +  a^^if  -  {a.2^^x^  +  («02  -  ö^u)^  -  «oi)?/^ 

+  (-  ai,;r3  +  («02  -  «11)^'  +  «00)^  -  («02^^  +  «01^'  +  ö^oo^)  =  ö- 

Diese  Gleichung  läßt  sich^  wenn  der  II  genügt  wird,  in  folgende 
Form  bringen: 

+  [&i(Co^^  +  Cgo:  +  C3)  —  q(&o^^  +  ?>2  ^  +  ^3)]^" 
+  [feg  (Co^r^  -h  q :r2  4-  f 3)  -  C2  (feo ^'  +  ^1  ^-  +  ^3)]  ^ 
+  PsC^o^^  +  ^1^"  +  ^2^)  —  ^3(^0^^  +  feia:^  +  &2^)]  =  ö. 
Dazu  ist  die  Erfüllung  folgender  sechs  Gleichungen  notwendig: 


^0^1—  ^0^1=  «227 

^1^2 -^1^2  =«11  - 

«02; 

^0f^2-^0^2=«12> 

^1^3-  Cl^3  =  «0n 

^0^3-  ^0^3  =«02, 

^2^3-  ^2  ^^3=  «00- 

Wir  erhalten  aus  ihnen: 

ipQC^-  C^\){\C^-  C^b.^)  4-  (^0^3-  ^0^3X^^2-  ^1^ 

+  (^0^2  —  (^oh){h<^S  -  ^1^3)  =  «00^22  +  «02(«11  "  «02)  "  «01«12- 

Die  linke  Seite  ist  aber  identisch  null;  wenn  also  II  nicht  erfüllt 
wird,  können  unsere  Gleichungen  nicht  zusammen  bestehen.  Wird 
sie  aber  erfüllt,  dann  sind  sie  mit  fünf  Gleichungen  äquivalent;  und 
nehmen  wir  dann  ein  ihnen  genügendes  Lösungssystem  h^^  ...  Cg  (wobei 
man  etwa  noch  die  Vereinfachungen:  1?^=  Cq  und  5^  =  0  eintreten 
lassen  kann,  da  ja  acht  Unbekannte  fünf  Gleichungen  genügen  sollen), 
so  ist  die  Umformung  der  kubischen  Gleichung  bewerkstelligt.  Setzt 
man  dann,  indem  man  noch  sich  aufhebende  Glieder: 

fej  Cj  x^  —  c^  \  x^j  usw. 
in  die  Klammem  einschiebt, 
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so  erhält  man  die  Involutionsgleicliung: 

(h,  -lc,)y^  +  {\  -  lc,)y'  +  {\  -  U,)y  +  (^^3  -  Ic^)  =  0. 

Zu  derselben  Gleichung  führt  die  Definitionsgleichung  von  X,  was 
auch  notwendig  ist,  weil  dieser  Parameter  von  den  drei  Wurzeln 
gleichartig  abhängig  sein  muß. 

Die  Invariantenrelation  für  die  linke  Seite  von  II  ist: 

«00  ^^2^—  «'01  <2+  <2  (^11—  O  =  {  «CO  «22-  «Ol  «12  +  «02  («ll"  «02)  }  '  («  ^  "  /3  vf. 

192  Sind  ein  Kegelschnitt-Büschel  33  und  ein  Strahlenbüschel 

33'  in  derselben  Ebene  gegeben,  so  ruft  jedes  von  den  beiden 
Gebilden  im  andern  eine  involutorische  Korrespondenz  [2] 
hervor,  in  welcher  zwei  Elemente  des  letzteren  einander 
entsprechen,  welche  das  nämliche  Element  des  ersteren  be- 
rühren. Jeder  Kegelschnitt  von  33  berührt  zwei  Strahlen  von  33' 
und  jeder  von  diesen  noch  einen  weiteren  Kegelschnitt  von  33,  welche 
beiden  Kegelschnitte  jenem  zugeordnet  sind.  Ebenso  berührt  jeder 
Strahl  von  W  zwei  Kegelschnitte  von  33  und  an  jeden  derselben 
kommt  noch  ein  zweiter  Strahl  von  33'  als  Tangente;  diese  beiden 
Strahlen  sind  ihm  zugeordnet. 

Die  ausgezeichneten  Elemente  ergeben  sich  folgendermaßen 
Yerzweigungselemente  der  Korrespondenz  in  33  sind  die  drei  Geraden- 
paare a^^,  a^^,  aJ  des  Büschels,  bei  welchen  die  Tangenten  aus  33' 
je  sich  in  den  Strahl  a/,  a2,  a^  nach  dem  Doppelpunkte  vereinigen, 
und  der  Kegelschnitt  a^  von  33,  der  durch  den  Scheitel  von  33'  geht, 
bei  dem  die  Tangenten  aus  33'  sich  in  die  Tangente  a^',  die  im 
Scheitel  berührt,  vereinigen.  Zugehörige  Doppelelemente  sind  die 
zweiten  Kegelschnitte  von  33,  welche  a^,  a^',  a^,  al  berühren.  Koin- 
zidenzelemente sind  die  vier  Kegelschnitte  h^^  \^,  \^,  h^  des  33, 
welche  die  nach  den  Grundpunkten  dieses  Büschels  gehenden  Strahlen 
&i',  ^g?  ^zj  ^i  ^^^  ^'  i^  diesen  Punkten  berühren  und  je  die  einzigen 
Kegelschnitte  von  33  sind,  die  diese  Geraden  tangieren. 

In  der  Korrespondenz  in  33'  sind  diese  vier  Strahlen  ?>^',  ^g',  63', 
hl  die  Yerzweigungsstrahlen  und  zugehörige  Doppelstrahlen  sind  die 
zweiten  Tangenten  aus  33'  an  die  h-^^  \^,  h^^,  h^.  Koinzidenzstrahlen 
hingegen  sind  die  a^',  a^y  a^,  a^. 

Ein  Flächenbüschel  2.  Ordnung  und  ein  Strahlenbüschel  führen 
zu  nichts  wesentlich  Neuem.  Dagegen  erhalten  wir  andere  Ergeb- 
nisse, wenn  ein  Flächenbüschel  2.  Ordnung  33  mit  einem 
Ebenenbüschel  33'  zusammengestellt  wird.  In  jenem  ent- 
steht eine  involutorische  Korrespondenz  [4];  denn  an  jede 
Fläche  des  33  kommen  zwei  Berührungsebenen  aus  33',  von  denen  jede 
noch  zwei  andere  Flächen  des  33  tangiert.  Und  in  33'  entsteht 
eine   involutorische   Korrespondenz    [3];   denn  jede   Ebene   von 
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S&'  wird  von  drei  Flächen  aus  33  berührt,  an  deren  jede  aus  ^'  noch 
eine  zweite  Tangentialebene  kommt. 

Es  seien  er,  Iß,  c^,  dr  die  vier  Kegel  des  Büschels  ^  und  e-,  f^ 
die  beiden  Flächen,  welche  die  Axe  von  33'  berühren,  ferner  a,...8 
die  Ebenen  von  33'  nach  den  Spitzen  der  Kegel,  e,  (p  diejenigen, 
welche  e^,  f-  in  iiiren  Berühningspunkten  mit  der  Axe  tangieren.  Dies 
sind  die  sechs  Koinzidenzen  von  [3]. 

An  die  Grundkurve  4.  Ordnung  von  S  kommen  aus  dem  Büschel 
S5'  acht  Berührungsebenen  (?i, . . .  (?3^);  sie  schneiden  aus  33  Kegelschnitt- 
Büschel  mit  zwei  vereinigten  Grundpuukten;  von  den  drei  Geraden- 
paaren haben  sich  zwei  vereinigt;  seien  nun  s^^,...s^  die  Flächen  von 
33  durch  diese  ,,binäreii''  Geradenpaare  und  t^^,  •  •  •  ^s^  diejenigen  durch 
die  „unären'^;  endlich  6^\...(5^  die  zweiten  Tangentialebenen  aus  W 
an  die  Flächen  S{^ . . .  Es  sind  dann  die  <?i,...  Verzweigungsebenen 
der  Korrespondenz  [3]  und  6^\  . . .  die  zugehörigen  Doppelebenen. 
Aber  diese  Korrespondenz  hat  im  ganzen  2  •  3(3  —  1)  =  12  Paare 
zusammengehöriger  Verzweigungs-  und  Doppelebenen.  Es  gibt  im 
Büschel  33'  ein  Ebenenpaar  ai«2?  dessen  beide  Ebenen  dieselben 
zwei  Flächen  ni^^,  m^^  von  ^  berühren  (während  die  dritten  berührten 
Flächen  verschieden  sind). 

Schneidet  man  den  Büschel  ^'  und  die  Korrespondenz  [3]  in 
ihm  mit  einem  Kegelschnitte  K,  welcher  die  Axe  trifft,  so  sind  zu- 
geordnete Punkte  der  auf  ihm  entstehenden  [3]  die  Schnitte  mit  je  den 
beiden  Tangentialebenen  aus  ^ '  an  eine  Fläche  von  33.  Die  Direktions- 
kurve 3.  Klasse  (Nr.  194)  ist  eindeutig  auf  den  Büschel  S&  bezogen,  daher 
vom  Geschlecht  0  und  hat  eine  Doppeltangente:  diese  Doppeltangente 
kommt  von  dem  Ebenenpaare  a^Uo  her.  Die  zwölf  Verzweigungs- 
punkte auf  K  sind  die  acht  Schnitte  mit  der  Direktionskurve,  welche 
4.  Ordnung  ist,  und  die  beiden  Schnitte  mit  der  Doppeltangente:  jeder 
ein  doppelter  Verzweigungspunkt  und  der  andere  zugehöriger  Doppel- 
punkt. Die  ersten  rühren  her  von  den  Verzweigungsebenen  6^^  .  .  .: 
die  beiden  Ebenen  //j,  Ug  erweisen  sich  als  doppelt  zu  rechnende  Ver- 
zweigungsebenen und  die  andere  ist  jedesmal  zugehörige  Doppelebene. 

Was  die  involutorische  Korrespondenz  [4]  im  Flächenbüschel  S 
anlangt,  so  sind  die  acht  Flächen  s^-,  ...  die  Koinzidenzelemente;  denn 
in  jeder  von  ihnen  vereinigen  sich  zwei  von  den  drei  eine  Ebene  des 
SB'  berührenden  Flächen  von  33. 

Jede  von  den  sechs  Flächen  a^,  .  .  .  p  erhält  aus  dem  Büschel  35' 
zwei  vereinigte  Tangentialebenen  «,  . . .  qp,  also  vereinigen  sich  in  jeder 
der  beiden  weiteren  Flächen  des  ^,  welche  diese  sechs  Ebenen  be- 
rühren, zwei  von  den  entsprechenden  vier  Flächen.  Folglich  sind 
jene   sechs  Flächen  a^,  .  .  .   doppelte  Verzweigungselemente   und   diese 


1)  Indem  wir  den  Rang  8  dieser  Kurve  als  bekannt  voraussetzen. 


288     n.    §  31.  Der  Kegelschnitt  als  Träger.     Zyklische  Korrespondenzen. 

zwölf  Flächen  die  zugehörigen  Doppelelemente.  Ferner  vereinigen  bei 
den  acht  Flächen  t^^  •  •  •  je  zwei  entsprechende  sich  in  5^^,  .  .  .^  so  daß 
die  t^  .  .  .  Verzweigungselemente  sind  und  die  s^^  .  .  .  die  zugehörigen 
Doppelelemente,  mithin  zugleich  Doppel-  und  Koinzidenzelemente. 
Endlich  sind  die  beiden  Flächen  m^^  m^  doppelte  Verzweigungsele- 
mente und  je  die  andere  zugehöriges  Doppelelement.  Damit  sind 
2-6  +  8-[-2-2==24  Paare  von  Verzweigungs-  und  Doppelelementen, 
also  alle  2  •  4(4  —  1)  nachgewiesen. 

§  31.   Der  Kegelschnitt  als  Träger.    Zyklische  Korrespondenzen. 
Ponceletsche  Polygone. 

193  Schneidet  man  einen  Kegelschnitt  Ä^^  mit  den  Tangenten 

einer  Kurve  C^  n^^^  Klasse,  so  ergibt  sich  eine  involutorische 
Korrespondenz  \n\  auf  ihm:  es  entsprechen  jedem  Punkte 
von  K.'^  die  zweiten  Schnitte  der  von  ihm  ausgehenden  n  Tan- 
genten von  G^. 

Wenn  die  zweite  Kurve  ebenfalls  ein  Kegelschnitt  Og  ist,  so  ent- 
steht eine  involutorische  Korrespondenz  [2].  Einen  Spezialfall  davon 
haben  wir  schon  gehabt  (Nr.  116):  C^  befindet  sich  mit  K^  in 
doppelter  Berührung;  wir  erhielten,  daß  dann  G<^  auf  ^^  zwei  pro- 
jektive Punktreihen  hervorruft.  Mit  zwei  solchen  Punktreihen  ist  in 
der  Tat  eine  involutorische  Korrespondenz  [2]  verbunden,  in  ihr  sind 
jedem  Punkte  von  K'^  die  beiden  Punkte  zugeordnet,  welche  ihm  in 
der  Projektivität  in  dem  einen  und  in  dem  andern  Sinne  korrespon- 
dieren, und  die  Korrespondenzgleichung  der  [2]  ist: 

[Xxx^  Ar  lux  -\-  \i  x^  +  v){lx^x  +  \ix^  -f-  ^' x  -f-  v)  =  0, 

welche  ersichtlich  nach  x  und  x^  symmetrisch  ist.  Die  Korrespon- 
denz [2]  zerspaltet  sich  in  die  Projektivität  und  ihre  Umkehrung. 

In  jedem  der  beiden  Berührungspunkte  haben  sich  zwei  Ver- 
zweigungspunkte, die  zugehörigen  Doppelpunkte  und  zwei  Koinzidenz- 
punkte der  [2]  vereinigt. 

Ist  Og  ein  beliebig  zu  ^^  gelegener  Kegelschnitt,  so  ist  die 
Verbindungslinie  der  beiden  einem  Punkte  von  K^  entsprechenden 
Punkte,  welche  durch  die  Tangenten  aus  ihm  an  C^  eingeschnitten 
werden,  im  allgemeinen  nicht  wiederum  Tangente  von  Og,  weil  diese 
Punkte  nicht  einander  entsprechen.  Tangiert  diese  Grerade  aber  bei 
irgend  einem  Punkte  von  IL'^  den  Og,  so  daß  die  verbundenen  Punkte 
entsprechend  werden,  so  tritt  nach  dem  Satze  von  Nr.  191  dies 
durchweg  ein. 

Haben  also  zwei  Kegelschnitte  K^  und  G^  eine  solche 
Lage  zueinander,  daß  es  ein  Dreieck  gibt,  welches  dem  ersten 
ein-  und  dem  zweiten  umgeschrieben  ist,   so  gibt  es  solcher 
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Dreiecke  co^.  Jeder  Punkt  von  K^  ist  Ecke  eines  derselben 
und  jede  Tangente  von  C^  Seite;  die  Tripel  der  Ecken  bilden 
auf  K'^  eine  kubische  Involution,  die  Tripel  der  Seiten  eine 
solche  um  Co.  Dazu  führt  die  duale  Betrachtung,  welche  davon 
ausgeht,  daß  in  dem  Tangentenbüschel  eines  Co  durch  die  Punkte 
einer  Kurve  K"^  n^^  Ordnung  eine  involutorische  Korrespondenz  \n\ 
entsteht,  in  der  zwei  auf  K"  sich  schneidende  Tangenten  von  C^  zu- 
geordnet sind. 

Auf  Kegelschnitte  K^  und  C^  in  der  speziellen  Lage,  daß  sie 
ein  und  dann  oo^  dem  K^  ein-,  dem  C^  umgeschriebene  Dreiecke 
besitzen,  hat  Poncelet  zuerst  aufmerksam  gemacht^),  daher  Kegel- 
schnitte in  Poncelet  scher  Lage,  Ponceletsche  Dreiecke. 

Hieraus  folgt  von  neuem  der  Satz  am  Ende  von  Nr.  118.  Die 
beiden  Dreiecke  ABC,  BEF  seien  demselben  Kegelschnitte  K'^  ein- 
geschrieben; Q  tangiere  die  drei  Seiten  von  ABC  und  BE,  BF. 
Also  haben  K'^  und  C^  die  Ponceletsche  Lage,  und  BEF  ist  das 
bei  B  sich  ergebende  dem  K^  ein-,  dem  C^  umgeschriebene  Dreieck. 

Mit  unserer  jetzigen  Betrachtung  hängt  Hesse s  Ubertragungs- 
prinzip^)  eng  zusammen.  Hesse  bildet  die  Punkte  einer  Ebene  ab 
in  die  Punktepaare  auf  einem  Kegelschnitte  (von  dem  sie  dann  auf 
eine  Gerade  übertragen  werden  können),  nämlich  jeden  Punkt  in  das 
Paar  der  Schnittpunkte  seiner  Polare.  Die  Paare,  welche  den  Punkten 
einer  Kurve  n^^  Ordnung  entsprechen,  bestehen  aus  korrespondieren- 
den Punkten  einer  involutorischen  Korrespondenz  [?^]  auf  dem  Kegel- 
schnitt. 

Wir  können  an  die  Ponceletsche  Figur  gleich  die  Beantwortung 
der  Frage  anschließen,  wie  viele  Kegelschnitte  in  einer  Schar  enthalten 
sind,  denen  Dreiecke  umgeschrieben  sind,  welche  zugleich  einem  ge- 
gebenen Kegelschnitte  K^  eingeschrieben  sind. 

Die  Tangenten  aus  einem  Punkte  0  von  K^  2Ji  die  Kegelschnitte 
einer  Schar  bilden  eine  Involution  und  schneiden  eine  Involution  in 
K^  ein;  der  Büschel  um  das  Zentrum  S  derselben  wird  zur  Schar 
projektiv  und  daher  auch  zur  Tangenteninvolution  aus  S  an  sie.  So 
entsteht  im  Büschel  S  eine  Korrespondenz  [1,  2].  Zu  den  Koinzi- 
denzen gehört  /SO;  denn  für  den  Kegelschnitt  der  Schar,  welcher  SO 
berührt,  ist  SO  die  eine  Tangente  des  Paars  aus  0  —  die  andere 
ist  die  Tangente  in  0  an  K^  —  und  die  von  diesem  Paare  über- 
spannte Sehne  von  K^.  Jede  der  beiden  andern  Koinzidenzen  ist 
Sehne  von  K^,  welche,  mit  keiner  der  Tangenten  des  überspannenden 


1)  Poncelet,  Traite  des  proprietes  projectives  des  figures,  2.  Aufl.  1863, 
Bd.  1,  S.  311,  347  (erste  Auflage  1822);  Applications  d' Analyse  et  de  Geometrie 
(1862)  Bd.  1,  S.  348,  480. 

2)  Journal  für  Mathematik,  Bd.  66,  S.  15. 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.   L  19 
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Paares  identisch,  denselben  Kegelsclinitt  der  Schar  berührt,  wie  diese; 
so  daß  sie  mit  ihnen  ein  Ponceletsches  Dreieck  bildet;  und  eins 
genügt  ja. 

In  einer  Schar  gibt  es  daher  zwei  Kegelschnitte,  welchen 
Dreiecke  umgeschrieben  sind,  die  zugleich  einem  gegebenen 
Kegelschnitte  eingeschrieben  sind, 
194  Wie  eine  (7„  auf  einem  K^  eine  involutorische  Korrespondenz  [l^] 

hervorruft,  so  gehört  auch  umgekehrt  zu  jeder  von  einem 
Kegelschnitte  K^  getragenen  involutorischen  Korrespon- 
denz \n\  eine  Direktionskurve  C„  >^*®''  Klasse,  welche  die  Ver- 
bindungslinien zugeordneter  Punkte  tangiert.  Da  jede  dieser 
Linien  zweimal  Verbindungslinie  ist:  XX'  und  YY',  wenn  X=F 
und  X'^  F  die  verbundenen  involutorisch  entsprechenden  Punkte 
sind,  so  repräsentiert  sie,  doppelt  gerechnet,  die  Kurve  2w*^^  Klasse 
der  nicht  involutorischen  Korrespondenz  [i^,  n\  (Nr.  180),  wie  wir 
das  für  n  =  1  schon  in  Nr.  108  kennen  gelernt  haben. 

Daß  durch  jeden  Punkt  von  K^  nur  n  Tangenten  gehen,  ist  ja 
unmittelbar  ersichtlich. 

Ist  der  Träger  eine  unikursale  ebene  Kurve  m^"^"^  Ordnung,  so  ist 
(Nr.  180)  die  Klasse  der  Direktionskurve  ^  -  2n(m  —  1)  =  n(m  —  1). 

Wir  können  die  Klasse  n  der  Direktionskurve  auch  durch  fol- 
gende Überlegung  gewinnen:  -ln(^n  -f  3)  von  den  Verbindungslinien 
bestimmen  eine  Kurve  n^^^  Klasse;  deren  Tangenten  rufen  auf  K^  eine 
[n]  hervor,  welche  mit  der  gegebenen  [n]  die  durch  jene  Tangenten 
verbundenen  ^-^«(^  +  3)  Paare  entsprechender  Punkte  gemein  hat  und 
deshalb  identisch  ist,  da  eine  [n]  durch  soviele  Paare  eindeutig  be- 
stimmt wird  (Nr.  187). 

Hieraus  erheUt,  warum  die  Mannigfaltigkeit  der  involutorischen 
Korrespondenzen  [n]  in  einem  gegebenen  Gebilde  gleich  ist  der  der 
Kurven  w*®^  Klasse  (oder  Ordnung)  in  gegebener  Ebene  ^) 

In  einem  Strahlenbüschel  0  entsteht  durch  die  auf  K^  gelegene 
[n]  eine  [2w];  von  ihren  4n  Koinzidenzen  gehen  2n  nach  den 
Koinzidenzen  der  [w],  die  2?^  übrigen  werden  durch  die  n  Tangenten 
der  Direktionskurve,  doppelt  gerechnet,  repräsentiert. 

Im  allgemeinen  FaUe  berührte  die  Direktionskurve  (n  -{-  n^y^"" 
Klasse  den  Träger-Kegelschnitt  der  [n,  nj  in  den  n  -{-  n^  Koinzidenzen 
(Nr.  180);  hier  findet  eine  solche  Berührung  nicht  statt;  es  kann  ja 
die  Direktionskurve   eine   beliebige   Kurve   n^"^^  Klasse   sein.     Es  tritt 


1)  Wir  benutzen  hier  den  Fundamentalsatz  der  Kurventkeorie ,  daß  eine 
ebene  Kurve  n^^""  Ordnung  bzw.  Klasse  durch  ^n{n-{-3)  Punkte,  Tangenten  ein- 
deutig bestimmt  und  diese  Zahl  ihr  Mannigfaltigkeitsgrad  in  der  Ebene  ist,  und 
werden  auch  den  weiteren  Satz  heranziehen,  daß  alle  oo^  Kurven  n*^""  Ordnung 
durch  ^n{n-\-S)  —  l  gegebene  Punkte  noch  4-(w— l)(n  — 2)  weitere  Punkte 
gemein  haben  und  einen  Büschel  bilden,  bzw.  den  dualen  Satz. 
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hier  auch  nicht  ein,  was  uns  dort  zur  Berührung  führte,  daß  nämlich 
ein  Punkt  C  ^  D^,  der  einem  Koinzidenzpunkte  nahe  ist,  zwei  ihm 
nahe  entsprechende  Punkte  hat:  C^  und  D.  Jeder  Punkt  hat  ja  jetzt 
nur  n  entsprechende  und,  wenn  er  einem  Koinzidenzpunkt  nahe  liegt, 
nur  einen  darunter,  der  ihm  nahe  ist. 

Die  ausgezeichneten  Punkte  ergeben  sich  in  sehr  anschaulicher 
Weise.  Die  2n  Koinzidenzpunkte  sind  die  Berührungspunkte 
des  K^  mit  den  ihm  und  der  C„  gemeinsamen  Tangenten. 

Die  C^  ist  eine  beliebige  Kurve  n}^^  Klasse,  also  allgemein 
und  von  der  Ordnung  n{n  —  1)  (Nr.  162);  ihre  2n(n  —  1)  Schnitte 
mit  K^  sind  die  Verzweigungspunkte  der  Korrespondenz  und 
der  zweite  Schnitt,  mit  K-,  der  Tangente  an  (7„  ist  je  der 
zugehörige  Doppelpunkt. 

Wenn  etwa  C^^  den  K^  berührt,  so  zählt  der  Berührungspunkt, 
weil  die  Tangente  in  ihm  unter  den  2n  gemeinsamen  Tangenten 
doppelt  zählt,  für  zwei  Koinzidenzen.  Er  zählt  ferner  für  zwei 
Schnittpunkte  und  repräsentiert  also  zwei  Verzweigungspunkte,  und 
da  die  Tangente  in  ihm  an  (7„  eben  auch  K^  berührt,  so  stellt  er 
auch  den  zugehörigen  —  ebenfalls  zweifach  zählenden  —  Doppel- 
punkt vor.  Eine  zweimal  berührende  Direktionskurve  haben  wir  in 
Nr.  193  kennen  gelernt. 

Wir  können  nunmehr  auch  in  einem  Büschel  die  Anzahl  der 
Kegelschnitte  bestimmen,  die  zu  einem  gegebenen  K'-  in  Poncelet- 
scher  Lage  sind.  Die  Tangentenpaare  aus  einem  Punkte  0  an  die 
Kegelschnitte  des  Büschels  befinden  sich  in  einer  involutorischen 
Korrespondenz  [2];  denn  jeder  Strahl  durch  0  berührt  zwei  Kegel- 
schnitte des  Büschels  und  die  zweiten  Tangenten  aus  0  an  sie  sind 
die  ihm  entsprechenden  Strahlen;  liegt  0  auf  K^y  so  entsteht  dadurch 
auf  diesem  eine  solche  Korrespondenz  [2],  die  verbindenden  Sehnen 
umhüllen  die  Direktionskurve  ^g  -•  Klasse;  ihr  Tangentenbüschel 
wird  dadurch  zum  Kegelschnitt-Büschel  projektiv.  Jede  Tangente  von 
^2  schneidet  in  K'^  eine  Sehne  ein,  über  der  das  Tangentenpaar  aus 
0  an  den  entsprechenden  Kegelschnitt  steht;  ihr  ordnen  wir  die  vier 
Tangenten  zu,  welche  dieser  mit  It'g  gemein  hat.  Andererseits  berührt 
jede  Tangente  von  ^^  ^'^^i  Kegelschnitte  des  Büschels,  denen  dann 
wieder  zwei  Tangenten  von  ^2  entsprechen,  auf  denen  die  Sehnen  von 
K'-  liegen,  die  von  den  Tangentenpaaren  aus  0  an  jene  Kegelschnitte 
überspannt  werden.  Zu  den  sechs  Koinzidenzen  der  so  im  Tangenten- 
büschel von  ^2  entstehenden  Korrespondenz  [2,  4]  gehören  die  Tan- 
genten aus  0  an  Äg?  ^^®  ^^^^  übrigen  führen  zu  Poncelet sehen 
Dreiecken. 

In  einem  Büschel  gibt  es  demnach  vier  Kegelschnitte, 
welche  umgeschriebene  Dreiecke  besitzen,  die  einem  ge- 
gebenen Kegelschnitte  eingeschrieben  sind. 

19* 
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195  Das  eine  von  zwei  Gebilden^  die  in  einer  Korrespondenz  [2,  2] 
stehen,  sei  ein  Kegelschnitt  K^j  so  haben  wir  (Nr.  172,  185)  auf  X^  eine 
involutorische  Korrespondenz  [2],  in  der  zwei  Punkte  einander  zuge- 
ordnet sind,  die  demselben  Elemente  des  andern  Gebildes  u^  korre- 
spondieren; der  Tangentenbüschel  der  Direktionskurve  Cg  dieser  Kor- 
respondenz ist  demnach  zu  dem  Gebilde  %  projektiv.  Es  liegt  also, 
da  eine  Übertragung  von  einem  beliebigen  Gebilde  w,  das  zu  %  in 
[2,  2]  sich  befindet,  auf  K^  immer  zulässig  ist,  der  allgemeine  Fall 
einer  [2,  2]  vor,  wenn  wir  die  einem  Elemente  von  ^l^  auf  K^  kor- 
respondierenden Punkte  durch  die  Tangente  von  C^  einschneiden, 
welche  projektiv  jenem  Elemente  entspricht,  oder  noch  einfacher, 
indem  wir  u^  durch  den  projektiven  Tangentenbüschel  von  Cg  ersetzen, 
wenn  wir  jeder  Tangente  von  Cg  ihre  Schnittpunkte  mit  K^  zuordnen. 
Wir  haben  diese  einfache  Gestalt  der  Korrespondenz  [2,  2]  schon  in 
Nr.  175  kennen  gelernt  und  werden  an  ihr  den  Satz  von  der  Pro- 
jektivität  der  Verzweigungswürfe  von  neuem  beweisen  (Nr.  331). 

Diese  Korrespondenz  lehrt  aber,  daß  die  beiden  ebenfalls  projek- 
tiven Würfe  der  Doppelelemente  ein  anderes  Doppelverhältnis  haben, 
als  die  der  Verzweigungselemente;  denn  jenes  ist  das  der  Tangenten 
von  Og  in  den  Schnittpunkten,  also  das  der  Schnittpunkte  selbst,  inso- 
fern sie  Punkte  von  C^  sind,  und  als  solche  haben  sie  ein  anderes 
Doppelverhältnis  wie  als  Punkte  von  K^. 

196  Zwei  involutorische  Korrespondenzen  [n],  [n]  seien  in- 
einander liegend;  wir  übertragen  sie  auf  denselben  Kegelschnitt^^; 
die  gemeinsamen  Tangenten  der  Direktionskurven  n^^"^  und  n^^""  Klasse 
lehren,  daß  die  beiden  Korrespondenzen  nn  gemeinsame  Paare 
entsprechender  Elemente  haben. 

Also  besitzen  z.  B.  zwei  ineinander  liegende  Involutionen  n*®^  und 
^'ten  Q-j-ades  (^^ — 1)  (n  —  1)  Paare  von  Elementen,  die  sowohl  zu  einer 
Gruppe  der  einen  wie  zu  einer  der  anderen  Involution  gehören. 

Und,  in  einer  involutorischen  Korrespondenz  [n]  gibt  es  n  Paare 
entsprechender  Elemente,  die  zugleich  in  einer  demselben  Gebilde  an- 
gehörigen  Involution  gepaart  (oder  in  bezug  auf  zwei  gegebene  Ele- 
mente des  Gebildes  harmonisch)  sind. 

Wir  bestätigen  die  Klasse  (m—  1)?^  der  Direktionskurve  einer  von 
einer  unikursalen  Kurve  m*®""  Ordnung  getragenen  Korrespondenz  [n]. 
Durch  einen  Punkt  der  C"^  gehen  zunächst  die  n  Strahlen,  die  ihn  mit 
den  entsprechenden  Punkten  verbinden;  ferner  schneidet  der  Strahlen- 
büschel um  ihn  in  die  Kurve  eine  Involution  {m  —  1)*"^  Grades  ein; 
die  (m  —  2)n  Paare,  die  sie,  als  [m  — 2],  mit  [n]  gemeinsam  hat, 
lehren,  daß  durch  den  Punkt  noch  so  viele  weitere  Tangenten  der 
Direktionskurve  gehen. 

Zwei  involutorische  Korrespondenzen  [n]  auf  demselben  Kegel- 
schnitt   führen   zu   einem  Büschel  von   solchen  Korrespondenzen;    die 
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Direktioüskurven  erzeugen  die  Schar,  welche  durch  diejenigen  der  ge- 
gebenen Kurven  bestimmt  wird.  Diese  Schar  wird  durch  ^n(w  +  3)  —  1 
Grrundtangenten  festgelegt,  welche  dann  die  ^(w— l)(w  — 2)  übrigen 
bestimmen: 

Alle  involutorischen  Korrespondenzen  [«]  auf  demselben 
Träger,  welche  -^-^(w  +  3)  —  1  Paare  entsprechender  Elemente 
gemeinsam  haben,  haben  noch  ^(n—l)(^n  —  2)  weitere  Paare 
gemeinsam,  im  ganzen  n-  Paare. 

Die  ^-n  (>^  +  3)  —  1  gegebenen  Paare  liefern  für  die  -\;n{}i  +  3)  wesent- 
lichen Konstanten  der  Verwandtschaftsgleichung  nur  ^n(w  +  3)  — 1 
Gleichungen;  es  bleibt  eine,  X,  unbestimmt,  und  die  Gleichung  bekommt, 
wie  in  Nr.  156,  die  Form: 

f(x,  X,)  +  Xf^\x,  X,)  =  0. 

Setzen  wir,  im  Falle  n  =  2,  die  Koeffizienten  ögg  +  A&22?  •  •  •  iQ 
die  Bedingungsgleichung  II  für  die  kubische  Involution  (Nr.  191)  ein, 
so  lehrt  die  entstehende  quadratische  Gleichung  in  X,  daß  ein  Büschel 
von  involutorischen  Korrespondenzen  [2]  zwei  kubische  In- 
volutionen enthält.  Ist  sein  Träger  wiederum  ein  Kegelschnitt^^, 
so  haben  wir  von  neuem  erkannt,  daß  sich  in  einer  Schar  zwei  Kegel- 
schnitte befinden,  die  in  Poncel  et  scher  Lage  zu  K^^  sind. 

Durch  jeden  Punkt  P  von  K'^  gehen  zwei  Kegelschnitte  der 
Schar;  also  ist  P  für  zwei  Korrespondenzen  [2]  des  Büschels 
Verzweigungspunkt.  Seine  Tangente  an  K^  wird  von  einem 
Kegelschnitt  der  Schar  berührt;  folglich  ist  P  für  eine  Korre- 
spondenz des  Büschels  Koinzidenzpunkt. 

Die  gemeinsamen  Tangenten  der  Kegelschnitte  der  Schar  mit  K^ 
rufen  in  dessen  Tangenten büschel  eine  Involution  4.  Grades  hervor 
(Nr.  190);  also  erzeugen  auch  ihre  Berührungspunkte,  die  Koinzidenz- 
punkte, eine  solche. 

Die  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  P  an  die  Kegelschnitte 
der  Schar  bilden  eine  Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  P  doppelt 
geht,  denn  er  ist  für  die  beiden  durchgehenden  Kegelschnitte  Be- 
rührungspunkt und  jeder  Strahl  durch  P  enthält  noch  einen  Be- 
rührungspunkt. In  den  vier  übrigen  Schnitten  dieser  Kurve  mit  K' 
ergeben  sich  Verzweigungspunkte,  deren  zugehöriger  Doppelpunkt  P 
ist.  Jeder  Punkt  von  P  von  K'^  ist  also  für  vier  Korrespon- 
denzen des  Büschels  Doppelpunkt. 

Ersetzt  man  aber  die  Schar  durch  einen  Büschel  von  Kegel- 
schnitten, so  bilden  die  Korrespondenzen  [2]  auf  K^^  deren 
Direktionskurven  sie  sind,  ein  quadratisches  System,  d.  h. 
ein  solches,  in  welchem  zwei  gegebene  Punkte  zu  zweien 
als  entsprechende  gehören.  Nun  ist  jeder  Punkt  P  auf  K^ 
für  eine  Korrespondenz  dieses  Systems  Verzweigungspunkt, 
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und  die  Gruppen  der  Verzweigungspunkte  bilden  eine  Involution 
4.  Grades  (Nr.  190).  Für  zwei  Korrespondenzen  ist  P  Koinzi- 
denzpunkt, und  für  fünf  Korrespondenzen  ist  er  Doppel- 
punkt. Denn  die  Kurve  der  Berührungspunkte  aus  P  an  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels,  auch  3.  Ordnung,  hat  P  nur  zum  einfachen 
Punkt-,  jeder  Strahl  durch  ihn  enthält  noch  zwei  Berührungspunkte. 
197  Ein    wichtiger    Fall    ist,    daß    die    Grundpunkte    des    Kegel- 

schnitt-Büschels sämtlich  auf  K^  liegen;  dann  haben  alle 
Korrespondenzen  dieselben  zu  gemeinsamen  Verzweigungs- 
punkten; nennen  wir  dies  System  ein  System  konsingulärer 
Korrespondenzen  [2].  Wir  wollen  diese  gemeinsamen  Verzweigungs- 
punkte wieder  mit  AjBy  C,  D  bezeichnen. 

Die  eben  besprochene  Kurve  3.  Ordnung  geht  durch  die  vier 
Grundpunkte,  und  diese  sind  also  vier  von  den  fünf  Schnitten  mit  Z^; 
für  jeden  der  vier  gemeinsamen  Verzweigungspunkte  gibt  es 
also  eine  Korrespondenz  im  System,  für  welche  ein  gegebener 
Punkt  P  der  zugehörige  Doppelpunkt  ist.  Zum  Büschel  ge- 
hört in  diesem  Falle  auch  der  Träger -Kegelschnitt  K^\  und  seine 
Tangente  in  P  wird  auch  Tangente  an  die  Kurve  3.  Ordnung  der 
Berührungspunkte;  der  fünfte  Schnitt  hat  sich  daher  mit  P  vereinigt. 

Diejenige  Korrespondenz  des  Systems,  für  welche  K^  selbst  Di- 
rektionskurve ist,  ist  Identität:  die  beiden  Tangenten  aus  einem  P 
von  K^  an  ihn,  als  Direktionskurve,  haben  sich  vereinigt  in  der  Tan- 
gente von  K^  in  P,  und  die  beiden  weiteren  Schnitte  mit  K^,  die 
dem  P  entsprechenden  Punkte,  haben  sich  mit  ihm  vereinigt.  In 
dieser  Korrespondenz  ist  jeder  Punkt  von  K^  Verzweigungspunkt  und 
zugleich  zugehöriger  Doppelpunkt. 

Die  Tangente  in  P  an  K^  wird  von  einem  weiteren  Kegelschnitte 
des  Büschels  berührt;  also  ist  jeder  Punkt  von  K'^  für  eine  von 
den  Korrespondenzen  des  Systems  Koinzidenzpunkt  (ab- 
gesehen von  der  Identität),  und  die  Gruppen  der  Koinzidenz- 
punkte bilden  eine  biquadratische  Involution,  die  wir  gleich 
noch  genauer  untersuchen  werden. 

Wir  fanden  eben,  daß  ein  Punkt  auf  K^,  einem  der  gemeinsamen 
Verzweigungspunkte  als  Doppelpunkt  zugeordnet,  eine  Korrespondenz 
im  Systeme  bestimmt;  die  Verbindungslinie  beider  Punkte,  als  Tan- 
gente in  einem  Grundpunkte,  bestimmt  ja  auch  eine  Kurve  im 
Büschel. 

Zwei  beliebige  entsprechende  Punkte  bestimmen  zwei  Korrespon- 
denzen im  Systeme;  denn  ihre  Verbindungslinie  berührt  zwei  Kegel- 
schnitte des  Büschels. 

Die  Koinzidenzpunkte  bilden  eine  Involution  4.  Grades,  die  einem 
der  Verzweigungspunkte,  etwa  Aj  zugehörigen  Doppelpunkte  eine  ein- 
fache Punktreihe,  projektiv  zu  der  Involution;  also  gehört  der  Doppel- 
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pimkt  fünfmal  zu  der  entsprechenden  Gruppe  der  Koinzidenzpunkte. 
Einmal  geschieht  das  in  J.;  in  den  vier  andern  Fällen  sind  die  beiden 
im  Doppelpunkte  vereinigten  dem  Ä  entsprechenden  Punkte  auch  ein- 
ander entsprechend;  es  liegt  kubische  Involution  vor  (Nr.  191). 

Die  zu  A,  B,  C,  B  in  derselben  Korrespondenz  des  Systems  ge- 
hörigen Doppelpunkte  seien  51^  33,  ©,  ^;  sie  durchlaufen  vier  projek- 
tive Punktreihen  auf  K^.  Im  Büschel  {A,  B,  C,  D)  der  Direktions- 
kurven befinden  sich  drei  Geradenpaare,  welche,  als  Kurven  2.  Klasse, 
Doppel-Strahlenbüschel  um  die  Doppelpunkte  {AB,  CD),  (AC,  BD), 
{AD,  BC)  sind.  Die  zugehörigen  Korrespondenzen  sind  Doppelinvo- 
lutionen. In  einer  solchen  Doppelinvolution  ist  jeder  Punkt  Ver- 
zweigungspunkt und  der  in  der  Involution  gepaarte  der  zugehörige 
Doppelpunkt  (im  allgemeinen  von  ihm  verschieden,  mit  ihm  vereinigt 
nur  in  einem  der  Doppelpunkte  der  Involution).  In  diesen  drei 
Doppelinvolutionen  sind  also  zu  A  zugehörige  Doppelpunkte  B,  C,  D, 
7M  B  zugehörige  A,  D,  C,  .  .  .]  in  der  Identität  gehört  A  zu  sich  selbst. 
Daher  gilt  für  die  vier  projektiven  Reihen  der  Doppelpunkte: 

ABCD'ä  A  BADCS8  T\  CDAB^  Ä  DCBA^. 

In  die  Involution  4.  Grades  der  Koinzidenzpunkte  bringen  die 
drei  Doppelinvolutionen  drei  Gruppen,  welche  je  aus  den  doppelt  ge- 
rechneten Doppelpunkten  der  betreffenden  Involution  bestehen.  Diese 
Paare  der  Doppelpunkte  sind  je  harmonisch  zu  AB,  CD'^  AC,  BD] 
AD,  BC.  Folglich  haben  wir  es  mit  der  uns  schon  bekannten  bi- 
c[uadratischen  Involution  zu  tun  (Nr.  136),  die  aus  der  Gruppe  AB  CD 
abgeleitet  wird  und  zu  der  diese  Gruppe  selbst  gehört;  denn  sie  ist 
durch  zwei  der  drei  ausgezeichneten  Gruppen  bestimmt.  An  sich  hat 
die  im  Systeme  befindliche  Identität  oo^  Koinzidenzpunkte,  zu  den 
vier  Punkten  A,  B,  C,  D  kommen  wir,  wenn  diese  Korrespondenz  im 
Kontinuum  des  Systems  passiert  wird. 

In  Nr.  136  ergab  sich,  daß  die  Gruppe  der  Involution,  zu  der 
ein  beliebiger  Punkt  P  gehört,  vervollständigt  wird  durch  die  Punkte, 
die  ihm  in  den  Involutionen  AB,  CD]  AC,  BD:  AD,BC  gepaart 
sind.  Das  können  wir  an  unserer  Figur  ersehen.  Koinzidenzpunkte 
einer  Korrespondenz  des  Systems  sind  die  Berührungspunkte,  mit  K^, 
der  gemeinsamen  Tangenten  dieses  Kegelschnitts  mit  der  Kurve  aus 
{AB CD),  welche  Direktionskurve  ist.  Das  Yierseit  dieser  Tangenten 
hat  dasselbe  Diagonaldreieck  wie  das  Viereck  ABCD^)]  betrachten 
wir  zwei  von  den  Tangenten,  die  sich  auf  der  dem  Diagonalpunkte 
{AB,  CD)  gegenüberliegenden  Diagonale  schneiden;  so  geht  die  Ver- 
bindungslinie der  Berührungspunkte  mit  K^  durch  (AB,  CD)  als  den 


1)  Es  sei  gestattet,    diesen   Satz  vom  gemeinsamen   Polardreiecke    zweier 
Kegelschnitte,    den  wir  noch  beweisen  werden,  hier  als  bekannt  vorauszusetzen. 
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Pol  dieser  Diagonale;  folglich  sind  die  beiden  Berührungspunkte  in 
der  Involution  ÄBj  CD  gepaart. 

Wir  nehmen  an,  daß  zu  den  vier  Verzweigungselenienten  Ä,B,  CyD 
noch  ein  fünftes  tritt,  dann  ist  die  Gleichung  4.  Grades  für  die  Para- 
meter der  Verzweigungselemente  eine  Identität;  jedes  Element  des 
Trägers  ist  Verzweigungselement. 

Das  tritt  ein  bei  einer  Doppelinvolution^  und  jedes  Element,  als 
Verzweigungselement,  hat  das  ihm  in  der  Involution  gepaarte  zum 
zugehörigen  Doppelelemente. 

Ist  aber  für  eine  involutorische  Korrespondenz  [2] ,  auf  einem  K'^ 
gelegen,  die  Direktionskurve  ^g  Glicht  ein  Doppelbüschel,  so  bewirkt 
der  fünfte  Verzweigungspunkt,  weil  er  auf  ^^  liegen  muß,  Identität 
von  ^2  ^^^  -^^  ^^^  ^i®  Korrespondenz  ist  Identität. 

Wenn  also  bei  einer  involutorischen  Korrespondenz  [2] 
zu  den  vier  Verzweigungselementen  noch  ein  fünftes  Ver- 
zweigungselementtritt, so  sind  alle  Elemente  Verzweigungs- 
elemente. Die  Korrespondenz  ist  dann  entweder  Identität, 
und  durchweg  ist  das  Doppelelement  mit  seinem  Verzweigungselemente 
vereinigt;  oder  sie  ist  Doppelinvolution;  zu  jedem  Elemente  ist 
das  ihm  in  der  Involution  gepaarte  das  zugehörige  Doppelelement,  und 
Vereinigung  tritt  nur  in  den  Doppelelementen  der  Involution  ein. 
198  Es  liege  eine  involutorische  Korrespondenz  [2]  vor;    zu 

einem  Elemente  Xj  sei  Xg  das  eine  entsprechende,  das  zweite^ 
welches  diesem  Xg  entspricht,  sei  Xg,  und  so  weiter  fort,  bis 
wir  zu  X„^i  gelangen,  welches  wir  dem  Xj  zuordnen.  Offen- 
bar ist  X„  das  eine  entsprechende  Element  von  X^^^,  X„_i  das 
zweite  Element,  welches  X^  entspricht;  usw.  Die  Beziehung 
zwischen  X^  und  X^^j  ist  involutorisch.  Ferner  beim  Ausgange 
von  Xi  kann  der  erste  Schritt  zweifach  gemacht  werden,  da  es  frei- 
steht, zu  welchem  der  beiden  entsprechenden  Elemente  übergegangen 
werden  soll;  jeder  weitere  Schritt  ist  eindeutig.  Es  entsprechen  daher 
jedem  X^  zwei  Elemente  X^^^  und  die  Korrespondenz  zwischen 
ihnen  ist  ebenfalls  eine  [2J,  welche  zur  Unterscheidung  von  der 
gegebenen  [2]  =  [2]^  mit  [2]"  bezeichnet  werde,  weil  n  Schritte 
zu  machen  sind.  Die  vier  Koinzidenzen,  bei  denen  X^^^  =  X^, 
scheinen  zu  in  sich  zurückkehrenden  Gruppen  zu  führen,  wo  also  X^ 
das  zweite  dem  X^  entsprechende  Element  ist.  Aber  die  Sache  ist 
doch  anders. 

Es  sei  n  gerade  und  A  ein  Verzweigungselement  von  [2],  das 
wir  jedoch  An       nennen  wollen;    seine  beiden  entsprechenden  haben 

sich  vereinigt:  in  An  ,  das  zweite  entsprechende  dazu  sei  ^„      ,  und 

so  fort  bis  A^.     Nehmen  wir  nun  dieses  Element  A^  als  Ausgangs- 
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element,  so  erhalten  wir,  zu  Ä^  übergehend,  die  Reihe 

aber  für  An       ist    das   zweite  entsprechende  An  ;    dann   ergibt  sich 
An      ,  und  die  Reihe 


T-' 


Xj  Xg  .  .  .   uLn  ^n  -X„  X„  .  .  .    Xn+l 


2         2^' 


von  vorhin  ist  in  diesem  Falle: 

A.^A.2  .  .  .  A.n  -a-n         A-n  ^n      .   '  '  '  -^1 5 
2        ~2  ~2         2~~ 

wir  erhalten  so  eine  Koinzidenz  von  [2]"  und,  weil  vier  Verzweigungs- 
elemente vorhanden  sind,  auf  diese  Weise  alle  vier  Koinzidenzen, 
Im  allgemeinen  sind  nur  so  viele,  und  die  Koinzidenzen  haben  uns 
nicht,  wie  wir  wünschen,  zu  einem  w-elementigen  in  sich  zurück- 
kehrenden Zyklus   geführt,   sondern  zu   einem  aus  -^  ~^  ^   Elementen 

bestehenden,  der  hin  und  zurück  durchlaufen  wird. 

Wenn  n  ungerade  ist,  sei  B^  + 1  eines  der  vier  Koinzidenzelemente 

der  gegebenen  [2];  das  eine  entsprechende  ist  es  selbst,  das  andere 
sei  Bn-\y  das  zweite  diesem  entsprechende  Bn-s,  und  so  fort  bis  B^ , 

2  2 

Von  diesem  ausgehend  haben  wir  die  Reihe: 

B^  .  .  .  Bn  -  1  Bn  + 1  Bn  +  i  Bn-1  .  .  .  B^; 

2  2  2  2 

also  liefern  die  vier  Koinzidenzen  von  [2]  diejenigen  von  [2]",  mithin 
ebenfalls  nicht  solche  Figuren,  wie  wir  sie  haben  wollen,  und  wir 
stellen  zunächst  das  negative  Ergebnis  fest: 

Eine  beliebige  involutorische  Korrespondenz  [2]  besitzt 
im  allgemeinen  keinen  w-elementigen  Zyklus,  in  welchem 
jedem  Element  das  folgende,  dem  letzten  das  erste  ent- 
spricht. 

Man  beachte,  daß  bei  den  erhaltenen  ausgearteten  Figuren  nicht 
alle  Elemente  gleichartig  sind.  Das  Element  A^  bzw.  B^  hat  zu  seinen 
Nachbarn  beidemal  dasselbe  Element  A^  bzw.  B^y  nicht  die  beiden 
ihm  in  [2]  entsprechenden  Elemente,  während  dies  bei  jedem  andern 
Elemente  der  Figur  gilt.  Also  nur,  wenn  wir  mit  ihm  anfangen, 
findet  Rückkehr  statt,  bei  jedem  der  andern  Elemente  A^^  ...  bzw. 
JBg,  .  .  .  nicht. 

Wenn  aber  ein  ordentlicher  Zyklus  vorhanden  ist,  dann  hat  die 
zu  [2]"  gehörige  Koinzidenzgleichung  4.  Grades  mehr  als  vier  Wurzeln: 
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sie  ist  eine  Identität,  jedes  Element  X^  fällt  mit  X^^^  zusammen  und 
liefert  einen  Zyklus. 

Wenn  also  eine  involutorische  Korrespondenz  [2]  einen 
^-elementigen  Zyklus  besitzt,  in  welchem  jedem  Elemente 
das  folgende,  dem  letzten  das  erste  entspricht,  so  hat  sie 
deren  oo^;  mit  jedem  Elemente  kann  man  einen  solchen  Zyklus  be- 
ginnen und  jeden  Zyklus  mit  jedem  seiner  Elemente.  Jedes  Element 
eines  ordentlichen  Zyklus  hat  zu  Nachbarn  seine  beiden  entsprechen- 
den in  [2]. 

DieZyklen  bilden  dieGruppen  einerInvolutionw*®^Grades, 
die  bei  7i  =  3  und  nur  bei  n  =  3  mit  der  gegebenen  [2]  identisch  ist. 

Die  Korrespondenz  [2]  befinde  sich  wiederum  in  der  Punktreihe 
«ines  Kegelschnitts  K^,  eingeschnitten  durch  die  Tangenten  eines 
andern  C^  (oder  dual  im  Tangentenbüschel  von  Cg,  hervorgerufen 
durch  die  Punktreihe  von  K^)^  so  haben  wir: 

Es  gibt  im  allgemeinen  kein  ordentliches  »^-Eck,  welches 
dem  Kegelschnitte  K^  ein-  und  dem  Cg  umgeschrieben  ist. 

Die  ausartenden  Figuren,  welche  zu  den  Koinzidenzen  der  [2]" 
in  der  Punktreihe  von  K^  führen,  decken  sich  nicht  mit  denen,  welche 
die  Koinzidenzen  der  [2]"  im  Tangentenbüschel  von  Cg  liefern.  Ist 
z.  B.  w  =  3,  so  liegen  B^,B^,  B^  so  auf  K^^  daß  B^  und  B^  im  Be- 
rührungspunkte von  K^  mit  einer  gemeinsamen  Tangente  von  K'-^ 
und  Cg  sich  vereinigt  haben,  während  B^  der  zweite  Schnitt,  mit  K^, 
der  zweiten  Tangente  aus  jenem  Punkte  an  G^  ist.  Hingegen  liegen 
Z>j,&2  7^3  so  im  Tangentenbüschel  von  C^,  daß  \j\  sich  in  der  Tan- 
gente von  C^  in  einem  der  Schnitte  von  K^  und  Cg  sich  vereinigen, 
während  \  die  zweite  Tangente  von  C^  aus  dem  zweiten  Schnitt- 
punkte jener  Tangente  mit  K^  ist. 

Haben  aber  diebeidenKegelschnitte  X^und  C^  eine  solche 
Lage  zueinander,  daß  ein  ordentliches  ^-Eck  vorhanden  ist, 
das  dem  K^  ein-,  dem  C^  umgeschrieben  ist,  so  gibt  es  oo^ 
solche  Polygone.  Jeder  Punkt  von  K^  kann  Ecke,  jede  Tan- 
gente von  Cg  Seite  eines  derartigen  Polygons  sein,  und  die 
Gruppen  der  zusammengehörigen  Ecken,  bzw.  Seiten  er- 
zeugen Involutionen  n^^"^  Grades  auf  K^y  um  Cg  (Ponceletsche 
Polygone). 

Die  Nachbarecken  einer  Ecke  eines  solchen  Polygons  entsprechen 
ihr  in  der  [2],  welche  C^  auf  K^  induziert,  die  Nachbarseiten  einer 
Seite  in  der  [2],  die  durch  K^  um  C^  entsteht. 

Ist  n  gerade,  so  ist  einer  Ecke  die  Gegenecke  eindeutig  zugeordnet, 

da  sie  bei  beiden  Ausgangsweisen  in  —  Schritten  erreicht  wird. 

Bei  einem  Systeme  Ponceletscher  Polygone  von  gerader 
Seitenzahl   sind  die  Gegenecken  involutorisch  gepaart,  und 
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ebenso  die  Gegenseiten.  Diese  von  K^  und  6^  getragenen  Invo- 
lutionen haben  dasselbe  Zentrum  und  dieselbe  Axe:  Ecke  und  Gegen- 
Seite  des  gemeinsamen  Polardreiecks. 

Denn  schneiden  sich  die  beiden  Seiten  h,  c  m  der  Ecke  A,  die 
Gegenseiten  h',  c  in  der  Gegenecke  A\  so  geht  AA'  durch  das  Zen- 
trum der  ersten  Involution,  als  Verbindungslinie  (6c,  h' c)  durch  das 
der  andern. 

Da  wir  jede  [2]  auf  einen  K-  übertragen  können  und  dann  eine 
Direktionskurve  Co  haben,  so  wollen  wir  bei  dieser  anschaulicheren 
Figur  bleiben. 

Wir  fanden,  daß  in  jedem  Falle  X^  und  X„^i  sich  in  einer 
Korrespondenz  [2]  befinden,  die  wir  [2]"  genannt  haben,  weil 
XjX^j^jW  sich  aneinander  schließende  Yerbindungssehnen  überspannt; 
die  zugehörige  Direktionskurve  heiße  Cg".  Wir  erhalten  zu  X^  zwei 
X„^i,  weil  wir  von  X.^  zu  dem  einen  oder  andern  entsprechenden 
Punkte  übergehen  können,  die  weiteren  Schritte  aber  eindeutig  sind. 
Ist  also  Xj  ein  Verzweigungspunkt  von  [2J,  so  vereinigen  sich  die 
beiden  entsprechenden,  also  auch  die  beiden  X^^^;  er  ist  daher  auch 
Verzweigungspunkt  von  [2]";  alle  Direktionskurven  Cg"  gehen 
daher  durch  die  vier  Verzweigungspunkte  von  [2],  die  ge- 
gemeinsamen Punkte  von  K^  und  C^,  welche  auch  Verzwei- 
gungspunkte aller  [2]"  sind.  Die  C^'^  gehören  also  dem 
Büschel  K^a,  an. 

Es  sei  n  =  2  ins  Auge  gefaßt,  X^Xg,  XgXg  sind  die  Tangenten 
aus  Xg  an  C^  imd  Xj  Xg  umhüllt  den  Cg^;  konstruieren  wir  den  Be- 
rührungspunkt. Wenn  XjXgXg,  Y^Y^Y^  zwei  solche  Dreiecke  sind, 
so  ist  Xj^ Xg Xg  r^  Fg  Yg  dem  K^  eingeschrieben,  und  nach  Pascals 
Satz  liegen  (X^Xg,  Y^Y,^y  (XgXg,  1^2  ^3)  ^^^  (-^3^1?  ^3-^1)  ^^  einer 
Gerade  ?;  der  letzte  von  diesen  Punkten  und  der  Punkt  (X^Xg,  Y^  Y^) 
sind,  als  Diagonalpunkte  eines  dem  K^  eingeschriebenen  Vierecks, 
konjugiert  in  bezug  auf  K^.  Nähern  sich  die  beiden  Dreiecke,  so 
gehen  (X^Xg,  Y^Y^,  (XgXg,  r^Zg)  in  die  Berührungspunkte  von 
X^Xg,  X2X3  mit  Cg  über,  also  wird  l  die  Polare  von  Xg  in  bezug 
auf  Cg ;  (Xg  Fl ,  Tg  X/)  wird  der  Schnitt  von  Xj  Xg  mit  l  und  (X^  Xg ,  Y^  Tg) 
der  Berührungspunkt  von  X^Xg  mit  C^^.  Er  ist,  weil  zu  dem  voran- 
gehenden Punkte  in  bezug  auf  K^  konjugiert,  der  vierte  harmonische, 
in  bezug  auf  X^  und  Xg,  zu  dem  Schnitte  mit  der  Polare  von  Xg 
in  bezug  auf  Cg. 

Jede  Diagonale  des  Zugs  XiX2...X„^^  umhüllt  einen  Kegel- 
schnitt jenes  Büschels,  so  auch  XjX„;  er  ist  mit  Og""^  zu  bezeichnen 
und  die  Korrespondenz  mit  [2]""^  Wir  fanden  oben:  geht  man  mit 
Xj^  von  einem  A^  oder  B^  aus,  je  nachdem  71  gerade  oder  ungerade 
ist,  so  fällt  X„^i  in  denselben  Punkt,  X„  also  in  J.g,  bzw.  B.^'^ 
daher  ist  A^A.^^  B^B^,  welche  Tangente  von  Cg  ist,    auch  Tangente 
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von  C^^~^y  und  wir  haben  so  die  vier  gemeinsamen  Tangenten 
dieser  Kurven. 

Ist  nun  ein  Ponceletsches  Polygon  vorhanden,  so  ist 
X^Xj  (oder  vielmehr  jede  Seite)  gemeinsame  Tangente  von  C^  und 
Cg""^;  denn  X^  und  X„  sind,  als  X^^^  und  X„,  in  [2]  entsprechend. 
Die  beiden  Kurven  C^  und  C^~'^  sind  identisch;  die  letzte 
Sehne  X^Xj  berührt,  von  welchem  Xj  auch  ausgegangen  werde, 
den  C^. 
199  Wenn  bei  K^  und  C^  ein  System  Poncelet scher  ^-Ecke   mög- 

lich ist,  so  muß  auch  von  jedem  Verzweigungspunkte  oder  Schnitt- 
punkt von  K"^  und  C^  ein  solches  ausgehen.  Legt  man  aber  X^  in 
denselben,  so  müssen  die  Nachbarn  X^  und  X^  sich  vereinigen,  ebenso 
Xg  und  X„_i  usw. 

Ist   nun  n  gerade,    so   fallen  auch  X„   und  X„      ,    die    beider- 

seitigen  Nachbarn  von  X„      ,   zusammen:   dieser  Punkt  ist  auch  ein 

Verzweigungspunkt,  und  das  Polygon  artet  so  aus,  daß  es  von  X^ 
nach  Xn       und  nun  durch  dieselben  Punkte  zurückläuft.    Umgekehrt, 

es  sei  ein  solcher  Zug  vorhanden;  X„  fäUt  in  Xg,  also  ist  X^Xg 
mit  X^X^  identisch;  als  X^X^  ist  diese  Gerade  Tangente  von  C^  in  X^, 
als  X^Xj  berührt  sie  Cg""^  und,  da  G^^~'^  durch  den  Verzweigungs- 
punkt Xj  geht,  in  diesem  Punkte.  Folglich  haben  die  beiden  Kurven 
Cg  und  Og^'"^  die  vier  Punkte  K^C^  und  die  Tangente  in  einem  von 
ihnen  gemeinsam  (fünf  Punkte,  von  denen  zwei  unendlich  nahe  auf 
der  Tangente),  sind  daher  identisch^);  woraus  die  Existenz  Poncelet- 
scher  ?^-Ecke  folgt. 

Ein  Kennzeichen  für  Ponceletsche  7^-Ecke  gerader  Seiten- 
zahl bei  zwei  Kegelschnitten  K^  und  Og  ist,  daß  zwischen 
zwei    von    den  vier   Schnitten    ein    dem  K^  eingeschriebener 

Zug   von     _    Tangenten  des  Og  möglich  ist,  dessen  erste  und 

letzte  in  ihnen  berühren. 

Zwischen  den  beiden  andern  Schnitten  muß  dann  ein  eben  solcher 
Zug  laufen. 

Man  lege  nun  den  Anfangspunkt  X^  eines  Poncelet  sehen  Poly- 
gons in  den  Punkt  von  K^j  in  welchem  eine  gemeinsame  Tangente 
von  K^  und  C^  ersteren  berührt,  also  in  eine  der  Koinzidenzen  von  [2]; 
X^  sei  der  koinzidierende  entsprechende  Punkt,  Xg  der  andere,  es 
wird  dann  X^_^  mit  Xg  identisch,  usw.,  also  X„  mit  X„      ;  d.  h.  X„ 


1)    Die    Tangente    ist    eine    der   vier   uns    schon    bekannten    gemeinsamen 
Tangenten  von  C^  und  Cl~^  \  sie  hat  aber  auch  denselben  Berührungspunkt. 
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ist  ein  eben  solcher  Punkt  wie  X^.  Und  wiederum  umgekehrt,  es  sei 
ein  solcher  Zug  vorhanden,  ^„^i  ist  Tangente  von  Cg""^;  sie  ist 
aber  auch  Tangente  von  Og,  nämlich  die  in  X^  den  K'"^  berührende 
gemeinsame  Tangente  von  K^  und  Cg.  Also  haben  Og  und  Cg""^ 
fünf  gemeinsame  Tangenten  und  sind  identisch. 

Ein  zweites  Kennzeichen  für  Ponceletsche  w-Ecke  ge- 
rader Seitenzahl  ist,  daß  zwischen  zwei  Berührungspunkten 
von^^  mit  gemeinsamen  Tangenten  ein  dem  JK^^  eingeschrie- 
bener Zug  von  — —  1  Tangenten  von  Cg  geht,  zu  denen  nicht 

diese  gemeinsamen  Tangenten  gehören.  Dieser  Zug,  hin  und 
zurück  durchlaufen,  mit  Einschaltung  der  gemeinsamen  Tangenten, 
als  Seiten  von  der  Länoje  0,  bildet  ein  auscreartetes  Polvgon. 

Zwischen  den  Berührungspunkten  des  K^  mit  den  beiden  andern 
gemeinsamen  Tangenten  muß  ein  ebensolcher  Zug  laufen. 

Und  ist  von  den  vorhin  und  jetzt  beschriebenen  Zügen 
einer  vorhanden,  so  sind  vier  vorhanden,  zwei  der  einen  und 
zwei  der  andern  Art. 

Jeder  Zug   der   ersten  Art  liefert  — 1    und  jeder  der  zweiten 

Art    -    Doppelpunkte  der  Involution  n^^^  Grades  auf  K'^,  so  daß  sich 

die  notwendigen  2(n—l)  Doppelpunkte  ergeben. 

Wenn  n  ungerade  ist  und  X^  wieder  ein  Punkt  K^C^,  so  fallen 
Xn  +  \  und  X„  +  3  zusammen,    also   zwei    entsprechende;    wir  haben  in 

2  ~2~ 

Xn  +  1  eine  Koinzidenz.     Bei    einem    solchen  Zuge   kommt    als  fünfte 

2 

gemeinsame  Tangente  von  Cg  und  Cg""^  hinzu  die  Tangente  von  C^ 
in  X^  oder  die  gemeinsame  von  K^  und  Cg,  welche  K^  in  X„  +  i  be- 
rührt, wie  die  beiden  vorangehenden  Fälle  gezeigt  haben. 

Folglich  haben  wir  als  Kennzeichen  für  Ponceletsche 
*e-Ecke  ungerader  Seitenzahl,  daß  von  einem  der  Schnitte 
K^C^  nach  einem  der  Berührungspunkte  des  K^  mit  einer  ge- 
meinsamen Tangente  ein   dem  K^  eingeschriebener  Zug  von 

r —  Tangenten  von  C^  läuft,  zu  dem  die  Tangente  des  C^  in 

dem  Schnitte,  aber  nicht  die  gemeinsame  Tangente  gehört. 
Hin  und  zurück  durchlaufen  mit  Einschaltung  dieser  Tangente,  gibt 
er   das  ausgeartete  Ponceletsche  Polygon. 

Ein  solcher  Zug  zieht  drei  andere  nach  sich. 

Jeder    der  vier  Züge   liefert  — - —  Doppelpunkte    der   Involution 

w*^'^  Grades. 
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Handelt  es  sich  um  Dreiecke,  so  muß  die  Tangente  von  G^  in 
einem  gemeinsamen  Punkte  von  K^  und  C^  durch  den  Berührungs- 
punkt des  K'^  mit  einer  der  gemeinsamen  Tangenten  gehen.  Und  ge- 
schieht das  einmal,  so  geschieht  es  viermal^). 

Man  kann  diese  Kennzeichen  auch  selbständig  für  eine  involu- 
torische  Korrespondenz  [2]  aussprechen.  Sie  ist  zyklisch 
vom  Grade  w,  d.  h.  es  existiert  ein  Zyklus  von  n  Punkten 
(und  dann  oo^),  von  denen  jeder  den  folgenden  zum  ent- 
sprechenden hat  und  der  letzte  den  ersten,  wenn  man,  bei  n 
gerade,  mit  X^  von  einem  Verzweigungselemente  ausgehend, 
mit  Xn       in  ein  ebensolches  gelangt,  oder,  mit  X^  von  einem 

2 

Koinzidenzelemente    ausgehend,    mit    Xn    zu    einem    solchen 

2 

Elemente,  oder,  bei  n  ungerade,  wenn  man,  mit  X^  von  einem 

Verzweigungselemente  ausgehend,  mit  Xn  +  i  zu  einem  Koin- 

~^~ 
zidenzelemente  gelangt  (oder  umgekehrt). 

Bei  zwei  Kreisen  bilden  sowohl  die  Schnittpunkte  zwei  wesent- 
lich verschiedene  Gruppen,  die  unendlich  fernen  und  die  endlichen, 
als  auch  die  gemeinsamen  Tangenten,  äußere  und  innere.  Wir  er- 
halten daher,  bei  geradem  n,  zwei  Fälle,  je  nachdem  die  Züge 
zwischen  gleichartigen  oder  ungleichartigen  Punkten  laufen.  Steiner^) 
hat  z.  B.  den  ersten  zudem  einfacheren  Fall  unberücksichtigt  gelassen. 
Wir  bieten  dem  Leser  die  St  einer  sehen  Bedingungsformeln,  vervoll- 
ständigt und  rational  gemacht,  dar;  der  Beweis  würde  uns  zu  sehr 
von  unserm  Thema  abführen. 

II j  r  sind  die  Radien  der  Kreise  K'^  und  Cg,  a  die  Entfernung 
der  Mittelpunkte. 

Dreiecke:  (B^-a^f-AR^r^==0  oder  R^-a^=±2Bry, 

Vierecke  erster  Art:  R  =  a,  also  überaus  einfach, 

Vierecke  zweiter  Art:  {R' -  a^  -  2 r\R'^ -\- a^)  ==  0^)-, 

1)  Die  Zuordnung  ist  dabei  folgende:  Wenn  den  Schnittpunkten  A^  B  die 
gemeinsamen  Tangenten  a,  b  zugeordnet  werden,  so  geht  AB  durch  eine  Ecke 
des  gemeinsamen  Polardreiecks  und  ab  liegt  auf  der  Gegenseite.  —  Diese  Kenn- 
zeichen rühren  von  Cayley  her:  Philos.  Transactions  Bd.  151,  Teil  1  (1861), 
S.  225;  Math.  Papers,  Bd.  4,  S.  292. 

2)  Gesammelte  Werke,  Bd.  I,  S.  159.  —  Vgl.  auch  Durege,  Elliptische 
Funktionen,  Abschnitt  XI;  Loria,  I  poligoni  di  Poncelet  (Turin  1889). 

3)  Schon  Euler  bekannt,  aber  nur  in  der  Form:  B' — a'=2B)\  die  dem 
Falle  entspricht,  wenn  C^  sich  im  Innern  des  Dreiecks  befindet:  Novae  Commen- 
tationes  Petropol.  Bd.  11,  S.  114.  Daher:  Eul ersehe  Formel,  und  damals  als 
Beziehung  der  Kreise  ermittelt,  die  einem  gegebenen  Dreieck  um-  und  ein- 
geschrieben sind. 

4)  Steiners  beide  Formeln,  sowie  die  von  Jacobi-Durege  sind  nur 
verschiedene  Gestalten  derselben  Fonnel  für  die  Vierecke  zweiter  Art. 
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Fünfecke :  (R'  -  a'Y  -  12  (R'  -  a'^f  R^  r^ 

+  lQ{R^-a^yR^r\R^  +  2a^)  -  64i?Va*  =  0^ 
Sechsecke  erster  Art:  (R^  —  ci^y  —  Ar^ ar  =  0 , 
Sechsecke  zweiter  Art:  ?>{B' -a^f- 4.{R^ -ayr\R^ -^a^) 

-lQRh'^a^=0', 
Achtecke  erster  Art:  (R^  -  a^f~  IQR^r'^a^^  0, 
Achtecke  zweiter  Art:  ^r\{R^  —  a^  —  r\R^  ^  a^)] - 

{ (i^2_|_  a2)[(i?2_  ^yj^  AR^r'^a^]  -  8 r^a^R\R^-  a^f } 

In  eigentümlicher  Weise  muß  die  zyklische  involutorische  Korre- 
spondenz [2]  ausarten,  wenn  sie  2.  Grades  ist.  Wenn  durchweg 
Xg  =  Xj,  so  entsprechen  jedem  Elemente  zwei  vereinigte  Elemente^ 
also  im  Grunde  nur  eins;  wir  haben  es  mit  einer  doppelt  zu  rech- 
nenden gemeinen  Involution  zu  tun.  C^  ist  ein  doppelter  Strahlen- 
büschel. 

Auch  das  Steinersche  Schließungsproblem  bei  einer 
ebenen  Kurve  3.  Ordnung  0^^)  läßt  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise 
auf  eine  involutorische  Korrespondenz  [2]  zurückführen.  Auf  C^  seien 
zwei  feste  Punkte  P,  Q  gegeben;  X^  sei  ein  beliebiger  Punkt  der 
Kurve,  Y^  der  dritte  Schnitt  von  PXj,  Xg  der  di'itte  Schnitt  von  QY^^ 
Y^  der  von  PXg,  usw.  bis  zu  X^^^. 

Die  beiden  von  PY^  und  PX^^j  beschriebenen  Strahlenbüschel 
stehen  in  einer  in volu torischen  Korrespondenz  [2].  Im  Falle  n  gerade 
ist,  sei  J.„       =  Bn         der  Berührungspunkt    einer    der    vier    von  P 

kommenden  Tangenten  der  (7^,  und,  wenn  n  ungerade  ist,  P„  +  i  =  ^„+a 

2  2 

derjenige  einer  der  vier  von  Q  kommenden  Tangenten.  Es  fallen 
dann,  wenn  wir  rückwärts  und  vorwärts  weiter  gehen,  B^  und  -4,j^i 
und  die  Strahlen  PÄ^B^  und  FA^_^^  zusammen;  eine  Koinzidenz  der 
Strahlen  entsteht,  aber  eben  durch  Koinzidenz  von  B^  und  Ä^_^^y 
aber  nicht,  wie  es  gewünscht  wird,  damit  ein  geschlossenes  ein- 
geschriebenes Polygon  entstehe,  dessen  Seiten  abwechselnd  durch  P 
und  Q  gehen,  durch  Zusammenfallen  von  A^  und  ^„^i-  Und  da  die 
Koinzidenzen  erschöpft  sind,  so  kommt  im  allgemeinen  ein  solches 
Polygon  nicht  zustande. 

Ist  aber  doch  —  bei  geeigneter  Lage  von  P  und  Q  auf  C^  — 
ein  solches  Polygon,  bei  dem  sich  X^  und  X^^j^  decken,  vorhanden, 
so  haben  wir  eine  Koinzidenz  mehr  und  demnach  ist  die  Koinzidenz- 
gleichung Identität.     Also: 


1)  Gesammelte  Werke,  Bd.  II,  S.  371. 
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Im  allgemeinen  gibt  es  bei  einer  C^  kein  geschlossenes 
Polygon  von  2n  Seiten,  daß  der  Kurve  so  eingescbrieben 
ist,  daß  seine  Seiten  abwechselnd  durch  die  auf  die  Kurve 
beliebig  gelegten  Punkte  P,  Q  gehen.  Liegen  diese  Punkte 
aber  so,  daß  ein  solches  Polygon  vorhanden  ist,  dann  gibt 
es  oo^,  indem  mit  jedem  Punkte  von  C^  eins  angefangen 
werden  kann. 

Kennzeichen  dafür  ist,  daß,  wenn  Ä^^  der  Berührungs- 
punkt   einer    von  P  kommenden  Tangente  ist,   An        in   den 

Berührungspunkt  einer  zweiten  von  P  kommenden  Tangente 
oder  Bn  +  i  in    den  einer  von  Q   kommenden   Tangente   fallen 

2 

muß,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist;  denn  Ä^  ist 
dann  mit  B^  identisch,  das  sich  ja  mit  J-^+j  vereinigt  hat.  Wir  haben 
es  dann  mit  einer  der  vier  oben  erörterten  Koinzidenzen  der  [2]  zu 
tun,  und  es  scheint  uns  die  fünfte  zu  fehlen.  Aber  die  fragliche 
Koinzidenz  ist  (Nr.  187)  eine  doppelte,  weil  die  Tangente  aus  P  sich 
mit  beiden  entsprechenden  Strahlen  vereinigt  hat. 

Bei  n  =  2,  wo  es  sich  um  einzuschreibende  Vierecke  handelt,  ist 
An       =  ^2 >  ^^^  ™i^  -^1  ^  ^1  ^^f  einer  Grerade  durch   Q  liegt.    Also 

lautet  das  Kennzeichen:  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte 
zweier  Tangenten  aus  P  muß  durch  Q  gehen;  die  Verbindungslinie 
der  beiden  andern  Berührungspunkte  muß  es  dann  auch  tun;  und 
wir  sehen,  P  und  Q  sind  solche  Punkte,  aus  denen  die  Kurve  durch  pro- 
jektive Strahleninvolutionen  erzeugt  werden  kann  (Nr.  179, 190).  Natür- 
lich können  P  und  Q  vertauscht  werden.  Läßt  man  X^  in  den  dritten 
Schnitt  von  PQ  fallen,  so  ist  Y^  der  §,  also  QY^  die  Tangente  in  Q 
und  X^  der  dritte  Schnitt  derselben.  Da  nun  X^  in  X^  fallen  soll, 
so  muß  Y^  der  P  sein ;  daher  ist  X2  Tg  P  die  Tangente  in  P.  Die 
beiden  Tangenten  von  P  und  Q  schneiden  sich  in  Xg,  also  auf  der 
Kurve;  P  und  Q  sind  konjugiert,  nach  der  üblichen  Terminologie, 
welche  Punkte  einer  Kurve  3.  Ordnung  mit  gemeinsamem  Tangential- 
punkte  so  nennt. 

§  32.    Projektive  Beziehung  dreier  einstufigen  Gebilde. 
Kubische  ßaumkurve. 

200  Drei    projektive    Strahlenbüschel     Z7,    ü',    IJ"    derselben    Ebene 

führen,  zweimal  zu  zweien  zusammengestellt:  ü  und  U'j  TJ  und  fJ", 
zu  zwei  Kegelschnitten,  welche  beide  durch  ZI  gehen.  Daß  sie  noch 
drei  Punkte  gemeinsam  haben,  folgt  aus  dem  Schnittpunkte -Satz 
(Nr.  161),  kann  aber  auch  durch  eine  einfache  Korrespondenz  erkannt 
werden.     Wir  ordnen  auf  einem  der  beiden  Kegelschnitte,   etwa  dem 


Entsprechende  Elemente  konkurrent  oder  geradlinig.  305 

ersten,  jedem  Punkte,  aus  der  ersten  Reihe,  die  beiden  Scknittpunkte 
mit  dem  Strahle  von  U"  zu,  welcher  den  beiden  nach  ihm  gehenden 
Strahlen  von  TJ  und  U'  entspricht.  Durch  jeden  Punkt  des  Kegel- 
schnitts, aus  der  zweiten  Reihe,  geht  ein  Strahl  von  Z7",  dem  ein 
Strahlenpaar  aus  U^  TJ'  und  ein  Punkt  der  ersten  Reihe  entspricht. 
Es  entsteht  also  eine  Korrespondenz  [1,  2]:  eine  Projektivität  der 
einfachen  Punktreihe  auf  der  Kurve  zu  der  vom  Büschel  ü"  ein- 
geschnittenen Involution.  In  den  drei  Koinzidenzpunkten  treffen  sich 
die  beiden  entsprechenden  Strahlen  aus  TJ  und  TJ'  auch  mit  dem 
homologen  Strahle  aus    TJ". 

Das  sind  die  drei  weiteren  Schnitte.  Aber  wir  erhalten  auch 
die  Sätze: 

In  drei  projektiven  Strahlenbüscheln  derselben  Ebene 
laufen  dreimal  entsprechende  Strahlen  in  einen  Punkt  zu- 
sammen. 

Und  felddual:  In  drei  projektiven  Punktreihen  derselben 
Ebene  liegen  dreimal  homologe  Punkte  in  gerader  Linie. 

Ihnen  entsprechen  zwei  Sätze  im  Bündel. 

Der  durch  zwei  der  Büschel  erzeugte  Kegelschnitt  ist  zum  dritten 
projektiv.  Wenn  also  ein  Strahlenbüschel  zu  einer  Punkt- 
reihe 2.  Ordnung  derselben  Ebene  projektiv  ist,  sind  drei- 
mal entsprechende  Elemente  inzident.  Daher  inzidieren  auch, 
wenn  eine  Punktreihe  2.  Ordnung  und  ein  Ebenenbüschel  oder  eine 
Regelschar  und  ein  Strahlenbüschel  projektiv  sind,  dreimal  ent- 
sprechende Elemente  (vgl.  Nr.  167). 

Und  wenn  drei  projektive  Strahlenbüschel  im  Räume  gegeben 
sind,  so  gibt  es  in  jeder  Ebene  und  durch  jeden  Punkt  drei  Strahlen, 
welche  drei  homologe  Strahlen  treffen. 

Sind  in  einer  Ebene  drei  Punkte  J.^,  J^,  A^  und  drei  Ge- 
raden &i,  &2?  ^3  gegeben,  so  liegen,  wenn  X  sich  auf  einer  Gerade 
bewegt,  dreimal  die  Punkte: 

{XA„\),   {XA^,\),   {XA„\) 

in  einer  Gerade;  denn  sie  beschreiben  auf  &i,  63,  \  projektive  Punkt- 
reihen-, und  wenn  x  einen  Strahlenbüschel  beschreibt,  so  gehen  drei- 
mal die  Geraden: 

{x\,A^),    {x\,A^)y   {x\,A^) 

durch  einen  Punkt.  Daher  erzeugen  die  Punkte  X,  für  welche 
jene  drei  Punkte  in  einer  Gerade  x  liegen,  eine  Kurve 
3.  Ordnuno:,  und  diese  Geraden  x  umhüllen  eine  Kurve 
3.  Klasse.     Jene  geht  durch  die  neun  Punkte: 

^1,  ^2,  ^3,  W,  W,  \h^,  (A^A^ybj),  (AsA^yh^)y  {A^A^yh^), 

Sturm,  Geometr.  Verwandtschaften.    L  20 
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und  diese  berührt  die  neun  Geraden: 

&,,  \,  \,  A^A^,  A^A^,  A^A,^,  {h^\,A^),  {h^\,A^),  {W,  A^Y). 

201  Im    Räume    haben    wir    folgende    zwei    dual    gegenüberstehende 

Figuren:  drei  projektive  Ebenenbüschel,  deren  Axen  beliebige  Lage 
haben,  und  drei  projektive  Punktreihen,  für  deren  Träger  das  näm- 
liche gilt.  Jene  führen  zu  einer  Raumkurve,  dem  Orte  der  Schnitt- 
punkte entsprechender  Ebenen,  diese  zu  einem  Kontinuum  (Torsus) 
von  Ebenen,  den  Verbindungsebenen  entsprechender  Punkte. 

In  eine  Ebene  schneiden  die  Büschel  drei  projektive  Strahlen- 
büschel mit  dreimal  drei  konkurrenten  homologen  Strahlen;  d.  h.  drei 
Punkte  der  erzeugten  Kurve  fallen  in  die  Ebene. 

Das  Erzeugnis  von  drei  projektiven  Ebenenbüscheln  ist 
eine  Raumkurve  3.  Ordnung^)  oder  kubische  Raumkurve 
(cubique  gauche);   sie  heiße  R^. 

Desgleichen  gehen  von  dem  Torsus  drei  Ebenen  durch  einen  be- 
liebigen Punkt,  weshalb  er  3.  Klasse  ist;  denn  von  den  projektiven 
Strahlenbüscheln,  welche  die  Punktreihen  aus  dem  Punkte  projizieren, 
liegen  dreimal  drei  entsprechende  Strahlen  in  einer  Ebene,  welche 
dadurch  eine  durch  den  Punkt  gehende  Verbindungsebene  homologer 
Punkte  der  Punktreihen  wird.  V^ir  werden  bald  sehen,  daß  beide 
Erzeugnisse  in  enger  Beziehung  stehen. 

Je  zwei  der  projektiven  Ebenenbüschel  u,u\u'  erzeugen 
eine  Regelschar,  zu  deren  Leitschar  dann  die  beiden  Axen  ge- 
hören. Der  Punkt  ||'5"  liegt  auf  den  drei  Geraden  ||',  ||'',  g'^''  der 
Regelscharen;  also  gehen  alle  drei  Trägerflächen  durch  die 
Kurve  R^,  und  sie  ist  die  fernere  Schnittkurve  zweier,  außer 
der  gemeinsamen  Axe,  z.  B.  u,  wenn  die  Regelscharen  durch  u 
und  Uy  u  und  u"  erzeugt  werden.  Dieselbe  muß  ja  3.  Ordnung  sein, 
da  die  von  einer  Ebene  ausgeschnittenen  Kegelschnitte,  außer  dem 
Spurpunkt  von  w,  noch  drei  Punkte  gemeinsam  haben. 

Die  Geraden  der  Regelscharen  treffen,  wie  eben  gefunden, 
die  Kurve  R^  einmal,  z.  B.  g|'  im  Schnittpunkte  mit  |".  Daraus 
folgt,  daß  die  Geraden  der  Leitscharen  ihr  zweimal  begegnen; 
denn  jede  Tangentialebene  einer  Trägerfläche  enthält  aus  jeder  der 
Scharen  eine  Gerade,  die  den  vollen  Schnitt  bilden;  auf  sie  müssen 
sich  die  drei  Schnitte  der  auf  der  Fläche  gelegenen  Kurve  mit  der 
Ebene  verteilen. 


1)  Graßmann,  Journal  für  Math.  Bd.  31,  S.  111,  Bd.  36,  S.  177;  Gesammelte 
Werke,  Bd.  2,  Teil  1,  S.  49,  73.  —  Die  neun  Punkte  oder  Tangenten  sind  nicht 
assoziiert  und  bestimmen  daher  die  betreffende  Kurve. 

2)  Diese  Erzeugung  der  kubischen  Raumkurve  machte  Chasles  bekannt: 
Comptes  rendus  Bd.  45  (1857),  S.  189  und  Journal  de  Mathematiques,  2.  Serie, 
Bd.  1  (1857),  S.  397. 
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Jene  Geraden  sind  also  einfache,  diese  Doppelsekanten  oder 
Sehnen  der  Kurve.^) 

Daß  die  Axen  der  erzeugenden  Büschel  letzteres  sind,  erkennt 
man  direkt.  Z.  B.  auf  u  erzeugen  ii',  u'  konjektive  Punktreihen;  in 
den  Koinzidenzen  schneiden  sich  je  entsprechende  Ebenen  aus  u!,u\ 
und  die  entsprechende  aus  ?i  geht  ja  auch  durch  den  Punkt.  Dies 
lehrt,  da  die  Koinzidenzen  imaginär  sein  können,  die  Existenz  so- 
genannter ideeller  Doppelsekanten,  deren  Schnitte  mit  der 
Kurve  imaginär  sind.  Den  Übergang  zu  den  eigentlichen  (mit 
reellen  Schnitten)  bilden  die  Tangenten  der  Kurve. 

Außerhalb  der  Kurve  können  sich  zwei  Doppelsekanten  nicht 
schneiden,  da  ihre  Ebene  die  Kurve  viermal  träfe. 

Jede  der  drei  Regelscharen  der  ||',  ü'',  §'5",  z.  B.  die  erste,  wird 
vermittelst  der  sie  erzeugenden  Büschel  w,  w',  zu  denen  sie  in  ein- 
deutiger Beziehung  steht,  projektiv  zum  dritten.  Und  so  ergibt 
sich  W  auch  als  Erzeugnis  der  Schnitte  entsprechender  Ge- 
raden und  Ebenen  aus  einer  Regelschar  und  einem  Ebenen- 
büschel, welche  projektiv  sind. 

Erwähnen  wir  einige  Fälle  spezieller  Lagen  der  projektiven 
Ebenenbüschel. 

Wenn  die  drei  Axen  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  so  gehen 
die  Regelscharen  in  Kegel  aus  diesem  Punkte  über;  die  kubische 
Raumkurve  besteht  aus  drei  Kanten,  welche  allen  gemeinsam  ist, 
während  je  zwei  noch  eine  der  Axen  gemeinsam  haben;  es  sind  dies 
die  di'ei  Geraden,  in  welche  je  drei  homologe  Ebenen  der  demselben 
Bündel  angehörigen  projektiven  Büschel  zusammenlaufen  (Nr.  200). 

Sind  die  drei  Büschel  so  projektiv,  daß  sie  zu  derselben  Punkt- 
reihe perspektiv  sind,  so  zerfällt  das  Erzeugnis  in  den  Träger  der- 
selben und  die  beiden  Geraden,  welche  ihn  und  die  drei  Axen  treffen; 
denn  in  ihnen  schneiden  sich  entsprechende  Ebenen. 

Wenn  die  Axen  der  Büschel  in  derselben  Ebene  77  liegen  und 
diese  sich  selbst  entspricht,  so  daß  je  zwei  der  Büschel  perspektiv 
sind  und  einen  Strahlenbüschel  —  den  Perspektivitätsbüschel  —  er- 
zeugen (Nr.  36),  so  kommt  kein  Erzeugnis  3.  Ordnung  zustande;  Er- 
zeugnis ist  (außer  TT)  die  Gerade,  in  der  die  Ebenen  von  zweien  dieser 
Strahlenbüschel  sich  schneiden  und  durch  die  dann  auch  die  Ebene 
des  dritten  geht. 

Wir  kehren  zum  allgemeinen  Falle  zurück.    Es  sei  P  ein  Punkt  202 
von  W^   r,  X'  die  durch   ihn   gehenden  Geraden    aus   den  Leitscharen 
der  durch  ?«,  u\  u,  u"  erzeugten  Regelscharen,  welche,  wie  wir  wissen, 
die  Kurve  noch  einmal  treffen. 


1)  Salmon,  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal  Bd.  5  (1850),  S.  23. 
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Nacli  der  bekannten  Eigenschaft  verbundener  Regelscharen  sind 
ihre  Büschel  zum  Büschel  um  w,  die  ja  zu  beiden  Leitscharen  gehört, 
projektiv.  Wir  können  jene  Regelscharen  auch  durch  die  Büschel  u 
und  l\  u  und  V  erzeugen;  eine  Ebene  durch  u  enthält  von  ihnen  je 
eine  Gerade  und  den  Punkt  von  R^,  in  dem  sie  sich  schneiden;  die 
entsprechenden  Ebenen  aus  l\  l"  gehen  nach  diesen  Geraden  und  dem 
Punkte,  den  sie  also  mit  der  von  u  gemein  haben,  d.  h.  W  entsteht 
durch  die  drei  projektiven  Büschel  w,  V,  T\  Die  von  den  beiden  letzten 
erzeugte  Regelschar  ist  also  ein  Kegel  mit  der  Spitze  P,  dem  Schnitt- 
punkte l'V\  welcher  auf  B^  liegt. 

Aus  jedem  ihrer  Punkte  wird  die  kubische  Raumkurve 
durch  einen  Kegel  2.  Grades  projiziert;  wie  das  ja  auch  un- 
mittelbar daraus  hervorgeht,  daß  jede  Ebene  durch  den  Punkt  noch 
zwei  Punkte  der  JR^,  also  zwei  projizierende  Kanten  des  Kegels 
enthält. 

Die  Kurve  zeigt  sich  als  fernerer  Schnitt  zweier  solchen 
Kegel,  neben  der  Verbindungslinie  der  Spitzen,  welche  beiden 
angehört. 

Außer  in  der  Spitze  trifft  jede  Kante  eines  solchen  Kegels  die 
Kurve  noch  einmal;  wegen  dieser  Punkte  zeigt  sich  die  Kantenreihe  als 
Regelschar  von  einfachen  Sekanten;  da  aber  die  Geraden  doch  tat- 
sächlich Dopp elsekanten  sind,  so  erweist  sie  sich  als  Leitschar,  die  ja 
beim  Kegel  mit  der  Regelschar  sich  vereinigt  hat. 

Zwei  Kanten  des  Kegels  projizieren  die  sämtlichen  Kanten  des- 
selben oder,  was  dasselbe  ist,  die  veränderlichen  Punkte  der  R^  auf 
ihnen  durch  projektive  Ebenenbüschel.  Also  wird  aus  zwei  sich  auf 
der  Kurve  schneidenden  Doppelsekanten  die  Punktreihe  der  Kurve 
durch  projektive  Ebenenbüschel  projiziert. 

Sind  ÄB^  CD  zwei  beliebige  Doppelsekanten,  so  sind  die  Büschel 
die  aus  ihnen  projizieren,  beide  dem  aus  ÄC  projizierenden  projektiv, 
daher  auch  zueinander. 

So  ist,  zunächst  für  eigentliche  Doppelsekanten,  erkannt, 
daß  aus  allen  die  Punktreihe  auf  der  Kurve  durch  projek- 
tive Ebenenbüschel  projiziert  wird. 

Zwei  eigentliche  Doppelsekanten  l^jl^  bestimmen  eine 
Regelschar  von  Doppelsekanten,  zu  welcher  sie  gehören. 
Denn  die  projektiven  Büschel  um  sie,  deren  entsprechende  Ebenen  je 
nach  demselben  Punkte  von  B^  gehen,  erzeugen  eine  Regelschar  von 
einfachen  Sekanten  ^;  die  verbundene,  zu  der  ja  die  Axen  ?i,  ?2  ge- 
hören, ist  diejenige,  von  welcher  der  Satz  spricht.  Alle  diese  Doppel- 
sekanten können  wir  bezeichnen  als  solche,  die  sich  auf  irgend  eine 
der  Geraden  g  stützen. 

Umgekehrt,  alle  Doppelsekanten  der  Kurve  B^j  welche 
eine    einfache    Sekante  g  treffen,  (abgesehen  von  denen,  welche 
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den  Kegel  aus  dem  Treffpunkte  von  g  bilden)  erzeugen  eine  Regel- 
schar. Durch  g  und  zwei  Punkte  der  Kurve  legen  wir  Ebenen,  die 
dann  noch  einen  dritten  reellen  Schnitt  haben.  Die  beiden  Verbin- 
dungslinien dieser  zweiten  und  dritten  Schnitte  sind  eigentliche  Doppel- 
sekanten ^ij/gj  welche  g  treffen;  sie  bestimmen  also  eine  Regelschar 
von  Doppelsekanten,  zu  der  sie  gehören;  jene  Ebenen  gehen  von  l^jl^ 
nach  g  und  ihrem  Stützpunkt,  also  gehört  g  zur  verbundenen  Regel- 
schar einfacher  Sekanten,  und  wird  von  allen  jenen  Doppelsekanten 
getroffen,  und  durch  jeden  Punkt  von  g  geht,  wegen  der  Eigenschaft 
verbundener  Regelscharen,  eine.  Und  weitere  die  g  treffenden  Doppel- 
sekanten durch  ihre  der  W  nicht  angehörigen  Punkte  kann  es  nicht 
geben,  weil  sonst  in  einem  solchen  Punkte  zwei  sich  schneiden 
würden. 

Da  nun  einfache  Sekanten  durch  jeden  Punkt  des  Raums  gelegt 
werden  können,  so  folgt: 

Durch  jeden  Punkt  des  Raums,  außerhalb  B^,  geht  nur 
eine,  aber  stets  eine  Doppelsekante  der  Kurve. ^) 

In  einer  Ebene  durch  den  Punkt  liegen  drei  Punkte  der  Kurve, 
folglich  drei  Kanten  des  projizierenden  Kegels,  welcher  daher  3.  Ord- 
nung ist.  Er  hat  jene  Doppelsekante  zur  Doppelkante  und  ein  ebener 
Schnitt  von  ihm,  also  die  Projektion  der  R^  aus  dem  Punkte  auf 
eine  Ebene,  einen  Doppelpunkt. 

Die  Projektion  der  kubischen  Raumkurve  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  des  Raums  auf  eine  Ebene  hat  stets  einen 
Doppelpunkt  (der  isoliert  ist,  wenn  die  Doppelsekante  ideell  ist). 
Dieser  wirkliche  Doppelpunkt  der  Projektion  wird  als  scheinbarer 
Doppelpunkt  der  Raumkurve  bezeichnet  (point  double  apparent). 

Wir  wollen  nun  eine  ideelle  Doppelsekante  l  in  eine  Regelschar 
mit  eigentlichen  bringen ;  wir  benutzen  eine  einfache  Sekante  g,  welche 
l  schneidet;  zu  der  Regelschar  der  diese  g  treffenden  Doppelsekanten 
gehört  /,  aber,  wie  wir  oben  fanden,  auch  eigentliche.  Sei  V  eine  von 
diesen,  so  sind  die  Ebenenbüschel  um  Z,  V  projektiv,  mit  homologen 
Ebenen,  welche  je  denselben  Punkt  von  R^  projizieren;  denn  sie 
gehen  nach  der  ihn  enthaltenden  Gerade  aus  der  ^-Schar  der  einfachen 
Sekanten.  Damit  ist  erkannt,  daß  die  ideellen  Doppelsekanten  aus 
dem  obigen  Satze  nicht  auszuschließen  sind.     Also: 

Aus  allen  Doppelsekanten  der  R^  wird  ihre  Punktreihe 
durch  projektive  Büschel  projiziert. 

Die  aus  Doppelsekanten  projizierenden  Ebenenwürfe  von  vier 
Punkten  der  Kurve  haben  alle  das  nämliche  Doppelverhältnis,  so  daß 
man  von  einem  Wurf  auf  der  Kurve  und  seinem  Doppelver- 
hältnisse reden  kann. 


1)  Chasles,  a.  a.  0. 
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Aber  nicht  umgekehrt  dürfen  wir  sagen  (wie  es  leider  geschehen 
ist),  der  Ort  der  Geraden,  aus  denen  vier  Punkte  durch  Ebenen- 
würfe von  gegebenem  Doppel  Verhältnis  projiziert  werden,  sei  der  In- 
begriff der  Doppelsekanten  einer  kubischen  Raumkurve;  denn  das 
sind  nur  oo^  Geraden,  während  es  oo^  Geraden  gibt,  die  diese  Be- 
dingung erfüllen.  Wir  werden  diesen  Strahlenort  3.  Stufe  bald  kennen 
lernen. 

Nunmehr  ist  auch  der  obige  Satz,  daß  zwei  Doppel- 
sekanten eine  Regelschar  von  Doppelsekanten  bestimmen, 
zu  der  sie  gehören,  und  eine  verbundene  von  einfachen,  all- 
gemein richtig. 

Ferner  ist  erkannt,  da  aus  den  oo^  Doppelsekanten  drei  auf  oo® 
Weisen  gewählt  werden  können,  daß  die  Raum  kurve  auf  oo^ 
Weisen  durch  projektive  Büschel  erzeugt  werden  kann.  Nun 
kann  man  drei  Büschel  auf  oo^-^  Weisen,  weil  es  oo^  Geraden  gibt, 
auswählen,  einen  von  ihnen  auf  oo^  *  ^  Weisen  auf  die  beiden  andern 
projektiv  beziehen.  Von  diesem  Mannigfaltigkeitsgrade  12  +  6  =  18  ist 
wieder  6  abzuziehen.     Es  gibt  daher  oo^^  kubische  Raumkurven. 

Aber  mit  jenem  allgemeinen  Satze  ist  ein  anderes  wesentliches 
Resultat  gewonnen. 

Zu  jedem  der  aus  einer  Doppelsekante  projizierenden  Büschel 
steht  die  Punktreihe  der  Kurve  in  eindeutiger  Beziehung:  jeder  Punkt 
der  Kurve  bestimmt  eine  Ebene  des  Büschels,  und  jede  Ebene  des 
Büschels  einen  Punkt  der  Kurve,  den  dritten  Schnitt  außer  den  auf 
der  Doppelsekante  gelegenen  Punkten. 

Damit  ist  die  Punktreihe  auf  der  kubischen  Raumkurve 
als  ein  projektiv  beziehbares  oder  unikursales  Gebilde  er- 
kannt; als  Hilfsgebilde,  durch  welche  man  ihre  projektive  Beziehung 
auf  ein  anderes  unikursales  Gebilde  herstellen  kann,  dient  in  erster 
Linie  irgend  einer  der  Perspektiven  Ebenenbüschel  um  eine  Doppel- 
sekante, dann  auch  eine  Perspektive  Regelschar  von  einfachen  Sekanten 
oder  die  Kantenreihe  eines  Perspektiven  Kegels  2.  Grades. 

Eine  parametrische  Bestimmung,  die  man  in  einem  jener  Ebenen- 
büschel getroffen,  überträgt  sich  auf  die  Punktreihe  der  Kurve;  jeder 
Punkt  von  ihr  bekommt  denselben  Parameter  wie  die  inzidente  Ebene 
des .  Büschels. 
2Q3  Ein    beliebiger   Ebenenbüschel    steht    zur  Punktreihe    der  R^  in 

einer  Korrespondenz  [1,  3],  wenn  die  inzidenten  Elemente  einander 
zugeordnet  werden;  sie  ist  (Nr.  168)  eine  Projektivität  zwischen  dem 
Ebenenbüschel  und  einer  kubischen  Involution  auf  der  Kurve.  Daher 
wird  eine  kubische  Raumkurve  von  einem  Ebenenbüschel  in 
einer  kubischen  Involution  geschnitten;  jeder  Punkt  auf  ihr 
gehört  zu  einer  der  durch  die  Ebenen  eingeschnittenen  Gruppen. 

Eine  Involution  3.  Grades  hat  vier  Gruppen  mit  einem  Doppel- 
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punkte  (Nr.  136);  vier  Ebenen  des  Büschels  tangieren  die  Kurve;  die 
zugehörigen  Tangenten  treffen  die  Axe  des  Büschels. 

Vier  Tangenten  der  kubischen  Raumkurve  begegnen 
einer  Grerade. 

Ist  diese  Gerade  eine  einfache  Sekante,  so  sind  es  die  beiden  un- 
endlich nahen,  die  sich  im  Stützpunkte  schneiden,  und  zwei  andere, 
zur  Regelschar  der  die  Gerade  treffenden  Doppelsekanten  gehörig. 

Diese  Zahl  der  eine  Gerade  treffenden  Tanorenten  heißt  der  Rang 
der  Kurve  ^). 

Die  kubische  Raumkurve  hat  den  Rang  4. 

Das  ist  die  Ordnung  der  Fläche,  die  durch  die  Tangenten  der 
Kurve  erzeugt  wird:  eine  abwickelbare  Regelfläche,  weil  die  auf- 
einanderfolgenden Tangenten  sich  schneiden^). 

Der  Kegel  3.  Ordnung,  welcher  die  Kurve  aus  einem  beliebigen 
Punkte  projiziert,  ist  4.  Klasse;  denn  da  seine  Berührungsebenen  die 
Tangenten  der  Kurve  projizieren,  so  kommen  von  einer  Gerade  durch 
die  Spitze  so  viele  an  ihn,  als  diese  Tangenten  trifft. 

Auch  die  Doppelkante  des  Kegels  bedingt  nach  Plückers  Formeln 
(Nr.  162)  die  Klasse  4. 

Wenn  die  Axe  des  Ebenenbüschels  eine  einfache  Sekante 
ist,  so  haben  aUe  Punktgruppen  der  kubischen  Involution  den  Stütz- 
punkt gemeinsam;  die  veränderlichen  Punkte  der  Gruppe,  also  die 
Punkte,  in  denen  die  sich  auf  die  Sekante  stützenden  Doppel- 
sekanten die  Kurve  treffen,  erzeugen  daher  eine  (quadra- 
tische) Involution  (Nr.  136). 

Sie  bilden  eine  Regelschar,  und  jede  Regelschar  von  Doppel- 
sekanten hat  sogar  oo'^  einfache  Sekanten,  welche  Leitgeraden  sind. 

Folglich  induziert  jede  Regelschar  von  Doppelsekanten 
eine  Involution  auf  der  Kurve,  in  der  die  Schnitte  mit  der- 
selben Doppelsekante  gepaart  sind.  Sie  enthält,  wie  wir  schon 
wissen,  zwei  Tangenten;  diese  berühren  in  den  Doppelpunkten  der 
Involution;  und  sind  diese  reell,  die  Involution  hyperbolisch,  so  daß 
auch  Paare  konjugiert  imaginärer  Punkte  in  ihr  vorkommen,  so  ent- 
hält die  Regelschar  eigentliche  und  ideelle  Doppelsekanten,  im  andern 
Falle  nur  eigentliche. 

Jede  auf  der  kubischen  Raumkurve  befindliche  (gemeine) 
Involution  führt  durch  die  Verbindungslinien  gepaarter 
Punkte  zu  einer  Regelschar.  Denn  zwei  von  ihnen  bestimmen 
eine  Regelschar  von  Dopp elsekanten,  zu  der  sie  gehören;  die  Involu- 
tion, welche  diese  induziert,  hat  mit  der  gegebenen  zwei  Paare  gemeia 
und  ist  identisch  mit  ihr. 


1)  Bis  in  die  sechziger  Jahre  auch  „Klasse"  genannt. 

2)  Auf  die  Abwickelbarkeit  genauer  einzugehen,  ist  noch  keine  Veranlassung. 
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Zwei  Ebenenbüschel  führen  zu  zwei  kubischen  Involutionen  mit 
2  •  2  gemeinsamen  Paaren  entsprechender  Punkte  (Nr.  196)  oder  vier 
Paaren  von  Punkten,  die  zu  einer  Gruppe  der  einen  und  einer  der 
andern  Involution  gehören,  deren  verbindende  Doppelsekanten  also 
beide  Axen  treffen. 

Es  gibt  vier  Doppelsekanten  einer  kubischen  Raum- 
kurve, welche  zwei  Geraden  treffen.     Oder: 

Die  Doppelsekanten  einer  kubischen  Raumkurve,  welche 
eine  Gerade  treffen,  erzeugen  eine  Regelfläche  4.  Grades. 

Auf  ihr  ist  die  Gerade  einfache  Leitgerade,  weil  jeder  ihrer  Punkte 
nur  eine  Doppelsekante  aussendet. 

In  jeder  Ebene  durch  die  Gerade  liegen  drei  Erzeugenden,  und 
von  jedem  Punkte  auf  der  Kurve  gehen  zwei  aus,  so  daß  die  kubische 
Raumkurve  doppelt  auf  der  Regelfläche  ist. 

Sie  zerfäUt  in  einen  Kegel  2.  Grades  und  eine  Regelschar,  wenn 
die  Gerade  einfache  Sekante  ist. 

Jede  auf  R^  befindliche  kubische  Involution  rührt  von 
einem  Ebenenbüschel  her;  denn  die  Ebenen,  die  zu  zwei  Gruppen 
gehören,  bestimmen  einen  Büschel  und  die  von  diesem  induzierte  In- 
volution ist  mit  der  gegebenen  identisch,  wegen  der  beiden  gemein- 
samen Gruppen. 

Mit  einer  auf  R^  befindlichen  involutorischen  Korrespondenz  [n] 
hat  eine  kubische  Involution  2n  Paare  entsprechender  Punkte  gemein 
(Nr.  196),  d.  h.  von  den  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
jener  treffen  2n  die  Axe  des  zu  dieser  gehörigen  Ebenenbüschels. 

Die  Verbindungslinien  der  entsprechenden  Punkte  einer 
auf  R^  befindlichen  involutorischen  Korrespondenz  [n]  er- 
zeugen eine  Regelfläche  vom  Grade  2?^,  auf  welcher  R^  n- 
fach  ist. 

Eine  [2]  führt  wieder  zu  einer  Regelfläche  4.  Grades  mit  R^  als 
Doppelkurve,  aber  ohne  Leitgerade, 

Trägt  i?^  aber  eine  Korrespondenz  [w,  n^,  so  ist  die  Regelfläche 
der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  vom  Grade  2{yi  +  %) 
(Nr.  180),  auf  welcher  R^  {n  -{•  wj-fach  ist,  da  jeder  Punkt  auf  ihr 
so  viele  Verbindungslinien  nach  den  einen  und  den  andern  korrespon- 
dierenden Punkten  aussendet. 

Liegen    zwei    konjektive    Punktreihen    auf   R^   vor,    so    entsteht 
wiederum    eine  Regelfläche    4.  Grades,   auf  welcher  R^  Doppelkurve 
ist;  wir  wissen,  daß  wir  diesen  FaU  der  involutorischen  Korrespon- 
denz [2]  subsumieren  können  (Nr.  193). 
204  Wenn  wir  die  Kurve  R^  aus  einem  ihrer  Punkte  A  durch  einen 

Kegel  2.  Grades  projizieren,  so  ist  die  Tangente  in  ihm  auch  eine 
Kegelkante,  durch  die  wir  hindurch  gehen,  wenn  der  projizierte  Punkt 
durch  A  hindurch  geht;   oder  sagen  wir  lieber,  die  beiden  unendlich 
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nahen  Tangenten,  welche  sich  in  A  schneiden,  sind  zwei  unendlich 
nahe  Kanten  des  Kegels;  die  Berührungsebene  des  Kegels,  welche 
sie  verbindet  und  längs  der  einen  tangiert,  verbindet  also  zwei  unend- 
lich nahe  Tangenten  oder  drei  unendlich  nahe  Punkte  der  Kurve  und 
heißt  die  Schmiegungs-  oder  Oskulationsebene  von  A^). 

Jetzt  seien  A,  B,  C  drei  Punkte  der  kubischen  Raumkurve, 
CO  die  verbindende  Ebene,  a,  6,  c  die  zugehörigen  Tangenten  und 
a,  ß,  y  die  Schmiegungsebenen.  Wir  projizieren  die  Kurve  aus  den 
drei  Punkten  durch  die  Kegel  A^,  B^,  C^.  Der  erste  wird  von  a 
längs  der  Kante  a  berührt;  die  Berührungsebenen  längs  AB  und  AG 
seien  ccb,  ^c;  ebenso  werde  B^y  der  längs  b  von  ß  berührt  wird,  längs 
BAj  BC  von  /3^,  ßc  und  C^,  der  längs  c  von  7  tangiert  wird,  längs 
CA,  CB  von  yA,  ys  berührt. 

Wenden  wir  nun  auf  A^  den  auf  einen  Kegel  übertragenen  Satz 
in  Nr.  119  an,  so  liegen,  weil  a,  AB^  AC  ein  eingeschriebenes  Drei- 
kant mit  den  Berührungsebenen  c^,  «5,  ac  bilden, 

[«,  {AB,  AC)l     [cc,,  (a,  AC)l     [ac,  {a,  AB)] 

in  einer  Ebene  co^;  aber  (AB^  AC)  ist  co;  ferner  (a,  AC)  ist  y^, 
denn  diese  Berührungsebene  von  C^  längs  CA  enthält  die  Tangente  a 
der  auf  dem  Kegel  gelegenen  kubischen  Raumkurve  in  A,  und  (a,  AB) 
ist  ßA]  also  liegen  die  drei  Schnittlinien 

(a,  co),  (an,  7^),     (de,  ßj) 

in  einer  Ebene  gj^.     Ebenso  ergeben  jB^,  C^,  daß 

(ft  Cö),  (ßc,  Ub),  (ßA,  yn) 
in  einer  Ebene  m^  und 

(?,  (^),    (yA,  ßc),    (yB,  de) 

in  einer  Ebene  ojg  liegen.  Die  drei  mittleren  Geraden  laufen  in  den 
Punkt  0'  ={ciBj  ßc,  yA)  und  die  drei  letzten  in  den  Punkt  0"=  {ac,  ßj,  ys) 
zusammen.  Folglich  gehen  die  drei  Ebenen  co^,  cog,  »3  durch  die 
Gerade  0' 0'\  und  die  drei  vorderen  Geraden,  die  Schnittlinien  von 
a,  ß,  y  mit  co,  müssen  daher  durch  den  Punkt  0  gehen,  in  dem  0' 0" 
die  Ebene  w  schneidet.  Also  liegt  der  Schnittpunkt  aßy  in  co  und 
wir  haben  folgenden  wichtigen  Satz,  der  uns  nicht  bloß  zu  der  ge- 
wünschten Identität  der  Erzeugnisse  dreier  projektiven  Ebenenbüschel 
und  dreier  projektiven  Punktreihen  führen,  sondern  auch  für  eine 
spätere  Verwandtschaft  von  Wert  sein  wird. 


1)  Die  Schmiegungsebenen  einer  Raumkurve  sind  Berührungsebenen  der 
abwickelbaren  Fläche  der  Tangenten  und  jede  berührt  längs  der  zugehörigen 
Tangente,  in  der  sie  sich  mit  der  Nachbar- Schmiegungsebene  schneidet.  Der 
Abwickelungsprozeß  besteht  in  unendlich  kleinen  Drehungen  um  diese  Schnittlinien. 
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Der  Schnittpunkt  der  Sclimiegungsebenen  dreier  Punkte 
der  kubischen  Raumkurve  liegt  in  der  Verbindungsebene 
derselben^). 

Jetzt  sei  der  dritte  Punkt  C  ein  auf  der  Kurve  beweglicher 
Punkt  X  und  ^  seine  Schmiegungsebene ;  es  liegt  also  der  Punkt  a/3| 
in  der  Ebene  ÄBX.,  folglich  ist  die  Punktreihe,  die  jener  auf  der 
festen  Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  a,  ß  —  welche  künftig- 
hin Schmiegungsaxe  genannt  werden  soll  —  beschreibt,  perspek- 
tiv  zu  dem  Ebenenbüschel  um  die  Doppelsekante,  welche  die  Oskula- 
tionspunkte  der  beiden  festen  Schmiegungsebenen  verbindet,  und  zwar 
so,  daß  die  Ebene  durch  AB  nach  einem  Punkte  der  B^  und  der 
Punkt  auf  aß,  welcher  in  der  zugehörigen  Schmiegungsebene  liegt, 
einander  entsprechen.  Sind  C,  D  weitere  Punkte  von  B^  mit  den 
Schmiegungsebenen  7,  d,  so  sind  der  Ebenenbüschel  CDX  und  die 
Punktreihe  ydh,  perspektiv.  Nun  sind  die  Büschel  ÄBX  und  CDX 
projektiv,  daher  gilt  dies  auch  für  die  Punktreihen  «/3|  und  yd^. 

Folglich  sind  alle  die  Punktreihen,  die  auf  den  00^ 
Schmiegungsaxen  der  kubischen  Raumkurve  durch  die 
Schmiegungsebenen  eingeschnitten  werden,  untereinander 
projektiv,  derartig,  daß  die  durch  dieselbe  Schmiegungs- 
ebene eingeschnittenen  Punkte  entsprechend  sind;  und  diese 
Punktreihen  sind  auch  projektiv  zu  allen  den  untereinander 
projektiven  Ebenenbüscheln  um  die  Doppelsekanten;  wobei 
immer  ein  Punkt  von  einer  jener  Punktreihen  und  eine 
Ebene  aus  einem  dieser  Büschel  entsprechend  sind,  welche 
mit  zusammengehörigen  Elementen  X  und  |  der  Kurve  in- 
zidieren. 

Vier  feste  Schmiegungsebenen  schneiden  in  alle  Schmiegungs- 
axen Würfe  von  demselben  Doppelverhältnisse  ein,  welches  so  das 
Doppelverhältnis  der  vier  Schmiegungsebenen  wird;  es  ist 
gleich  dem  der  zugehörigen  Kurvenpunkte. 

Nehmen  wir  drei  Schmiegungsaxen,  so  ergeben  sich  die  Schmie- 
gungsebenen als  die  Verbindungsebenen  dreier  entsprechender  Punkte 
der  drei  projektiven  Punktreihen  auf  jenen  Axen.  Wir  sehen,  die 
duale  Erzeugung  zu  derjenigen,  die  uns  die  Punkte  der 
kubischen  Raumkurve  geliefert  hat,  liefert  uns  ihre  Schmie- 
gungsebenen, und  wir  könnten  jetzt,  von  dieser  Erzeugung  aus- 
gehend, die  duale  Betrachtung  vornehmen.  Es  mögen  aber  einige 
Bemerkungen  genügen. 
205  Bei   einem  Torsus   von  Ebenen   a,  /3,  7,  ^,  £, .  .  .   haben  wir   die 

Schnittlinien    zweier    aufeinander   folgender   aßy  ßy,  yd,  ...  und  die 


1)  Chasles,  Comptes  rendus,  Aug.  1857,  und  Schröter,  Journal  für  Math., 
Bd.  56  (1859),  S.  27. 
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Schnittpunkte  dreier  aufeinander  folgender  Ebenen  oder  zweier  auf- 
einander folgender  Schnittlinien  aßy  =  {aß,  ßy),  ßyd,  .  .  .  Jede 
Ebene  y  enthält  zwei  aufeinander  folgende  Schnittlinien  ßy,  yd  und 
drei  aufeinander  folgende  Schnittpunkte  ccßy,  ßyd,  yde  und  jede 
Schnittlinie  ßy  zwei  aufeinander  folgende  Schnittpunkte  ccßy,  ßyd. 
Unsere  Ebenen  sind  daher  die  Schmiegungsebenen  und  die  Schnitt- 
linien die  Tangenten  der  durch  die  Schnittpunkte  entstehenden  Kurve. 

Also  ergibt  sich  auch,  wenn  drei  projektive  Punktreihen  gegeben 
sind,  in  den  Verbindungsebenen  entsprechender  Punkte  ein  Kontinuum 
von  Ebenen,  welche  als  Schmiegungsebenen  zu  einer  Kurve  gehören, 
und  die  duale  Betrachtung  lehrt,  daß  diese  Kurve  durch  drei  projek- 
tive Ebenenbüschel  erzeugt  werden  kann,  also  eine  kubische  Raum- 
kurve ist. 

Das  Erzeugnis  dreier  projektiven  Punktreihen  ist  der 
Inbegriff  der  Schmiegungsebenen  einer  kubischen  Raum- 
kurve.    Diese  Kurve  ist  in  sich  räumlich  duaP). 

Die  Klasse  der  Kurve,  d.  h.  die  Klasse  des  Torsus  der 
Schmiegungsebenen  ist  3,  ebenso  wie  die  Ordnung  (Nr.  201).  Die 
Oskulationspunkte  der  drei  von  einem  Punkt  kommenden 
Schmiegungsebenen  bestimmen  eine  Ebene,  die  durch  den 
Punkt  geht. 

Nehmen  wir  zwei  Schmiegungsaxen  aß,  ay  in  derselben  Schmie- 
gungsebene  a,  so  umhüllen  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
ihrer  projektiven  Punktreihen  einen  Kegelschnitt-,  das  sind  die  Spur- 
linien der  übrigen  Schmiegungsebenen. 

Also  schneiden  die  Schmiegungsebenen  (und  Tangenten) 
einer  kubischen  Raumkurve  in  eine  von  ihnen  einen  Kegel- 
schnitt ein,  welcher  dual  dem  Kegel  2.  Grades  entspricht,  durch 
den  die  Kurve  aus  einem  ihrer  Punkte  projiziert  wird.  Das  Doppel- 
verhältnis von  vier  Schmiegungsebenen  ist  das  der  vier  Tangenten, 
welche  sie  in  irgend  eine  Schmiegungsebene  einschneiden. 

Tangente  des  Kegelschnitts  ist  auch  die  zu  a  gehörige 
Tangente,  die  Schnittlinie  mit  der  benachbarten  Schmiegungsebene, 
und  der  Berührungspunkt,  der  Schnittpunkt  mit  der  Nachbar- 
tangente des  Kegelschnitts,  ist  Schnittpunkt  dreier  benachbarter 
Schmiegungsebenen,  also  der  Oskulationspunkt  von  a. 

Wie  sich  die  Punktkurve  ergab  als  teilweiser  Schnitt  der  Träger- 
flächen zweier  durch  projektive  Ebenenbüschel  erzeugten  Regelscharen, 
neben  einer  gemeinsamen  Gerade  der  beiden  Leitscharen,  so  ergibt 
sich   das   Kontinuum    der   Schmiegungsebenen   als   Inbegriff 


1)  Diese  Dualität  hat  zum  ersten  Male  Schröter  dargelegt.  Journal  f. 
Mathematik,  Bd.  56,  S.  27.  Vgl.  auch  wegen  der  vorangehenden  Betrachtungen 
Schröters  Buch  über  die  Oberflächen  2.  Ordnung  und  Raumkurven  3.  Ordnung. 
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der  gemeinsamen  Tangentialebenen  der  Trägerflächen  zweier 
durch  projektive  Punktreihen  erzeugten  Regelscliaren,  außer 
den  durch  die  gemeinsame  Leitgerade  gehenden  Tangential- 
ebenen. 

Und  wie  zwei  Kegel  2.  Grades  mit  gemeinsamer  Kante  als  Rest- 
schnitt eine  kubische  Raumkurve  haben,  so  führen  zwei  KegeL 
schnitte  mit  einer  gemeinsamen  Tangente  zu  den  Schmie- 
gungsebenen  einer  kubischen  Raumkurve  in  ihren  gemein- 
samen Tangentialebenen.  Jeder  Punkt  jener  Tangente  sendet 
noch  eine  zweite  Tangente  an  den  einen  und  den  andern 
Kegelschnitt!  die  Verbindungsebene  ist  eine  Schmiegungs- 
ebene^). 

Die  gemeinsame  Tangente  und  von  jedem  Kegelschnitte  noch 
eine  zweite  sind  die  Träger  der  erzeugenden  Punktreihen. 

Der  Torsus  der  Schmiegungsebenen  einer  kubischen 
Raumkurve  ist  ebenfalls  projektiv  beziehbar  oder  unikursal. 
206  Wenn  sechs  Punkte  Ä,  By .  .  .,  F  gegeben  sind,  so  schneiden  sich 

die  beiden  Kegel  2.  Grades  Ä  (B,  0,  JD,  E,  F)  und  B(Ä,  G,  D,  E,  F) 
in  einer  durch  A,  ...,F  gehenden  kubischen  Raumkurve,  außer  in  AB. 
Und  für  eine  kubische  Raumkurve,  die  durch  Ay .  .  .,F  geht,  sind  die 
genannten  Kegel  diejenigen,  welche  sie  aus  A^  bzw.  B  projizieren; 
weil  sie  durch  die  je  fünf  Kanten  eindeutig  bestimmt  sind.  Folglich 
ist  die  vorhin  konstruierte  kubische  Raumkurve  die  einzige,  welche 
durch  die  sechs  Punkte  geht. 

Wenn  drei  Punkte  A,  B,  C  und  drei  Doppelsekanten  d,  e,  f  ge- 
geben sind,  so  ist  die  Projektivität  der  Ebenenbüschel  um  letztere, 
welche  von  einer  zu  jenen  Elementen  gehörigen  kubischen  Raumkurve 
herrührt,  durch  die  nach  A,  B,  C  gehenden  Ebenen  eindeutig  fest- 
gelegt; also  gibt  es  nur  eine  solche  Kurve. 

Drittens  seien  fünf  Punkte  A,  i?,  G,  D,  E  und  eine  Doppelsekante  f 
gegeben;  die  beiden  Büschel  von  Kegeln  2.  Grades  A(B,G,DyE\ 
B  {Ay  G,  D,  E)  schneiden  in  /*  Involutionen  ein.  Die  beiden  Kegel 
dieser  Büschel,  welche  durch  das  gemeinsame  Paar  dieser  Involutionen 
gehen,  liefern  die  einzige  kubische  Raumkurve,  welche  zu  jenen  ge- 
gebenen Elementen  gehört^). 

Sind  dagegen  vier  Punkte  A,  B,  G,  D  und  zwei  Doppelsekanten  e,  f 


1)  Wohl  der  älteste  Satz  über  die  kubische  Raumkurve:  Möbius,  Der 
Barycentrische  Calcül  (1827)  §  98  (Gesammelte  Werke,  Bd.  I,  S.  121). 

2)  Auch  die  Kenntnis ,  daß  durch  9  —  1  =  8  Punkte  die  Grundkurve  eines 
Flächenbüschels  2.  Ordnung  bestimmt  ist,  führt  zu  diesem  Ergebnisse;  wenn 
A,  ...  JE  und  drei  Punkte  auf  f  diese  8  Punkte  sind,  so  zerfällt  die  Raumkurve 
4.  Ordnung  in  die  Gerade  f  und  die  kubische  Raumkurve ,  mit  der  wir  es  zu 
tun  haben. 
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gegeben,  so  würde  eine  zugehörige  kubisclie  Raumkurve  die  Projek- 
tivität : 

e{Ä,JB,C,D)7\f{Ä,B,C,D) 

bedingen,  welche  im  allgemeinen  nicht  erfüllt  wird.  Wird  sie  in  spe- 
ziellen Fällen  erfüllt,  was  bedeutet,  daß  die  sechs  gegebenen  Elemente 
auf  der  Trägerfläche  zweier  verbundeoen  Regelscharen  liegen,  so  gibt 
es  (Nr.  165)  oo^  auf  dieser  Fläche  verlaufende  kubische  Raumkurven, 
welche  durch  die  vier  Punkte  gehen  und  die  Geraden  der  Schar  e,  f 
zweimal  treffen;  und  auf  der  Fläche  muß  jede  kubische  Raumkurve, 
welche  durch  Äy  B,  C,  D  geht  und  e,  f  zweimal  trifft,  wegen  der 
sieben  gemeinsamen  Punkte  liegen. 

Wenn  also  6,  5,  4,  3  Punkte  und  0,  1,  2,  3  Doppel- 
sekanten gegeben  sind,  so  gibt  es  1,  1,  0,  1  zugehörige  ku- 
bische Raumkurven;  und  ebenso,  wenn  6,5,4,3  Schmiegungs- 
ebenen  und  0,  1,  2,  3  Schmiegungsaxen  gegeben  sind. 

Auf  einer  kubischen  Raumkurve  jR^  liege  eine  Involution  n*^^  Grades  207 
I"  (w  >  2).  Jede  Gruppe  führt  zu  -J w  (w  —  1)  (w  —  2)  Verbindungsebenen 
von  je  drei  ihrer  Punkte;  wir  wollen  die  Klasse  des  Torsus  dieser 
Verbindungsebenen  ermitteln.  Dazu  stellen  wir  auf  jR^  vermittelst 
eines  Punktes  0  folgende  Korrespondenz  her.  Ein  Punkt  X  von  R^ 
gehört  zu  einer  Gruppe  von  /";  die  n  —  1  übrigen  Punkte  derselben 
geben  -^-(w— l)(^i  — 2)  Paare,  welche,  durch  Ebenen  mit  0  verbunden, 
ebensoviele  dritte  Schnitte  X^  mit  der  Kurve  liefern,  die  wir  dem  X 
zuordnen.  Die  Ebenen  durch  OX^  führen  in  ihren  veränderlichen 
Schnitten  mit  R^  zu  einer  Involution,  welche  (Nr.  196)  n—1  Paare 
besitzt,  deren  beide  Punkte  je  in  dieselbe  Gruppe  von  I"  fallen;  die 
(n  —  1)  (w  —  2)  übrigen  Punkte  dieser  Gruppen  sind  diejenigen  Punkte  X, 
welche  dem  X^  korrespondieren.  Wenn  X  und  X^  sich  vereinigen, 
so  ergibt  sich  eine  Ebene  durch  0,  in  der  drei  Punkte  einer  Gruppe 
von  /"  liegen;  und  jeder  von  ihnen  kann  der  dritte,  in  dem  sich  X 
und  X^  vereinigen,  sein.  Die  |(n  — l)(w  — 2)  Koinzidenzen  der 
Korrespondenz  [(n—l)(n  —  2),  -^(n—l)(n  —  2y]  zeigen,  daß  es 
■^  (w  —  1)  (n  —  2)  derartige  Ebenen  gibt. 

Wenn  also  auf  einer  kubischen  Raumkurve  eine  Invo- 
lution n^"^  Grades  I"{n^2)  liegt,  so  umhüllen  die  Verbin- 
dungsebenen von  drei  Punkten  einer  Gruppe  einen  Torsus 
von  der  Klasse  -l-(n  —  l)(n  —  2). 

Der  Ebenenbüschel  bei  n  =  ^  ist  uns  schon  bekannt.  Bei  w  =  4 
ist  es  ein  Torsus  3.  Klasse,  also  der  Schmiegungsebenen- 
Torsus  einer  zweiten  kubischen  Raumkurve.  Wir  erhalten 
cx)^  Tetraeder,  welche  der  ersten  kubischen  Raumkurve  ein- 
und  dieser  zweiten  umgeschrieben  sind,  d.  h.  sie  mit  ihren 
Ebenen  oskulieren. 
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Wenn  zwei  kubisclie  Raumkurven  in  der  Lage  sich  be- 
finden, daß  zwei  Tetraeder  existieren,  welche  der  einen  ein-, 
der  andern  umgeschrieben  sind,  so  führen  die  beiden  Gruppen 
der  Ecken  auf  der  ersten  zu  einer  Involution  4.  Grrades  und  zu 
cx)^  Tetraedern,  welche  der  ersten  kubischen  Raumkurve  ein- 
und  einer  andern  umgeschrieben  sind,  welche  also  die  acht 
Ebenen  der  gegebenen  Tetraeder  oskuliert,  daher  mit  der  zweiten 
kubischen  Raumkurve  identisch  ist^). 

Nun  kann  man  (Nr.  136)  die  Tripel  der  Schnittpunkte  der 
B^  mit  drei  Ebenen  a,  ß,  y  durch  vierte  Punkte  der  Kurve  zu  Qua- 
drupeln vervollständigen,  welche  derselben  Involution  4.  Grades  an- 
gehören. Demnach  sind  die  drei  Ebenen  a,  ß,  y  Schmiegungsebenen 
einer  zweiten  kubischen  Raumkurve,  ihre  Schnittlinien  und  die  neun 
in  cc,  ß,  y  gelegenen  Doppelsekanten  %,  «2,  «3;  &i,  ^2;  ^sJ  ^1?  ^2?  ^3 
der  B^  Schmiegungsaxen  dieser  zweiten  Kurve.  Da  diese  letzteren 
Spuren  anderer  Schmiegungsebenen  in  a,  /3,  y  sind,  so  ist  von  den 
drei  Projektivitäten,  welche  a^^a^ytt^  auf  aß  und  ay^  \y\y\ 
auf  ßa,  ßy  und  c^,  Cg,  c^  auf  ya,  yß  hervorrufen,  jede  die  Folge 
der  beiden  andern.  Denn  die  beiden  Schmiegungsaxen  in  a,  ß, 
welche  von  einem  Punkte  der  aß  ausgehen  und  die  entsprechenden 
Punkte  in  ay^ßy  einschneiden,  liegen  in  der  nämlichen  Schmiegungs- 
ebene  der  zweiten  Kurve,  der  dritten  aus  jenem  Punkte,  und  die 
Schmiegungsaxe,  in  welcher  sie  y  schneidet,  macht  diese  Punkte  auf 
ay,  ßy  zu  entsprechenden  in  der  dritten  Projektivität. 
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der  kubischen  Raumkurve  jR^,  welche  durch  die  drei  ersten  entsteht, 
ergibt  sich  eine  Korrespondenz  [1,  3]  —  Projektivität  der  Punktreihe 
auf  ihr  zu  der  vom  vierten  Büschel  eingeschnittenen  kubischen  Invo- 
lution — ,  in  der  jedem  Punkte  |J'|"  der  Kurve  die  Schnitte  mit  der 
den  Ebenen  |,  J',  i,"  entsprechenden  Ebene  ^'"  zugeordnet  sind.  Die 
vier  Koinzidenzen  lehren: 

In  vier  projektiven  Ebenenbüscheln  gibt  es  vier  Qua- 
drupel entsprechender  Ebenen,  die  in  einen  Punkt  zu- 
sammenlaufen (Nr.  177). 

Diese  vier  Punkte  sind  allen  vier  durch  je  drei  der  Büschel  er- 
zeugten kubischen  Raumkurven  gemeinsam. 

Je    zwei  von  ihnen  liegen  auf  der  Trägerfläche  der  Regelschar, 
welche  durch  die  gemeinsamen  Ebenenbüschel  erzeugt  wird,  und  treffen 
.     deren  Geraden  einmal. 


1)  von  Staudt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  Nr.  586;  Cremona, 
Rendiconti  dell'Istituto  Lombardo  Ser.  III,  Bd.  12,  S.  347;  Hurwitz,  Mathem. 
Annalen,  Bd.  20,  S.  325;  Sturm,  Liniengeom.,  Bd.  1,  Nr.  250. 
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Zwei  kubische  Raumkurven,  welche  beide  die  Geraden 
derselben  Regelschar  einmal  und  die  der  verbundenen  zwei- 
mal treffen,  haben  vier  Punkte  gemeinsam  (Nr.  165). 

Und  für  zwei  projektive  Regelscharen  auf  verschiedenen  Träger- 
flächen ergibt  sich,  wenn  aus  jeder  Leitschar  zwei  Geraden  heran- 
gezogen werden: 

Zwei  projektive  Regelscharen  haben  vier  Paare  sich 
schneidender  entsprechender  Geraden  (Nr.  180). 

§  33.    Trilinearität  zwischen  drei  einstufigen  Gebilden. 

Betrachten  wir  zunächst  zwei  projektive  Beziehungen  zwi-  209 
sehen  denselben  zwei  Gebilden  u,  u.     Sie  haben   zwei  Paare 
entsprechender    Elemente    gemein.      Denn   die   Elemente   von  Uj 
welche  einem  Elemente  von  ii    in  beiden  Projektivitäten  entsprechen, 
bewegen  sich  konjektiv  und  vereinigen  sich  zweimal. 

Damit  haben  wir  (Nr.  127)  die  Konstruktion  der  beiden 
Paare  gemeinsamer  Elemente;  denn  ihre  zu  id  gehörigen  Ele- 
mente liefert  dann  eine  beliebige  von  den  beiden  Projektivitäten. 

Wenn  man  von  den  beiden  Koinzidenzen  konjektiver  Gebilde 
eine  kennt,  dann  ist  die  Konstruktion  der  andern  linear  (Nr.  128). 
Ist  also  eins  von  den  gemeinsamen  Paaren  bekannt,  so  ist  das  andere 
linear  zu  konstruieren. 

Erwähnen  wir  hiervon  noch  den  Spezialfall,  daß  eine  der  beiden 
Projektivitäten  eine  Involution  ist. 

Sind  die  Gebilde  etwa  zwei  Strahlenbüschel  derselben  Ebene,  so 
bedeutet  unser  Satz,  daß  die  beiden  erzeugten  Kegelschnitte,  außer 
den  Scheiteln,  noch  zwei  Punkte  gemein  haben,  oder,  wenn  sie 
Ebenenbüschel  sind,  daß  zwei  Regelscharen,  denen  zwei  Leitgeraden 
gemeinschaftlich  sind,  selbst  zwei  Geraden  gemeinsam  haben  (Nr.  96). 

Die  den  beiden  Projektivitäten  zugehörigen  bilinearen  Relationen 
seien : 

Ixx  -f  ^x  -\-  [L  X  +  1/  =  0,     \xx  +  \i^x  -f  \i^x  -f  1/^  =  0; 

sie  besitzen  zwei  ihnen  gleichzeitig  genügende  Wertepaare  x,  x.  Die  x 
derselben  erhält  man  durch  die  quadratische  Gleichung,  welche  sich 
durch  Elimination  von  x    ergibt: 

(A/t^ — lik^x^  -{-  {kv^  —  V X^-\-  [i  a^ — u^^')x  +  ("''i'i  — '^i^^i')  =  O5 

zu  jeder  der  beiden  Wurzeln  liefert  eine  beliebige  von  den  beiden 
bilinearen  Relationen  das  zugehörige  x. 

Liegen  die  Gebilde  ineinander  imd  sind  überdies  beide  Relationen 
symmetrisch,  so  lassen  sie  sich  nach  x  -{-  x'  und  xx',  in  denen  sie 
linear  sind,  eindeutig  auflösen,  und  die  Wurzeln  der  zugehörigen 
quadratischen  Gleichung  geben  die  zu  einem  Paare  zusammengehörigen 


320  II.    §  33.  Trilinearität  zwischen  drei  einstufigen  Gebilden. 

Werte  x,  x.  Zwei  ineinander  liegende  involutorische  projektive  Gebilde 
(Involutionen)  haben,  wie  wir  wissen,  nur  ein  Paar  xx  gemein;  man 
kann  es  aber  als  zwei  Paare  xx    und  x' x  auffassen. 

In  wesentlich  anderer  Weise  als  im  vorangehenden  Paragraphen 
bezieht  man  drei  einstufige  (unikursale)  Gebilde  w,  w',  u\  indem  man 
die  bilineare  Relation  der  Projektivität  zu  einer  trilinearen  Re- 
lation zwischen  drei  Parametern  erweitert,  welche  linear  in  bezug  auf 
jeden  von  ihnen  ist^). 

Diese  Relation  ist: 

1)  T==  Xxx  x" -{-  ^x  x"  -{-  II  x" X  +  ^"xx  -\-  vx  +  vx-\-  v" x" ■\-  jr  =  0, 

also  mit  sieben  wesentlichen  Konstanten. 

Zwei  Parameter  können  willkürlich  gegeben  werden;  die  Relation 
bestimmt  dann  eindeutig  den  dritten.  Also  bestimmen  zwei  Ele- 
mente aus  zweien  der  Gebilde  eindeutig  das  zugeordnete  im 
dritten.  Wir  erhalten  oo^  Tripel  von  zugeordneten  Elementen, 
während  drei  projektive  Gebilde  oo^  Tripel  entsprechender  Elemente 
haben:  ein  Element  bestimmt  die  beiden  entsprechenden. 

Nehmen  wir  ein  festes  Element,  etwa  aus  u' ,  mit  dem  Para- 
meter x'  und  ordnen  die  trilineare  Relation  nach  x  und  x\  so  ergibt 
sich  die  bilineare  Relation: 

2)  ilx'^  yi")  XX  +  {iix'-^-v)  X  +  {yix"-^  v)  x  +  {y"  x  +  :r)  =  0. 

Sie  sagt  aus,  daß  die  diesem  festen  Elemente  x"  in  u  und  u 
entsprechenden  Elemente  eine  Projektivität  bilden.  Ändert 
sich  jenes  Element,  so  ergeben  sich  oo^  derartige  Projektivi- 
täten,  welche  einen  Büschel  bilden,  und  x\  der  Parameter  des 
Elementes  in  u\  dem  jede  dieser  Projektivitäten  zugehört,  wird  zu- 
gleich ihr  eigener  Parameter;  denn  2)  können  wir,  nach  x'  geordnet, 
schreiben  in  der  Form: 

3)  :r"P-f-Pi  =  0, 
wo: 

4)  T  ==  Xxx -\- ^  X -^  [IX  ■{■  v\     P^  =  [i"xx  +  vx -\- vx -\- 7t 

ist  und  die  Projektivitäten  P  =  0,  P^  ==  0  als  die  Konstituenten  des 
Büschels  bezeichnet  werden  können.  Sie  haben  zwei  Paare  ent- 
sprechender Elemente  gemein;  die  diesen  zugehörigen  Xy  x  befriedigen 
P  =  0,  Pj  ==  0,  also  auch,  für  jeden  Wert  von  x'',  x'P-{-  P^  =0; 
folglich  sind  jene  beiden  Paare  allen  Projektivitäten  des 
Büschels  gemeinsam;  wir  woUen  sie  die  Grundpaare  desselben 
nennen. 

Die  Trilinearität  hat  sich  herausgestellt  als  Projektivität  zwischen 


1)  Schubert,  Math.  Annalen  Bd.  17,  S.  457  (1880). 


Projektivitäten  -  Büschel  und  neutrale  Paare.  321 

dem  Gebilde  w"  und  unserm  Büschel  von  Projektivitäten,  wobei  dem 
Elemente  x"  die  Projektivität  x"F-\-F^  =  0  entspricht.  Eine  Pro- 
jektivität  des  Büschels  ist  bestimmt,  wenn  das  einem  festen  Elemente, 
etwa  von  w,  entsprechende  in  u  gegeben  wird;  denn  die  Parameter 
dieser  Elemente,  in  x"  F  -{■  P^  =  0  eingesetzt,  liefern  dann  den  Para- 
meter x"  der  Projektivität.  Damit  entsteht  eine  Projektivität  zwischen 
u  und  ti",  in  der  ein  Element  X."  von  u"  und  dasjenige  Element  X' 
von  u  korrespondieren,  welches  dem  festen  Elemente  von  u  in  der 
dem  X."  zugeordneten  Projektivität  entspricht. 

Weil  ein  Grundpaar  zu  allen  Projektivitäten  des  Büschels  gehört, 
verhält  es  sich  anders  als  ein  beliebiges  Paar  von  Elementen  aus  u 
und  u,  dem  nur  ein  Element  aus  u"  als  drittes  in  einem  Tripel  der 
Trilinearität  zugehört.  Dem  Grundpaar  gehört  jedes  beliebige  Ele- 
ment von  u"  zu;  wir  können  es  deshalb  auch  ein  neutrales  Paar 
aus  u,  li  nennen.  Die  beiden  Gleichungen  P  =  0,  P^  =  0  liefern  uns 
die  beiden  Grundpaare  oder  neutralen  Paare  in  u  und  u'-^  eliminieren 
wir  aus  ihnen  x',  so  ergibt  sich  die  quadratische  Gleichung: 

5)     (jL  ii"  —  kv)  x^ -\-  {ii  V -\- ii" v"  —  yiv  —  X'x)  X -{■  {y'v"—ii%)  =  0. 

Sie  liefert  die  Parameter  der  zu  u  gehörigen  Elemente  dieser  beiden 
Paare  und  die  Einsetzung  in  P  =  0  (oder  P^  =  0)  gibt  dann  je  den 
Parameter  des  in  u'  befindlichen  Elementes  des  betreffenden  Paars. 

Der  Übergang  von  Uj  u  zu  w,  u"  fordert  Vertauschung  von  u 
und  ?t";  ersichtlich  ist  diese  Yertauschung  äquivalent  mit  der  gleich- 
zeitigen Yertauschung  von  ^'  und  ^"  und  v  und  v".  Durch  sie  er- 
geben sich  die  zu  P  ==  0,  P^  =  0  analogen  Gleichungen.  Aber 
diese  Yertauschung  ändert  die  Gleichung  5)  nicht.  Daraus  folgt, 
daß  die  Grundpaare  des  Projektivitäten-Büschels  zwischen 
tt  und  n'y  der  zum  Gebilde  u",  und  diejenigen  des  Büschels 
zwischen  u  und  u\  der  zum  Gebilde  ii  projektiv  ist,  in  u 
dieselben  beiden  Elemente  S,  T  haben,  deren  Parameter  der 
Gleichung  5)  genügen;  und  ebenso  erhalten  wir  zwei  Elemente  S',  T' 
in  II  und  zwei  Elemente  S'\  T"  in  i^'\  die  zugehörigen  Gleichungen 
5'),  5")  ergeben  sich  aus  5),  wenn  man  a;;  ft,  \i ,  \l"\  v,  v\  v"  zyklisch 
in  X'^  ^\  a",  ^a;  v',  v',  v  und  dann  nochmals  in  x"-^  ^i",  /i,  a';  v\  v,  v 
übergehen  läßt: 

5')     {}i' ^  —  Xv)x"  A-  (u!' v" -\- ^v  —  yJ v  —  Xit) X  Ar  [y" v  —  yi  %)  =  0, 

5")    (.ü-ft'—  Iv"') x"^ -\-  (}iv-\-  UV—  ii'v"—  Itc) x"  +  (yv—  ^"^)  =  0. 

Nehmen  wir  an,  was  nur  Sache  der  Bezeichnung  ist,  daß  S  mit 
T'  das  eine  Grundpaar  oder  neutrale  Paar  von  u  und  u,  also  T  mit 
S'  das  andere  bildet  und  daß  S  mit  T"  das  eine  neutrale  Paar  in  u 
und  u"  bildet  und  T  mit  S''  das  andere;  so  haben  wir  nun  darzutun, 
daß  Ä'T",  T' S"  die  beiden  neutralen  Paare  in  ii\u'  sind.     Es  seien 

Sturm,  Geometr.  Vorwandtschaften.    I.  21 
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x^,  X2  die  Wurzeln  von  5),  die  Parameter  von  Sy  T;  so  ergibt  sich 
der  Parameter  x  von  T'  durch  Einsetzen  von  rr^  für  x  in  P  =  0, 
also  aus: 

6)  XXj^x  -f  ^'x^  -{-  ^x  +  v"  =  0; 

ebenso  der  Parameter  x''  von  S"  durch  Einsetzen  von  x^  für  x  in 
die  Gleichung  der  einen  Konstituente  des  Projektivitäten- Büschels 
zwischen  u  und  u'j  die  aus  P  ==  0  hervorgeht  durch  Vertauschung 
von  x'  und  x'\  ^'  und  /a",  v    und  x»",  also  aus: 

7)  Ix^x"  -\-  ^"x^  +  ^  x"  -j-  v'  ==  0. 

Die  Gleichungen  der  Konstituenten  des  dritten  Projektivitäten- 
Büschels  zwischen  u  und  ii"  erhält  man  aus  P  =  0,  Pj  =  0,  die  zu 
Uj  u  gehören,  durch  Vertauschung  von  u,  u\  also  von  x  und  x\ 
IL  und  ^"y  V  und  v";  sie  sind: 

8)  Aa;'^"  +  ^"x  -f  ft'^"  -f  t^  =  0,     iixx"  +  v'^''  +  v":r"  +  ;c  =  0. 
Diesen   Gleichungen    genügen    aber    die    aus    den  vorangehenden 

Gleichungen  sich  ergebenden  Werte  von  x'  und  x".  Hat  man  diese 
Werte  von  x  und  x"  in  8)  eingesetzt,  so  zeigt  sich,  daß  x^  und  % 
nur  in  den  Verbindungen  x^  -\-  x^  und  x^x^  auftreten,  die  ja  ohne  Auf- 
lösung der  Gleichung  5)  sich  durch  deren  Koeffizienten  ausdrücken 
lassen.  Es  ergeben  sich  Identitäten.  Mithin  ist,  wie  behauptet,  S'T" 
das  eine  Grundpaar  von  w',  n'  und  daher  T' 8"  das  andere. 

Die  sechs  singulären  Elemente  B,  T;  S\  T'-,  8" ,  T"  aut 
M,  u ,  u"  bilden  daher  in  folgender  Weise  die  Grundpaare  oder 
neutralen  Paare: 

in  u  und  u  :     ST,  TS', 

'     in  u  und  u':     ST",  TS'\ 

in  «^'und  li':     S' T",  TS''. 

Jedes  dieser  Paare  hat  ein  unbestimmtes  Element  im  dritten 
Gebilde  zugeordnet  oder  gehört  zu  oo^  Tripeln  der  Tri- 
linearität. 

Jedem  singulären  Elemente  ist  eine  ausgeartete  Projektivität 
zwischen  den  beiden  andern  Gebilden  zugeordnet.  Die  dem  S  zu- 
geordnete hat  T'  und  T"  zu  singulären  Elementen,  d.  h.  die  Tripel, 
zu  denen  S  gehört,  werden  durch  T'  und  ein  unbestimmtes  Element 
von  u'  oder  durch  T"  und  ein  unbestimmtes  Element  von  u  vervoll- 
ständigt. 

Die  drei  Gleichungen  5),  5'),  5")  haben  dieselbe  Diskriminante : 

^^v^-f  ii^v^ -\-  ii'^v"^—  2^' ii'v'v"  —  2^"iiv'v  —  2^^'vv 
—  21% {j^v  -\-  |LtV-f  ^'V")  +  AiXvv'v" -f  Al^\l\i' lt. 

Daraus  folgt,  daß,  wenn  in  einem  der  drei  Gebilde  die  sin- 
gulären Elemente  reell,   konjugiert  imaginär  oder  vereinigt 
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sind,    dasselbe    auch  in   den   andern  beiden  gilt.     Im  letzten 
Falle  heißt  die  Trilinearität  singulär. 

Fällt  S  mit  T  zusammen,  dann  vereinigen  sich  auch  die  zu- 
gehörigen ausgearteten  Projekti  vi  täten  zwischen  1/  und  u",  d.  h.  die 
singulären  Elemente  T'  und  T"  der  einen  mit  den  singulären  Ele- 
menten S'  und  S"  der  andern. 

Das  ,,singuläre  Tripel"  SS'S''  umfaßt  die  drei  neutralen  Paare, 
dieses  Falles:  SS',  SS'\  S'S". 

Wir  haben  gewisse  einfache  Fälle  der  Trilinearität,  in  denen  die  210 
gefundenen  Resultate  leicht  zu  bestätigen  sind.  Drei  Ebene n- 
büschel  u,u\u"  sind  trilinear,  wenn  solche  Ebenen  in  ihnen 
einander  zugeordnet  werden,  welche  sich  in  einem  Punkte 
einer  festen  Ebene  co  schneiden;  denn  der  Punkt,  in  welchem  co 
von  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  aus  zwei  Büscheln  cre troffen  wird, 
bestimmt  eindeutig  die  Ebene  aus  dem  dritten  Büschel.  Wenn  to  von 
den  drei  Axen  in  ü,  TJ',  TJ"  geschnitten  wird,  so  bilden  die  Ebenen 
6,  r,  welche  in  ÜTJ\  die  Ebenen  r,  6",  welche  in  UU",  und  die 
Ebenen  6,  t",  welche  in  U'  ü"  sich  schneiden ,  drei  neutrale  Paare, 
weil  die  Schnittpunkte  dieser  in  co  gelegenen  Schnittlinien  mit  cd  un- 
bestimmt sind,  und  ebenso  r,  (?';  (?,  t'';  r',  0"  drei  neutrale  Paare,  weil 
sie  bzw.  durch  die  Punkte  U'\  ü',  U  gehen  und  daher  die  zugeordnete 
Ebene  in  u\  11 ,  u  unbestimmt  wird.  Wir  bezeichnen  diesen  Spezial- 
fall als  Perspektive  Lage  trilinearer  Ebenenbüschel. 

Liegen  U,  U\  TJ"  in  gerader  Linie,  so  fallen  6  und  r,  6  und  t\ 
ö"  und  t"  zusammen;  wir  haben  singulare  Trilinearität. 

Gehen,  bei  perspektiver  Lage,  die  Axen  u,  u,  11'  durch  den  näm- 
lichen Punkt  0,  so  laufen  die  drei  Ebenen  eines  Tripels  je  durch 
denselben  Strahl  des  Bündels  0  —  geradlinige  Trilinearität  von 
Ebenenbüscheln;  0  und  z  vereinigen  sich  in  der  Ebene  uu,  x 
und  q"  in  uu' ,  ö'  und  x"  in  uu'. 

Drei  Punktreihen  UyU'yU"  sind  trilinear  und  in  perspek- 
tiver Lage,  wenn  drei  zugeordnete  Punkte  je  in  derselben 
Ebene  eines  festen  Bündels  0  liegen.  Drei  neutrale  Paare 
5,  T';  T,  S"',  S',  T"  erhält  man  durch  die  Strahlen  von  0,  welche 
M,  U]  Uy  u"\,  ii\  u  treffen  und  in  denen  je  zwei  der  Ebenen  v  =  Ou, 
v'=  Oll,  v"=  Ou"  sich  schneiden.  Es  liegen  dann  T,  S'-,  S,  T";  T',  S" 
in  den  Ebenen  v",  v ,  v  und  sind  daher  auch  neutrale  Paare. 

Wenn  u,  u,  u"  in  derselben  Ebene  liegen,  so  befinden  sich  zu- 
geordnete Punkte  je  in  einer  Gerade  (der  Spur  einer  Bündelebene); 
wir  haben  geradlinige  Trilinearität  von  Punktreihen;  S  und  T' 
sind  in  dem  Punkte  uu,  T,  S"  in  uu"  und  S',  T"  in  u' u"  zusammen- 
gefallen. 

Betrachten  wir  dazu  noch  die  feld duale  Figur:  drei  trilineare 
Strahlenbüschel   U,  TJ\  TJ"  derselben  Ebene,  in  denen  je  in  denselben 

21* 
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Punkt  zusammenlaufende  Strahlen  ein  Tripel  bilden:  s,  f  sind  in  UIJ'j 
t,s"  in   üü",  s,t"  in   TJ'U"  vereinigt. 

Liegen  drei  trilineare  Gebilde  ineinander,  so  ergibt  die  Relation  1) 
der  Trilinearität,  wenn  x  -=x"  =x  gesetzt  wird,  die  kubische  Gleichung: 

9)  Ix^  +  (/i,  +  ^'4- \i') ä;2  +  (v 4- v'+  v") x-\-7t^  0, 

welche  den  Satz  liefert: 

Bei  drei  ineinander  liegenden  trilinearen  Gebilden  ver- 
einigen sich  dreimal  alle  drei  Elemente  eines  Tripels. 

Wenn  drei  trilineare  Punktreihen  in  derselben  Ebene  liegen,  so 
besitzen  die  Büschel,  welche  sie  aus  einem  Punkte  derselben  proji- 
zieren, drei  solche  Elemente.  Also  umhüllen  die  Geraden,  welche 
drei  trilinearen  Punktreihen  derselben  Ebene  in  drei  ent- 
sprechenden Punkten  begegnen,  eine  Kurve  3.  Klasse,  welche 
die  drei  Träger  berührt.  Und  analog  entsteht  bei  drei  trilinearen 
Strahlenbüscheln  in  derselben  Ebene  eine   Kurve  3.  Ordnung. 

Sind  etwa  bloß  u    und  u'  ineinanderliegend,  so  ergibt  sich  eine 
Korrespondenz  [l,  2],  in  der  ein  Element  von  u  und  zwei  vereinigte 
ihm  entsprechende  von  ?/,  u'  zugeordnet  sind. 
211  Drei    trilineare    Ebenenbüschel   m,  u,  u'  in    allgemeiner 

Lage  erzeugen  durch  die  Schnittpunkte  zugeordneter  Ebenen 
eine  kubische  Fläche.  Denn  in  eine  Gerade  schneiden  sie  drei 
trilineare  Punktreihen  ein,  und  die  drei  Punkte,  in  denen  je  drei  zu- 
geordnete Punkte  sich  vereinigen,  sind  die  Schnitte  mit  der  erzeugten 
Fläche. 

Dies  gilt  auch  in  dem  speziellen  Falle,  wo  die  Büschel  trilinear 
in  perspektiver  Lage  sind;  die  kubische  Fläche  besteht  dann  aus  der 
Ebene  a  und  der  Trägerfläche  der  Regelschar  \uuu'\  Denn  die 
drei  Ebenen  von  w,  u ^  u\  welche  nach  der  Spur  einer  Gerade  dieser 
Schar  in  co  gehen,  haben  die  Gerade  ganz  gemeinsam,  so  daß  sie 
dem  Erzeugnisse  angehört. 

Bezieht  man  drei  Ebenenbüschel  w,  w',  u'  projektiv  bzw.  auf 
drei  andere  v,  v,  v\  welche  trilinear  in  perspektiver  Lage  sind,  so 
werden  sie  selbst  trilinear,  und  die  kubische  Fläche  entsteht  durch 
die  Schnittpunkte  solcher  dreier  Ebenen  von  w,  u\  u\  deren  ent- 
sprechende Ebenen  aus  v,  v\  v"  in  einen  Punkt  von  ö  zusammenlaufen; 
das  ist  F.  Augusts  Erzeugung  einer  Fläche  3.  Ordnung  durch  „duplo- 
projektive"  Ebenenbüschel ^).  Sie  führt  unmittelbar  zu  einer  eindeu- 
tigen Abbildung  der  Fläche  in  eine  Ebene. 

Die  drei  Axen  w,  u,  u"  liegen  ganz  auf  der  Fläche;  denn 
z.  B.  die  beiden  Ebenen  von  u\  u"  nach  irgend  einem  Punkte  von  u 


1)  F.  August,  De  superficiebus  tertii  ordinis.  Diss.  Berlin  1862.  Vgl. 
auch  Cremona,  Joum.  f.  Math.,  Bd.  68,  S.  79  (1868),  wo  die  singulären  Ele- 
mente schon  vorkommen. 


Dreil'ache  Elemente;  kubische  Fläche,  durch  trilineare  Büschel  erzeugt.     325 

treffen  sich  in  ihm  mit  der  zugeordneten  Ebene  von  u.  Der  Kegel- 
schnitt, in  dem  eine  beliebige  Ebene  durch  u  die  Flache  schneidet, 
ist  der  Schnitt  mit  der  Regelschar ,  die  durch  die  Schnittlinien 
der  Ebenen  von  w',  u"  entsteht,  welche  in  der  jener  Ebene  zugehörigen 
Projektivitat  entsprechend  sind.  Alle  diese  Regelscharen  haben  zwei 
Geraden  gemein,  welche  von  den  Grundpaaren  des  Projektivitaten- 
Büschels  herrühren,  und  ihre  Leitscharen  die  beiden  Geraden  Uj  w"; 
also  ist  den  Trägerflächen,  welche  eindeutig  den  Ebenen  von  u  zu- 
geordnet sind,  ein  windschiefes  Vierseit  gemeinsam,  und  wir  haben 
einen  Spezialfall  der  St  einer  sehen  Erzeugungs  weise  der  kubischen 
FEche  (Nr.  169). 

Ein  ebener  Schnitt  3.  Ordnung  wird  durch  drei  trüineare  Strahlen- 
büschel erzeugt.  Jeder  Strahl  eines  der  drei  Büschel  gehört  nur  zu 
zwei  Tripeln  mit  Schnittpunkt.  Die  Kurve  3.  Ordnung  entsteht  also 
nur  durch  die  oo^  Tripel,  deren  drei  Strahlen  einen  gemeinsamen 
Punkt  haben. 

Die  Schnittlinien  öt,  r^';  6t',  x6"\  dV,  rV  der  Ebenen 
der  neutralen  Faiare  gehören,  wegen  der  Unbestimmtheit  der 
dritten  Ebene,  ganz  der  Fläche  an;  jede  von  ihnen  trifft  zwei  von 
den  Büschelaxen. 

Auch  die  Regelschar  [uuu'j  enthält  drei  Geraden,  die 
ToUständig  auf  der  Fläche  liegen,  drei  zugeordneten  Ebenen 
gemeinsam  sind;  wenn  drei  zugeordnete  Ebenen  einen  Punkt  einer 
Gerade  aus  der  Schar  gemeinsam  haben,  so  haben  sie  die  ganze 
Gerade  gemeinsam.  Eine  Ebene  |  von  u  enthält  eine  Gerade  der 
Regelschar;  den  beiden  in  ihr  sich  schneidenden  Ebenen  von  w',  u" 
ist  durch  die  Trilinearität  eine  Ebene  Jj  von  u  zugeordnet.  Umge- 
kehrt, einer  Ebene  Ij  von  u  ist  eine  Projektivität  zwischen  u\  u"  zu- 
geordnet, welche  mit  derjenigen,  die  durch  die  Regelschar  zwischen 
diesen  Büscheln  entsteht,  zwei  Paare  entsprechender  Ebenen  gemein- 
sam hat;  die  Geraden  der  Regelschar,  zu  denen  diese  führen,  geben 
in  u  die  beiden  der  h^  entsprechenden  Ebenen  |.  Somit  ist  im 
Büschel  u  eine  Korrespondenz  [2,  1]  entstanden,  deren  drei  Koinzi- 
denzen die  gesuchten  Geraden  liefern. 

Jeder  dieser  drei  Ebenen  von  u  ist  eine  Regelschar  q  zugeordnet, 
erzeugt  durch  die  entsprechende  Projektivität  zwischen  u,  u\  zu 
welcher  die  in  der  Ebene  befindliche  von  den  drei  Geraden  gehört. 
Folglich  liegt  in  der  Ebene  auch  eine  Gerade  l  der  Leitschar  der  (»; 
in  jedem  Punkte  derselben  wird  unsere  Ebene  von  zwei  ibr  zugeord- 
neten, immer  in  einer  Gerade  der  Regelschar  q  sich  schneidenden 
Ebenen  getroffen,  wodurch  er  und  die  ganze  Gerade  l  auf  die  Fläche 
kommt.  Dies  gibt  neun  Geraden  der  Fläche,  von  denen  je 
drei  die  u,  u\  u"  treffen,  so  daß  schon  3-|-6-f3-|-9  =  21  auf 
der   Fläche    gelegene   Geraden    erhalten    sind-      Es    sind   noch    sechs 
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Geraden  auf  der  Fläche  vorhanden,  welche  gegen  alle  drei  Büschel- 
axen windschief  sind;  sie  sollen  etwas  später  ermittelt  werden. 

Dual  zu  dieser  Entstehungsweise  der  Fläche  3.  Ordnung  ist  die 
der  Fläche  3.  Klasse  —  die  nicht  etwa  der  Inbegriff  der  Tangential- 
ebenen einer  Fläche  3.  Ordnung,  sondern  wesentlich  von  ihr  verschieden 
ist  —  durch  die  Verbindungsebenen  zugeordneter  Punkte  von  drei 
Punktreihen  in  Trilinearität. 

Wenn  drei  Gebilde,  etwa  drei  Ebenenbüschel,  sowohl 
trilinear,  als  auch  projektiv  sind,  so  entsteht  auf  der  kubischen 
Raumkurve,  welche  infolge  der  Projektivität  sich  ergibt,  ebenfalls 
eine  trilineare  Beziehung,  weil  jede  Ebene  eines  der  drei  Büschel  sie 
nur  noch  einmal  schneidet.  Die  drei  Punkte,  in  denen  je  drei  zuge- 
ordnete Punkte  der  Trilinearität  sich  vereinigen,  lehren,  daß  der 
Trilinearität  und  der  Projektivität  drei  Tripel  von  ent- 
sprechenden Ebenen  gemeinsam  sind.  Jene  drei  Punkte  sind 
die  Schnitte  der  kubischen  Raumkurve  mit  der  durch  die  Trilinearität 
erzeugten  kubischen  Fläche,  außerhalb  der  Axen. 

Drei  trilineare  Punktreihen  derselben  Ebene  seien  durch  einen 
Strahlenbüschel  perspektiv  gemacht;  er  enthält  drei  Strahlen,  die 
durch  entsprechende  Punkte  der  Trilinearität  gehen. 

Wenn  drei  trilineare  Punktreihen  in  einer  Ebene  liegen, 
so  ist  der  Ort  der  Geraden,  welche  sie  in  homologen  Punkten 
treffen,  eine  Kurve  3.  Klasse  (vgl.  Nr.  210). 
212  Eine  kubische  Fläche  bewirkt  um  jede  drei  windschiefe 

Geraden,  die  auf  ihr  liegen,  eine  Trilinearität,  in  welcher 
die  in  einem  Punkte  der  Fläche  sich  schneidenden  Ebenen 
der  drei  Büschel  zugeordnet  sind;  zwei  Ebenen  aus  zweien  der 
Büschel  ist  diejenige  im  dritten  zugeordnet,  welche  nach  dem  dritten 
Schnitte  ihrer  Schnittlinie,  welche  ja  die  Axen  jener  Büschel  trifft,  mit 
der  Fläche  geht. 

Dagegen  entsteht,  wenn  von  den  drei  Geraden  zwei  sich  schneiden 
(in  einem  Punkte,  der  nicht  Doppelpunkt  der  Fläche  ist),  keine  Tri- 
linearität, weil  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  aus  den  zugehörigen 
Büscheln  noch  zweimal  schneidet. 

Wenn  umgekehrt  von  den  Axen  u,  u\  u"  dreier  in  Tri- 
linearität befindlicher  Ebenenbüschel  zwei  sich  schneiden, 
etwa  u  und  u,  so  begegnet  jede  durch  den  Punkt  uu  gehende  Gerade  l 
der  erzeugten  Fläche  nur  noch  in  ihrem  Schnittpunkte  mit  der  Ebene 
von  u\  welche  die  Ebenen  uly  ul  zu  einem  Tripel  der  Trilinearität 
ergänzt;  daher  ist  der  Punkt  uii    ein  Doppelpunkt  der  Fläche. 

Ein  Doppelpunkt  entsteht  aber  auch,  wenn  die  Tri- 
linearität Singular  ist;  denn  sind  <?,  ö\  ö"  die  singulären  Ebenen, 
so  haben  wir  die  drei  binären  neutralen  Paare  66\  6ö'\  6  (5'\  jedes 
zwei  des  allgemeinen  Falles  vertretend,  daher  die  drei  binären  Geraden 
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<?(?',  öö"^  a  ö"  der  Fläche,  welche  durch  den  Punkt  ö6  ö"  gehen,  aber 
nicht  in  dieselbe  Ebene  fallen;  also  ist  dieser  Punkt  ein  Doppelpunkt 
der  Fläche. 

Schneiden  sich  insbesondere  die  drei  singulären  Ebenen  in  einer 
Gerade,  so  wird  dieselbe  eine  Doppelgerade  der  Fläche,  diese  also 
eine  Regelfläche  3.  Grades. 

Gehen  die  drei  Axen  w,  u,  u"  alle  durch  denselben  Punkt,  so 
entsteht  ein  Kegel  3.  Ordnung. 

Die  trilineare  Relation  hat  sieben  wesentliche  Konstanten;  daraus  213 
folgt,    daß    sieben    Tripel    zugeordneter    Elemente     die    Tri- 
linearität  eindeutig  festlegen.    Es  entsteht  die  Aufgabe,  weitere 
Tripel  zu  konstruieren. 

Da  ein  neutrales  Paar,  etwa  ST\  durch  zwei  beliebige  Elemente 
des  dritten  Gebildes  zu  Tripeln  vervollständigt  werden  kann  und  zwei 
solche  Tripel  SrÄ\  ST'B"  umgekehrt  ST'  als  neutrales  Paar 
charakterisieren,  so  ist  die  Trilinearität  auch  eindeutig  fest- 
gelegt durch  3,  2,  1  neutrale  Paare  und  1,  3,  5  Tripel. 

Sind  z.  B.  die  drei  neutralen  Paare  ST\  TS'\  S' T"  gegeben, 
welche  dann  TS'j  ST'\  T' S"  als  ebenfalls  neutrale  Paare  zur  Folge 
haben,  so  kann  man  die  sechs  Tripel: 

srs'\     ss'r\    st't"     ts't",    tt's'\    ts's" 

bilden;  ST'  wird  ein  neutrales  Paar,  weil  ihm  S"  und  T"  zugeordnet 
sind.  Fügen  wir  noch  das  Tripel  AAA"  hinzu.  Die  beiden  gemein- 
samen Paare  ST',  TS'  bestimmen  den  Büschel  der  Projektivitäten 
zwischen  u  und  w';  ordnen  wir  den  beiden  ausgearteten  Projektivitäten 
desselben:  mit  den  singulären  Elementen  T,  T',  bzw.  S,  S'  und  der- 
jenigen, in  welcher  A  und  Ä  entsprechend  sind,  die  Elemente  S",  T",  A" 
von  u"  zu,  so  können  wir  für  jedes  Element  X"  von  u"  die  zuge- 
ordnete Projektivität  konstruieren. 

Nehmen  wir  in  u  als  festes  Element  A,  dem  in  den  drei  ge- 
nannten Projektivitäten  T',  S'j  A'  entsprechen,  so  haben  wir  (Nr.  209) 
die  Projektivität  T'S'A'  A  S"T"Ä'  zwischen  u,  u"-,  ist  in  ihr  X' 
dem  X"  entsprechend,  so  ist  die  dem  X"  zugeordnete  Projektivität: 
STA  7\  T'  S'X'-  sie  liefert  die  oo^  Dupel  aus  u,  u,  welche  X"  ver- 
vollständigen. 

Es  liegen  zwei  Trilinearitäten  vor,  die  eine  zwischen 
den  Gebilden  u^  u,  ii",  die  andere  zwischen  v,  v'^  v".  Wir 
wollen  uns  letztere  als  Ebenenbüschel  vorstellen,  was  keine  Beein- 
trächtigung der  Allgemeinheit  ist.  Jene  habe  die  neutralen  Paare 
ST',  TS",  S'T"',  TS',  ST",  T'S",  diese  die  neutralen  Paare  öx',...-, 
ferner  sei  noch  AA'A",  bzw.  aa'a"  je  ein  Tripel.  Wir  machen  nun- 
mehr die  Gebilde  u  und  v,  it   und  v,  u"  und  v"  so  projektiv,  daß: 

STA  7\  6xa,       S'T'Ä  A  (^'t  c^;       S"r'Ä'  A  ^'r'a". 
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Dann  geht  aus  der  Trilinearität  {uuu")  vermittelst  dieser  Projektivi- 
täten  eine  Trilinearität  zwischen  v,  v\  v"  hervor,  in  welcher  ebenfalls 
aa  a"  ein  Tripel  ist  und  6Xy...  neutrale  Paare  sind;  denn  ST'  und 
ein  beliebiges  Element  von  u"  bilden  ein  Tripel  von  (iiuu"),  also 
bilden  6,  %  und  das  dem  beliebigen  Elemente  durch  die  Projektivität 
(u\  v')  entsprechende  Element,  also  ein  ebenfalls  beliebiges  Element 
von  v"  ein  Tripel  dieser  neuen  Trilinearität.  Dieselbe  ist  deshalb 
mit  der  gegebenen  identisch. 

So  ist  es  gelungen,  die  eine  der  gegebenen  Trilineari- 
täten  {uuu")  und  ivvv")  in  die  andere  durch  Projektivitäten 
überzuführen. 

Nun  sei  (vvv")  die  spezielle  Trilinearität,  wo  die  drei  Ebenen- 
büschel in  perspektiver  Lage  sind,  und  co  sei  die  Perspektivitätsebene. 
Statt  der  Ebenenbüschel  v,  v\  v"  können  wir  auch,  was  noch  ein- 
facher ist,  die  zu  ihnen  Perspektiven  Strahlenbüschel  in  co  nehmen. 
In  (vx)  vi"^  lassen  sich  auf  zwei  verschiedene  Weisen  cx)^  Reihen  von  je 
oo^  Tripeln  nachweisen,  deren  Elemente  sich  projektiv  in  den  Büscheln 
V,  V ,  v'  entsprechen.  Wir  lassen  den  Punkt  in  o?  eine  Gerade  durch- 
laufen oder  einen  der  Kegelschnitte  durch  die  Spuren  F,  F',  V"  von 
V,  Vj  v".  Jede  der  Geraden  oder  jeder  dieser  Kegelschnitte  ist  durch 
zwei  Punkte  festgelegt. 

Folglich  gibt  es  auch  in  der  allgemeinen  Trilinearität 
(uuu')  zwei  Systeme  von  oo^  solchen  Tripelreihen,  oder  in 
ihr  sind  zwei  Systeme  von  oo^  Projektivitäten  zwischen 
u,  u,  u"  enthalten,  deren  entsprechende  Elemente  auch  in 
ihr  zugeordnet  sind.  Zwei  Tripel  von  {uuu")  bestimmen  je 
eine  Reihe  des  einen  und  des  andern  Systems. 

Die  Ebenen  (?,  t';  r,  ö";  (?',  x"  der  einen  neutralen  Paare  von 
V,  Vy  v"  gehen  nach  W,  VV",  V  V'\  die  Ebenen  t,  (?'•,  ö,  t";  r',  ö" 
der  andern  gehen  durch  V",  V,  V  (Nr.  210).  Jede  Gerade  von  co 
trifft  jene  drei  Geraden,  jeder  der  genannten  Kegelschnitte  geht  durch 
diese  drei  Punkte.  Daraus  folgt,  daß  in  allen  Tripelreihen  des  ersten 
Systems  von  (iiuu')  S,  T';  T,  S";  S',  T"  zu  Tripeln  gehören,  in 
allen  des  zweiten  Systems  T,  S':,  S,  T";  T,  S'\ 

Sind  auch  u,  u ^  u'  Ebenenbüschel,  so  führen  diese  beiden  doppelt 
unendlichen  Systeme  zu  zwei  Systemen  von  oo^  kubischen  Raum- 
kurven, welche  auf  der  erzeugten  Fläche  3.  Ordnung  liegen.  Zwei 
Punkte  der  Fläche  bestimmen  aus  jedem  System  eine  Raumkurve;  alle 
diese  Raumkurven  haben  die  drei  Büschelaxen  u,  u ,  u'  zu  Doppel- 
sekanten; die  des  einen  Systems  trejffen  die  Geraden  (?t',  x(5'\  6'  x" 
der  Fläche  einmal,  die  des  andern  Systems  die  Geraden  x6\  6x",  /(?"; 
wobei  hier  mit  ö,  t,  .  .  .  die  singulären  Ebenen  der  Trilinearität 
(uuu')  bezeichnet  sind. 
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Bestimmen  wir  in  jedem  der  beiden  Systeme  eine  Tripelreihe 
durch  die  zwei  Tripel  von  Ebenen,  welche  in  zwei  von  den  drei 
Geraden  der  kubischen  Fläche  zusammenlaufen,  die  zur  Regelschar 
[uuu']  gehören,  so  lösen  sich  diese  beiden  Geraden  von  der  zuge- 
hörigen kubischen  Raumkurve  ab,  und  es  bleibt  als  eigentliches 
Erzeugnis  der  in  der  Trilinearität  enthaltenen  projektiven  Ebenen- 
büschel w,  ?(',  u"  eine  Gerade,  welche  jene  beiden  Geraden  trifft. 
So  ergeben  sich  die  3-2  =  6  Geraden  der  kubischen  Fläche, 
welche  gegen  u,  u,  ii'  windschief  sind  und  deren  Ableitung  wir 
in  Nr.  211  noch  verschoben  haben. 

Wenn  für  die  Trilinearität  {uuu")  die  neutralen  Paare  ST\  TS'\  214 
S' T"  und  ein  Tripel  AÄÄ'  gegeben  sind,  so  machen  wir,  nun 
Strahlenbüschel  als  die  einfacheren  Gebilde  vorziehend,  u,  ii,  ii"  bzw. 
projektiv  zu  drei  gegebenen  Strahlenbüscheln  F,  F',  F"  einer  Ebene, 
welche  trilinear  sind  in  perspektiver  Lage,  d.  h.  in  denen  jede  drei 
konkurrente  Strahlen  ein  Tripel  bilden  (Nr.  210);  in  diesen  vereinigen 
sich  in  FF'  die  singulären  Strahlen  s,  t'y  in  W"  die  t,  s\  in  V  V" 
die  s',  t".  Seien  a,  a,  a"  drei  konkurrente  Strahlen  von  F,  V\  F", 
so  sind  die  drei  vermittelnden  Projektivitäten: 

STA  7\  sta,       S'T'A'  7\  st'a,       S"T"A"  7\  s"t"a'. 

Jedes  Tripel  konkurrenter  Strahlen  von  F,  V\  V"  liefert  dann  in  den 
ihnen  durch  diese  Projektivitäten  entsprechenden  Elementen  von  u, 
Uy  u'   ein  Tripel   der   in   der   obigen  Weise  bestimmten  Trilinearität 

Es  seien  zweitens  die  neutralen  Paare  ST\  TS'  und  die  drei 
Tripel  AÄÄ',  BB' B'\  CC'C"  gegeben  und  in  den  Büscheln  F,  V\  T', 
wie  oben,  in  VV  die  s,  t'  vereinigt  usw.  und  a,  a',  a'  konkurrent; 
dann  werden  &,  c  in  F,  &',  c    in   Y'  so  konstruiert,  daß: 

stahc  T\  STABC,        s't'a'h'c  7\  S'TÄB'C'', 
gehen    nun    Vy    c'    aus    V"    nach    den    Schnitten    })h\  cCj   so   ist   die 
dritte  Projektivität  zwischen  V"  und  u"  festgelegt  durch: 

a  h  c    7\  A  B  C  • 

und  wiederum  liefern  je  drei  konkurrente  Strahlen  von  F,  F',  F" 
vermittelst  der  drei  Projektivitäten  ein  Tripel  von  (iiiiu"). 

Die  Elemente  S'\  T",  welche  in  der  letzten  Projektivität  den 
s"  =  V"V,  f  =  V'V  korrespondieren,  sind  die  noch  fehlenden  singu- 
lären Elemente  von  {uuu"). 

Die  beiden  weiteren  Aufgaben,  in  denen  ein  neutrales  Paar  und 
fünf  Tripel,  bzw.  sieben  Tripel  gegeben  sind,  sollen  später  erledigt 
werden. 

Dagegen  soU  hier  noch  die  Aufgabe  der  Bestimmung  der  Tri- 
linearität durch  die  Projektivitäten  P^,  Pb  zwischen  u'  und  u',  welche 
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zu  den  Elementen  Ä,  B  von  u  gehören,  und  ein  Tripel  CC C"  be- 
sprochen werden;  auf  sie  werden  wir  die  zweite  der  eben  genannten 
Aufgaben  zurückführen.  Bestimmt  man  quadratisch  die  gemeinsamen 
Paare  S' T",  T' S"  dieser  beiden  Projektivitäten  P^,  Fb,  so  hat  man 
zwei  neutrale  Paare  und  dazu  drei  Tripel.  Linear  kann  man  folgender- 
maßen verfahren.  Dem  C  korrespondiere  in  Pj  das  Element  GÄ  von  u"j 
in  Fb  das  Element  C^';  dann  gehört  zu  C  folgende  Projektivitat 
zwischen  u  und  u": 

Fe      ABC7\CaGbG\ 

Ist  daher  X"  ein  beliebiges  Element  von  u",  so  möge  ihm  in  Fa 
das  Element  X'a  von  u,  in  Fb  das  Element  X.b  von  u  und  in  Pc 
das  Element  X^  von  u  entsprechen;  wir  haben  als  zu  X"  gehörige 
Projektivitat  zwischen  u  und  u: 

Fx'       ABXc  A  X'aXbG\ 

Sie  liefert  zu  jedem  X  oder  X'  das  entsprechende  X'  oder  X;  wir 
finden  so  zu  XX"  oder  X' X"  das  dritte  Element  X',  bzw.  X 

Man  kann  auch  die  Projektivitäten  Fe"  und  Fx'  herstellen  und 
dann  zu  XX'  oder  X'X''  je  das  dritte  Element  X",  X  konstruieren^). 
215  Liegen  zwei  Trilinearitäten  zwischen  denselben  Gebilden 

u,  Uy  u"  YOYy  deren  Gleichungen: 

T=0,     T^  =  0 

seien,  so  gibt  es  oo^  Tripel,  die  zu  beiden  gehören,  weil  nun- 
mehr nur  ein  Parameter  willkürlich  gegeben  werden  kann;  dieselben 
sind  dann,   nach  bekanntem  Schlüsse,  auch  allen  Trilinearitäten 

gemeinsam,  welche  einen  Büschel  bilden. 

Jedem  Elemente  von  u  ist  durch  T  =  0  sowohl  wie  durch  5\  =  0 
eine  Projektivitat  zwischen  ii'  und  u"  zugeordnet;  die  gemeinsamen 
Paare  derselben  vervollständigen  jenes  Tripel  zu  zwei  Tripeln 
unserer  Reihe.  Die  gemeinsamen  Tripel  zweier  Trilinearitäten 
zwischen  denselben  Gebilden  erzeugen  eine  Tripelreihe  von 
der  Beschaffenheit,  daß  jedes  Element  eines  der  Gebilde  in 
zwei  Tripeln  erhalten  ist,  daher:  P^- 

Diese  beiden  Tripel,  denen  ein  gegebenes  Element  eines  der  drei 
Gebilde  angehört,  lassen  sich  also  quadratisch  konstruieren.  Linear 
aber  ist  die  Aufgabe,  zu  einem  Tripel  dieser  Reihe  Pg  das  zweite  aus 
derselben  zu  konstruieren,  welche  eins  der  drei  Elemente  mit  ihm 
gemeinsam  hat. 


1)  Vgl.  zu  dieser  Aufgabe  London,  Math.  Annalen,  Bd.  44,  S.  396 ff.  — 
Untersuchungen  über  trilineare  Gebilde  hat  auch  G.  Hauck  veröfi entlicht:  Journ. 
f.  Math.,  Bd.  95,  97,  98,  108,  111,  128. 
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Sechs  Tripel  bestimmen  die  sieben  wesentlichen  Konstanten  der 
trilinearen  Relation  als  lineare  Funktionen  eines  Parameters,  führen 
also  zu  einem  Büschel  von  Trilinearitäten  und  einer  solchen  Reihe 
von  Tripeln. 

Handelt  es  sich  wiederum  um  Ebenenbüschel  u,  u,  u\  so  haben 
die  kubischen  Flächen,  welche  zu  T  =  0  und  T^  =  0  (und  allen  Tri- 
linearitäten des  Büschels)  gehören,  außer  den  Axen  w,  x^' ,  ii",  noch 
eine  Raumkurve  G.  Ordnung  gemein,  welche  durch  die  Schnittpunkte 
der  Ebenen  der  Tripel  der  Reihe  B^  erzeugt  wird.  Sie  ist  vom 
Geschlechte  1  und  dem  Range  12^). 

Jede  Ebene,  etwa  von  ?<,  trifft  diese  Kurve,  außer  auf  u,  noch 
zweimal:  in  den  Punkten,  in  denen  sie  sich  mit  den  sie  zu  Tripeln 
der  Reihe  R^  ergänzenden  Ebenen  aus  u',  u"  begegnet,  oder  in  denen 
die  beiden  Kegelschnitte,  welche  sie  aus  den  beiden  kubischen  Flächen 
ausschneidet,  außer  auf  ii,  u"  sich  treffen.  Den  drei  Büschelaxen  be- 
gegnet sie  also  viermal. 

Wenn  zwischen  zweien  der  Gebilde,  etwa  w,  u,  eine  Pro- 
jektivität  P  besteht,  so  gibt  es  vier  Paare  entsprechender 
Elemente  derselben,  die  in  Tripeln  der  Reihe  i^g  sich  be- 
finden. Jedes  Element  X  nämlich  von  ii  gehört  zu  zwei  Tripeln 
von  jRg;  ihren  zu  ii  gehörigen  Elementen  mögen  durch  P  die  beiden 
Elemente  X^  von  u  entsprechen,  welche  wir  dem  X  zuordnen.  Einem 
X^  von  u  korrespondiert  durch  P  ein  Element  von  ^*';  die  beiden 
Elemente  X  von  u,  die  mit  ihm  zu  Tripeln  von  R^  gehören,  ent- 
sprechen dem  X^.  Die  Korrespondenz  [2,  2]  zwischen  X  und  Xj 
führt  durch  ihre  Koinzidenzen  zu  der  Behauptung.  Wenn  u,  n\  iC 
Ebenenbüschel  sind,  so  hat  die  Trägerfläche  der  Regelschar,  welche 
durch  P  entsteht,  mit  der  Kurve  6.  Ordnung,  außerhalb  i<,  i( ,  noch 
vier  Punkte  gemein. 

Jetzt  seien  drei  Trilinearitäten  zwischen  denselben  Ge- 
bilden w,  v! y  n"  gegeben: 

T=0,         ^1=0,         ^2=0; 

sie  haben  sechs  Tripel  gemeinsam,  die  dann  wieder  zu  allen 
Trilinearitäten  des  Netzes:  T-f  ()  I\-i- (? Tg  =  0  gehören. 

In  der  Tat,  ein  Element  X^^  von  u  gehört  zu  zwei  Tripeln  der 
Reihe  R^^  welche  bei  T  =  0  und  T^  =  0  sich  ergibt;  ihren  zu  u ,  u" 
gehörigen  Elementenpaaren  sind  durch  T^=Q  zwei  Elemente  Xj  von 
u  zugeordnet.  Ein  Element  Xg  von  u  bewirkt  durch  Tg  =  0  eine 
Projektivität  zwischen  ii  und  u",  von  welcher  vier  Paare  entsprechender 
Elemente  in  Tripeln  jener  Reihe  Pg  sich  befinden;  die  zu  u  gehörigen 


1)  Sturm,   Flächen   3.  Ordnung  Nr.  63;   London,   Math.  Annalen  Bd.  45^ 
S.  545,  wo  diese  Kurve  ausführlicher  untersucht  wird. 
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Elemente  dieser  Tripel  sind  die  dem  Xg  entsprechenden  Xqj.  Die 
sechs  Koinzidenzen  der  entstandenen  Korrespondenz  [4,  2]  führen  zu 
den  sechs  gemeinsamen  Tripeln. 

Nimmt  man  wiederum  Ebenenbüschel,  so  sind  die  Schnittpunkte 
der  Ebenen  dieser  Tripel  die  Punkte,  in  denen  die  Raumkurve  6.  Ord- 
nung und  die  Fläche  3.  Ordnung,  welche  bei  T  =  0,  jTj  ==  0  und  bei 
Tg  =  0  sich  ergeben,  außerhalb  der  Büschelaxen  sich  schneiden. 

Fünf  Tripel  bestimmen  das  Netz  und  damit  das  sechste 
gemeinsame  Tripel. 

Man  kann  vier  Gebilde  quadrilinear  beziehen  vermittelst  einer 
Relation  zwischen  vier  Parametern,  die  in  bezug  auf  jeden  von  ihnen 
linear  ist;  drei  Elementen  aus  drei  Gebilden  ist  eins  im  vierten  zu- 
geordnet. So  entstehen  cx)^  Quadrupel.  Jedem  Elemente  ist  eine 
Trilinearität  zwischen  den  drei  andern  Gebilden  zugeordnet.  Liegen 
die  Gebilde  ineinander,  so  gibt  es  vier  Elemente,  in  denen  je  alle 
vier  Elemente  eines  Quadrupels  sich  vereinigt  haben. 

Bei  vier  quadrilinearen  Ebenenbüscheln  gibt  es  nur  oo^ 
Quadrupel  mit  in  einen  Punkt  zusammenlaufenden  Ebenen. 
Diese  Punkte  erzeugen  eine  Fläche  4.  Ordnung. 
216  Die    drei  trilinearen   Gebilde    mögen    ineinander   liegen    und  die 

Relation  sei  überdies  symmetrisch  in  den  drei  Variabein,  so 
daß  sie  lautet: 

10)      Ixx  x' -f  yL{x  x"  +  x' X  +  xx^  +  v{x  -\-  x  ^  x")  -\-  ^  =  0. 

Aus  dieser  Symmetrie  folgt,  daß  x  =  a,  x=ß  oder  x  =  ßy  x  =  a\ 
X  =  a,  x"  =  ß  oder  x  =  ß,  x"  =  a-^  x  =  a,  x"  =  ß  oder  x'  =  ß,  x'  =  a 
zu  demselben  Werte  y  bzw.  für  x" ,  x\  x  führen;  so  daß  die  Unter- 
scheidung der  Gebilde  nicht  notwendig  ist.  Zwei  Elemente  be- 
stimmen eindeutig  ein  drittes,  während,  wenn  nicht  Symmetrie 
vorliegt,  je  nach  den  Gebilden,  welchen  man  jene  zuweist,  sechs  zu- 
geordnete Elemente  sich  ergeben. 

Wir  nennen  diese  spezielle  Trilinearität  involutorisch  (oder 
symmetrisch). 

Weil  die  Relation  drei  wesentliche  Konstanten  hat,  so  gibt  es 
cx)^  involutorische  Trilinearitäten  in  einem  gegebenen  Ge- 
bilde. 

Und  drei  Tripel  bestimmen  eine  solche  Trilinearität 
eindeutig. 

Sie  hat  nur  ein  neutrales  Paar;  denn  der  dritte  Parameter  x" 
wird  unbestimmt  für  diejenigen  x,  x\  welche  in: 

\lxx' -\-  ^{x  +  x")  +  v]x" -\-  {^xx  -\-  v{x  -\-  X)  -\-  %)  ^  0 
oder 

Ix" -Y  1^  =  0 
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I  und  7j  einzeln  zu  null  machen;  das  gibt: 

XX    ,  1         »  '*'       I~    «^     a ~ik * 

iL-—Xv  '  (l^—Xv  ' 

folglich  sind  x,  x    die  Wurzeln  von: 

11)  (a^-  Xv)x^-^  {ixv  -  l7t)x  +  (i/--  iL%)  =  0. 

Sie  liefern  das  neutrale  Paar.  Alle  di*ei  Gleichungen  5),  5'),  5'') 
(Nr.  209)  fallen  in  11)  zusammen,  wenn  ^  =  ^'  =  ^"^  v  =  v  =  v" . 

Man  kann   es   auffassen  als   8T\   S' T,  ST'',  S" T,  S' r\  S"T'. 

1=0,  Jj  =  0  und  allgemein  Ix"  +1^=0  sind  Involutionen,  und 
durch  (11)  ist  das  gemeinsame  Paar  der  1=0,  1^  =  0  gegeben,  das 
dann  zu  allen  Ix"  -\-  I^  =  0  gehört. 

Die  kubische  Gleichung  für  die  dreifachen  Elemente  ist: 

12)  Xx^-{-  3^^-+  '^vx  4-^  =  0. 

Auf  der  kubischen  Raumkurve  als  unikursalem  Träger 
ergibt  sich  eine  solche  Trilinearität,  wenn  man  sie  mit  den 
Ebenen  eines  Bündels  0  schneidet;  denn  zwei  Punkte  auf  ihr 
bestimmen  eindeutig  eine  Ebene  des  Bündels  und  den  dritten  Schnitt. 
Das  neutrale  Paar  entsteht  durch  die  beiden  Punkte,  in 
denen  die  von  0  kommende  Doppelsekante  die  Kurve  trifft; 
sie  liegen  in  oo^  Ebenen  des  Bündels,  die  einen  Büschel  um  diese 
Gerade  bilden.  Die  Gleichung  (11)  liefert  die  Parameter  der  Stütz- 
punkte. Die  dreifachen  Punkte  sind  die  Oskulationspunkte 
der  durch  0  gehenden  Schmiegungsebenen  der  Kurve. 

Sind  x^,  X2,  x^  die  Wurzeln  von  12),  so  ist: 

^1  T  ^2  ~r  "^s  —         T~?     ^2*^3  "1    ^3^1  ~r  ^'1^2  —  ~JC^     X-^X^X^  —         ^  ; 

man  sieht  sofort,  daß  x^,  x^,  x^  für  x,  x,  x"  in  10)  eingesetzt,  diese 
Relation  befriedigen.  Folglich  bilden  in  der  involutorischen 
Trilinearität  die  dreifachen  Elemente  nicht  bloß  jedes  drei- 
fach gerechnet  ein  Tripel,  sondern  auch  zusammen.  Das  be- 
deutet für  die  kubische  Raumkurve  den  in  Nr.  204  gefundenen  Satz, 
daß  die  Verbindungsebene  der  genannten  drei  Oskulationspunkte  durch 
0  geht,  die  Polarebene  eines  Punktes  in  bezug  auf  eine  kubische 
Raumkurve,  wie  diese  Ebene  auch  genannt  wird,  den  Pol  stets  enthält. 

Nimmt  man  die  linke  Seite  von  12)  als  eine  Grundform  3.  Grades, 
so  ist  diejenige  von  11)  die  Kovariante  2.  Grades,  die  wir  in  Nr,  150 
mit  H  bezeichnet  haben.  Und  aus  dem,  was  dort  über  die  Wurzeln 
beider  Gleichungen  gefunden  wurde,  ergibt  sich: 

Je  nachdem  die  dreifachen  Elemente  alle  drei  reell  sind 
oder  nur  eins,  sind  die  Elemente  des  neutralen  Paares  ima- 
ginär oder  reell. 


334  II-    §  33.  Trilinearität  zwisclien  drei  einstufigen  Gebilden. 

Und  je  nachdem  von  einem  Punkte  an  eine  kubische 
Raumkurve  drei  reelle  Schmiegungsebenen  kommen  oder 
nur  eine,  ist  die  von  demselben  Punkte  ausgehende  Doppel- 
sekante eine  ideelle  oder  eine  eigentliche. 

Jede  involutorische  Trilinearität  auf  einer  kubischen 
Raumkurve  ist  durch  einen  Bündel  eingeschnitten.  Denn  ist 
0  der  Schnitt  der  Ebenen  von  drei  beliebigen  Tripeln,  so  ist  die 
durch  den  Bündel  0  hervorgerufene  Trilinearität  mit  der  gegebenen 
identisch  wegen  der  drei  gemeinsamen  Tripel. 

Sei 

Q  =  ax^ -{-  3hx^  +  3cx  +  d  =  0 

die  Gleichung  eines  Tripels  von  Elementen,  und  x^  x,  x"  ihre  Wurzeln, 
so  ist: 

,/,//_        36         ,   „         f,  ,_Sc  !   "_        ^  . 

X  ~T~  X  ~T~  X    —  ,       XX    ~i~  X   X  ~T~  XX  —         ,       XXX    —  —         ! 

wir  setzen  dies  in  JO)  ein  und  erhalten: 

13)  Xd  —  ?>VLC  -\-  ^vl)  —  Tca  =  0 

als  Bedingung  dafür,  daß  Q  =  0  ein  Tripel  der  involuto- 
rischen  Trilinearität  ist. 

Für  ein  zweites  Tripel   §i  =  0  ergibt  sich  ebenso: 

A^^i  —  3^q  +  3i^&^  —  ;rai  =  0; 

folglich  ist  auch  für  jeden  Wert  von  q: 

X(d  +  Qd^  —  3^a(c  +  QC^  +  3v(&  -\-  Qhj)  —  7f{a  +  ga^)  =  0; 

d.  h.  jedes  Tripel  der  kubischen  Involution  Q  -\-  qQ^^O  gehört  zu 
unserer  Trilinearität. 

Die  durch  zwei  Tripel  einer  involutorischen  Trilinearität 
bestimmte  kubische  Involution  gehört  vollständig  zu  der- 
selben. 

Bei  der  involutorischen  Trilinearität  auf  der  kubischen  Raum- 
kurve ist  dies  unmittelbar  ersichtlich. 

Hieraus  folgt  aber,  daß  die  drei  bestimmenden  Tripel  einer  Tri- 
linearität nicht  derselben  kubischen  Involution  angehören  dürfen. 

Man  erkennt  ähnlich,  wie  eben,  daß,  wenn  §  =  0,  §i  =  0,  Q2=  ^ 
drei  Tripel  einer  involutorischen  Trilinearität  sind  (die  nicht 
derselben  kubischen  Involution  angehören),  dann  Q-\-  qQi-\-^  Q^^^ 
für  jeden  Wert  von  q  und  a  ein  solches  Tripel  ist-,  und 
durch  die  oo^  Tripel,  die  man  dadurch  erhält,  werden  alle 
Tripel  derselben  erschöpft.  In  der  Tat,  es  sei  XX'X"  ein  Tripel 
der  Trilinearität-,  man  setze  die  Parameter  von  X  und  X'  in  die  eben 
geschriebene  Gleichung  ein  und  bestimme  aus  den  beiden  erhaltenen 
Gleichungen  die  Unbekannten  q,  ^;   die  sich  ergebenden  Werte  seien 
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g'y  ö\  so  gehört  das  Tripel  Q  -\-  q'  Qi  -\-  o'  Q2  =  0  zur  Trilinearität 
und  ist  mit  dem  gegebenen  identisch;  da  durch  zwei  Elemente  ein 
Tripel  eindeutig  bestimmt  wird. 

Weil  nur  ein  neutrales  Paar  vorhanden  ist,  so  ist  höchstens  eins 
der  drei  Paare  von  XX' X"  neutral;  XX'  sei  dann  nicht  dieses  Paar. 

In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  bei  einer  involutori sehen  Quadri- 
linearität  aus  vier  Quadrupeln  Q  =  0,  (^^  =  0,  ^o=0,  $3=0  alle 
vermittelst  der  Gleichung: 

wenn  die  Parameter  q,  6,  t  auf  alle  möglichen  Weisen  variiert  werden. 
Dies  wird  uns  zu  einer  andern  Begriffser Weiterung  führen. 

Wenn  bei  der  allgemeinen  Trilinearität  einem  Element  eines  der 
drei  Grebilde  eine  Projektivität  zwischen  den  beiden  andern  zugeordnet 
ist  und  diese  Projektivitäten  einen  Büschel  von  Projektivitäten  bilden, 
welche  zwei  gemeinsame  Paare  entsprechender  Elemente  haben  (Nr.  209), 
so  ist,  wie  schon  kurz  erwähnt  wurde,  bei  der  involutorischen 
Trilinearität  (oder  Involution  3.  Grades  2.  Stufe,  wie  wir  sie  bald 
auch  nennen  werden)  jedem  Elemente  eine  Involution  zuge- 
ordnet; diese  Involutionen  haben  das  neutrale  Paar  gemein, 
stützen  sich  also  auf  diejenige,  welche  dessen  Elemente  zu  Doppelele- 
menten hat  (Nr.  85),  und  bilden  einen  Büschel. 

Ist  der  Träger  ein  Kegelschnitt  K,  so  bilden  auf  der 
Verbindungslinie  u  des  neutralen  Paars  die  Zentren  dieser 
Involutionen  eine  Punktreihe,  die  zu  der  auf  K  projektiv 
ist,  indem  jedem  Punkte  von  .Z"  das  Zentrum  der  zugehörigen 
Involution  entspricht.  Jedes  Tripel  ABC  der  Trilinearität 
auf  K  und  sein  entsprechendes  A'B'C  auf  u  liegen  so,  daß 
BC,  CA,  AB  durch  Ä,  B\  C  gehen. 

Wollen  wir  zwischen  den  Punktreihen  auf  K  und  u  eine 
derartige  besondere  Projektivität  herstellen,  so  darf  nur 
ein  Paar  entsprechender  Punkte  A,  A'  gegeben  werden; 
weitere  entsprechende  Punkte  X,  X'  sind  dann  so  zu  konstruieren, 
daß  immer  AX'  und  A' X  sich  auf  dem  Kegelschnitte  begegnen; 
weil  der  Begegnungspunkt  sich  perspektiv  zu  X'  und  involutorisch 
zu  X  bewegt,  so  bewegen  sich  auch  X  und  X'  projektiv.  Sind  z.  B. 
B  und  B'  derartig  konstruiert,  C={AB\  AB)  auf  K  und  C  =  (w,  AB), 
so  sind  auch  C  und  C  entsprechend,  weil  AC  und  A'C  sich  in  B 
begegnen,  mr  haben  also  zwei  entsprechende  Tripel  von  jener 
Eigenschaft. 

Zwei  beliebige  Paare  entsprechender  Punkte  XX',  YY' 
führen  zu  zwei  solchen  Tripeln.  I),  E  seien  die  auf  K  gelegenen 
Schnittpunkte  (AX',  A' X),  {AT,  ÄY)  und  Z  der  zweite  Schnitt 
von  XY'  mit  K,  so   zeigt  das  Sechseck  ADXZYE,  für  welches  u 
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Pascalsche  Gerade  ist.  daß  auch  X'Y  durch  Z  geht,  so  daß  für 
jede  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  X,  X';  Y,  Y'  das 
Schneiden  von  XY',  X'Y  auf  K  stattfindet,  und  jedes  Paar 
X,  X'  als  Ausgangspaar  genommen  werden  kann.  Wir  wissen 
schon,  daß,  wenn  Z'  =  (^«,  XY),  die  beiden.  Paare  XX' ^  YY'  durch 
ZZ'  zu  zwei  Tripeln  mit  der  obigen  Eigenschaft  vervollständigt 
werden. 

Ordnen  wir  nun  jedem  X  die  Paare  der  Involution  auf  K  zu, 
deren  Zentrum  X'  ist,  so  ergibt  sich  eine  involutorische  Trilinearität; 
bilden  Y,  Z  ein  Paar  der  Involution  (X'),  so  ist  auch  ZX  ein  Paar 
von  {Y'')  und  XY  eins  von  [Z'). 

Die  Schnitte  Jf,  3/"  von  u  und  K  entsprechen  sich  gegenseitig. 
illf=  iV',  iV=  ilf  und  bilden  das  neutrale  Paar;  jeder  Punkt  von  u 
ist  Schnitt  mit  JlfiV,  entspricht  dem  unbestimmten  dritten  Punkte. 

Liegen  zwei  entsprechende  Punkte  T,  T'  so,  daß  TT'  den  K  in 
T  berührt,  so  gehört  TT  zur  Involution  {T'\  und  TTT  ist  ein 
Tripel  der  Trilinearität. 

Der  Büschel  der  Tangenten  der  X  ist  projektiv  zur  Punktreihe 
der  X' '^  also  geht  (Nr.  200)  dreimal  eine  Tangente  durch  den  ent- 
sprechenden Punkt;  wodurch  wir  zu  den  drei  dreifachen  Punkten 
gelangen. 

Die  dreifache  Unendlichkeit  der  symmetrischen  Trilinearitäten  auf 
K  ero[ibt  sich  aus  den  oo^  Lagen  von  u  und  den  oo^  Punkten  Ä 
auf  jeder  w,  die  dem  festen  A  auf  K  zugeordnet  werden  können. 

Drei  Tripel  bestimmen  die  involutorische  Trilinearität,  also  tun 
das  auch  die  drei  dreifachen  Punkte.  Seien  diese  T,  JJ^  V  und  t,  U,  0 
die  zugehörigen  Tangenten;  sind  dann  T',  C/",  F'  die  Schnitte  (t,  f/F), 
(u,  FT),  (t),  TC/"),  welche  in  gerader  Linie  u  liegen  (Nr.  119),  so 
liefert  die  Projektivität:  TUV7\  T' ü' V  die  Trilinearität;  und  auch 
TÜV  steUt  sich  als  Tripel  heraus. 

Aber  auch  die  allgemeinere  Aufgabe,  aus  drei  beliebigen 
Tripeln  ABC,  BEFy  GHI  die  involutorische  Trilinearität 
zu  konstruieren,  macht  keine  Schwierigkeit. 

Betrachten  wir  zunächst  nur  ABC,  DEF-^  wir  legen  den  A  ent- 
sprechenden Punkt  A'  auf  BC,  dann  sind,  welche  Gerade  u  durch  A' 
auch  genommen  werde,  in  der  durch  AA'  in  der  obigen  Weise  be- 
stimmten Projektivität  den  B,  C  die  Schnitte  von  u  mit  CA^  AB 
entsprechend.  Legen  wir  nun  D'  so  auf  EF,  daß  AD'  und  A'B 
sich  auf  K  treffen,  so  erweist  sich  A' D'  als  die  Gerade  w,  bei  welcher 
in  der  zugehörigen  Projektivität  aUen  sechs  Punkten  A,  .  .  .  F  ]e  die 
Schnitte  von  u  mit  der  Tripel-Gegenseite  entsprechen. 

Während  dann  A'  auf  BC  sich  bewegt,  umhüUt  w,  da  D'  sich 
projektiv  bewegt,   einen  Kegelschnitt,   welcher  die  sechs  Tripelseiten 
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berülirt  (was  möglicli  ist,  weil  die  Ecken  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen,  Nr.  118).  Für  BC  und  EF  ist  es  unmittelbar  klar;  kommt 
Ä'  nach  JB,  so  fällt  Ä'D'  in  die  Gerade  AB,  usw. 

Ersetzen  wir  nun  DEF  durch  GHI,  so  ergibt  sich  die  vierte 
Tangente  der  beiden  Kegelschnitte,  außer  BC,  CA,  AB,  als  die 
geeignete  u^). 

§  34.    Involutionen  höherer  Stufe. 

Es  seien   in  einem   (unikursalen)  Gebilde  Je  -\-  1  Gruppen  von  je  217 
n  Elementen  gegeben  durch  die  Gleichungen  t^*®''  Grades: 

(3  =  0,     Q,=  0,...     Q,=  0. 

Dann  erhält  man  durch  alle  oo*  Gruppen 

die  sich  durch  die  verschiedenen  Werte  von  A^,  Ag, .  .  .  A;t  ergeben, 
eine  Involution  w*®^  Grades  k^^^  Stufe,  welche  durch  IJ"  bezeichnet 
werde.  Die  gemeine  Involution  ist  genauer  eine  quadratische  Invo- 
lution 1.  Stufe,  und  die  involutorische  Trilinearität  und  Quadri- 
linearität  sind  Involutionen  3.  Grades  2.  Stufe,  bzw.  4.  Grades  3.  Stufe. 
Statt  mit  unhomogenen  Parametern  A^,  .  .  .  A^.  wird  die  Gleichung 
oft  mit  homogenen  geschrieben: 

f^  $  +  ^1  Öl  H h  ^i  Qf:  =  0, 

wo  dann  Ai=  — ,  A2  =  ~,  .  .  .,  Xf.=  —  ist  und   zu  jeder  Gruppe   ein 

System  von  Parametern  A,  aber  oo^  untereinander  proportionale 
Systeme  von  ^  gehören. 

Die  gegebenen  Je  -{-  1  Gruppen  nennen  wir  die  Konstituenten 
der  Involution. 

^Elemente  des  Gebildes  bestimmen  eindeutig  eineGruppe 
der  J„*,  zu  der  sie  gehören;  denn  werden  ihre  Parameter  in  die 
Qy  Öl,  .  .  .  eingesetzt,  so  ergeben  sich  Je  Gleichungen  für  die  gesuchten 
]c  Parameter  X^,  .  .  .  Xj^^  welche  linear  in  ihnen  sind  und  sie  im  allge- 
meinen eindeutig  bestimmen.  Sind  Jc'<^Jc  Elemente  gegeben,  so 
erhält  man  nur  Je'  Gleichungen,  kann  also  Je  —  Je'  der  Parameter  be- 
liebige Werte  geben,  worauf  dann  die  übrigen  Je'  durch  die  Gleichungen 
bestimmt  sind;  jene  Werte  können  auf  oü*~*'  Weisen  gewählt  werden, 
und  es  gibt  daher  in  der  Involution  cx)*~*'  Gruppen,  denen  die  Je 
Elemente  angehören.  Hingegen  Je'^Je  beliebig  gegebene  Elemente 
gehören  nicht  zu  derselben  Gruppe. 


1)  R.  Böger,  Ebene  Geometrie  der  Lage  (Leipzig  1900),  §  18. 
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Ist  h  =  n,  so  kann  man  alle  Elemente  einer  Gruppe  willkürlich 
wählen;  1/  besteht  aus  allen  oo^  ^-elementigen  Gruppen  des  Gebildes. 
Es  muß  daher  Je  ^n  sein^  und  auch  Je  =  n  hat  geringes  Interesse. 

Eine  Involution  //',  bei  welcher  // <  Je  und  deren  Je  -{- 1 
Konstituenten  sich  unter  den  Gruppen  von  IJ"  befinden, 
gehört  mit  allen  Gruppen  zu  IJ". 

Es  seien 

Q'  ^-Q  +  KQi  +---  +  KQ,=  0, 

die  Konstituenten  dieser  Involution  IJ"',  so  kann  die  Gleichung  einer 
beliebigen  Gruppe  in  ihr: 

Q""  +  /»'«'+  /*"  Ö"  +  •  •  •  +  f*'*"  Q""  =  0 

in  der  Form : 

(1  +  fi'+  ^"+  ■  • .  +  M*")  Q  +  W+  m'a/+  ^i"x,"+  ■■■  +  fi'^'Uf ')«! 

geschrieben  werden;  was  beweist,  daß  die  Gruppe  zu  IJ'  gehört. 

Man  sagt  von  Gruppen  einer  Involution  IJ'^  deren  Anzahl 
s  ^  Zj  +  1  ist,  sie  seien  unabhängig  voneinander,  wenn  sie  sich 
nicht  in  einer  Involution  niedrigerer  Stufe  befinden. 

Die  Konstituenten  einer  Involution  //  müssen  unab- 
hängig voneinander  sein.  Gehören  §  =  0,  .  .  .  §^=  0  zu  einer 
Involution  Jc^""  Stufe,  wo  Je  <^Ji,  so  lassen  sich  Öä'+i;  ft'  +  2?  •  •  •  Qn 
durch  Qj  Qi,  -  •  -  Qk'  linear  parametrisch  darstellen,  also  auch 
Q  ■\-  KQi~^  '  •  ■  ~^  '^kQk  durch  Q,  Qi,  .  .  •  §^,;  man  bleibt  innerhalb 
der  Involution  7/*®''  Stufe.  Die  oo*  Wertegruppen  A^,  .  .  .  2^^  führen 
nicht  zu  (X)*,  sondern  nur  zu  c»^'  Elementengruppen;  je  oo*~^  Werte- 
gruppen liefern  dann  dieselbe  Elementengruppe. 

Die  ursprünglichen  Konstituenten  kann  man  durch 
irgend  welche  Je  -\-  1  unabhängige  Gruppen  der  Involution 
ersetzen.  Der  Beweis  verläuft  ähnlich  wie  der  in  Nr.  136  für 
Je  =  1  geführte. 

Wenn 


diese  k  +  1  Grappen  sind,  so  handelt  es  sich  darum,  zu  zeigen,  daß: 


Konstituenten  einer  Involution  A;**""  Stufe  I^.  339 

in  die  Form 

gebracht  werden  kann;  dies  gibt,  wenn  die  Koeffizienten  von  Qy. 
öl?  •  •  •  Qk  verglichen  werden,  folgende  h  ■{•  1  Gleichungen  für  die 
k  -\-  1  gesuchten  homogenen  Parameter  q^^\  .  .  .  ()W: 

1     =p(0)+p'+p"+...  +  p« 

X,  =  A<»)p«')  +  k\Q'  +  l'iQ"  +■■■  +  AWe<*>, 

x,=  i<»)p(»)+  r„p'+  a;>"+  . . .  +  4*)p« 
A,  =  A<»v«)  +  a;  p  +  x;v' +  •  •  •  +  4*W, 

welche,  weil  linear  in  den  Unbekannten,  sie  eindeutig  bestimmen. 

Weil  k  beliebige  Elemente  stets  zu  einer  Gruppe  einer  IJ^  gehören 
und  man  h  -\-  1  Gruppen  von  h  Elementen  auf  oü("~*)(*+^)  Weisen 
durch  je  n  —  Jc  Elemente  zu  Gruppen  von  n  Elementen  vervollständigen 
kann,  so  gibt  es  auf  gegebenem  Träger  oü("~*)(*  +  ^)  Involu- 
tionen IJ'. 

Nehmen  wir  aber  an,  daß  diese  Gruppen  Q^^^=  0,  .  .  .  0^*^=  0 
nicht  unabhängig  seien,  sondern  derselben  Involution  (Je  —  1)^^  Stufe 
7*"^  angehören,  während  ^W  =  0,  .  .  .  ^(^"^^  =  0  unabhängig  sind,  so 
seien  diese  zu  Konstituenten  der  I^~^  gewählt,  und  Q^^^  läßt  sich 
linear  parametrisch  durch  sie  darstellen: 

§W=  (j(0)§(0)+   ^'§'+  .  .  .  +  ^(*-l)  §(*-!); 

setzt  man  dies  in  q^^^Q^^^  +  •  •  •  +  Q^'^^Q^^^  ein  und  vergleicht  die 
Koeffizienten  von  §,  Qi,  -  -  •  Qk  ^^  1?  ^i?  •  •  •  hy  ^^  ergeben  sich 
^  +  1  Gleichungen  in  den  Ji  Unbekannten: 

welche  im  allgemeinen  nicht  auflösbar  sind;  wenn  aber,  so  führen 
sie  zu  Werten  der  q,  die  zu  Gruppen  gehören,  welche  innerhalb  jener 
Involution  Qx  —  Vf^'  Stufe  bleiben. 

Aus  den  oo^  Gruppen  der  //  kann  man  die  Z  +  1  Konstituenten  218 
einer  in  ihr  enthaltenen  I^,  wo  Klc  ist,  auf  oo*(^+^)  Weisen  heraus- 
nehmen; da  aber  jede  IJ,  wegen  ihrer  oo^  Gruppen,  auf  00'^^  +  ^)  Weisen 
konstituiert  werden   kann,    so   ergibt   sie  sich  so  oft,  und  wir  haben 
nicht  oo^('  +  ^),  sondern  nur  oo*('+^)~^(^  +  ^)  Involutionen  IJ. 

Die  Involution  7/  enthält  oü(^-')(^+^)  Involutionen  IJ-^  für 
zwei  Stufen  l,  l\  bei  denen  l-\-l'-=li—l,  hat  (h  —  l)(l+l)  denselben 
Wert,  so  also  auch  für  7/"^  und  1^.  Da  7„^  ersichtlich  eine  einzige 
Gruppe  bedeutet,  so  enthält  7/  soviele  Involutionen  7/'~^,  als  sie 
einzelne  Gruppen   enthält,   also    oo^';   femer   cx:)^(*~^^  Involutionen   7„^ 

22* 
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Jede  I^Q^  <  **)  ist  in  der  einzigen  Involution  I^  ihres  Trägers 
enthalten;  dies  führt  wieder  zu  den  oü("-*)(^'+^)  Involutionen  IJ^  auf 
gegebenem  Träger. 

Zwei  in  IJ^  enthaltene  Involutionen  I^  und  I^\  bei  denen 
h=l  -\-V  —h'^O  ist,  haben  gemeinsame  Gruppen  und  zwar 
eine,  wenn  h  =  0,  und  eine  Involution  1/  von  Gruppen,  wenn 
h>0  ist. 

Sie  haben  zusammen  l-\-V-\-2  =  lv-{-}i-\-2  Konstituenten-,  von 
diesen  nehmen  wir  h  -\-  1  zur  Konstituierung  von  IJ'  und  zwar  alle 
von  I^j  nämlich  Q  =  0,  Q^=-  0,  .  .  .  Q^=  0,  und  von  den  Konstituenten 
von  1/  noch  V —h,  welche: 

ft+i  =  0,     0,^.2=0,...     ft=0 

seien.  Es  bleiben  dann  noch  h  -{•  1  Konstituenten  von  I^'  übrig, 
welche,  als  Gruppen  von  IJ^,  sich  linear  parametrisch  durch  Qy  Q^,.  ■  -  Q^ 
ausdrücken  lassen;  sie  seien: 

Es  sei  dann 

Q.^1  <>,+t  +  •  ■  •  +  p.  Q.  +  ^"^  <2""  +  •  ■  •  +  ^""  Ö('>  =  0 

eine  Gruppe  von  i/;  soU  sie  auch  zu  I^  gehören,  so  müssen  die 
Parameter  Qij^i,  ■  •  ■  Qk  ^^  bestimmt  werden,  daß  die  Glieder  mit  Q^^^^ 
bis   Qj^  herausfallen;  dazu  muß  sein: 

-  ft     =  maf)  +  •  •  •  +  AWßi"). 
Es  ergibt  sich: 

AW(§  +  «f)  ^1  +  •  •  •  +  «/«^  (3^)  +  A(i)((2  -f  c.(i)  §,+  •••  +  a(^)  §,) 

+  •  •  •  +  ;i^^'Ke  +  ^'^  «1  +  •  •  •  +  <'^ft)  =  0; 
das  ist  eine  Involution  7^*®''  Stufe,    bzw.  eine  einzelne   Gruppe,    wenn 

Sie  wächst  zur  Stufe  h  +  /^',  wenn  I^  und  /„''  so  in  //  liegen, 
daß  sie  schon  von  einer  /„*"*'  umfaßt  werden. 

Ist  aber  l  -\-V  K  ^,  so  haben  IJ  und  //  im  allgemeinen  keine 
Gruppe  gemeinsam;  es  sei  denn,  daß  sie  schon  von  einer  I^'^'  um- 
faßt werden  und  l  -\-  T^k  —  Ji    ist. 

Es  haben  also  in  einer  IJ  zwei  7„^  stets  eine  Gruppe  gemein; 
wir  sehen  es  anschaulich  bei  der  /g^,  welche  durch  einen  Ebenen- 
bündel in  die  kubische  Raumkurve  eingeschnitten  wird  und  deren  I^^ 
durch  die  Büschel  des  Bündels  entstehen;  zwei  von  ihnen  haben  eine 
Ebene  gemeinsam. 


Involutionen  niedrigerer  Stufe  in  J^^',  Erzeugung.  341 

Jede  I^,  welche  eine  der  drei  Konstituenten  einer  1^  mit  einer 
beliebigen  Gruppe  G  derselben  „verbindet^'  und  daher  der  J^-  angehört, 
hat  mit  der  7„^,  welche  durch  die  beiden  andern  Konstituenten  fest- 
gelegt wird  und  ebenfalls  der  7„-  angehört,  eine  Gruppe  gemein;  und 
so  befindet  sich  jede  Gruppe  der  1^  in  einer  der  Involu- 
tionen I^j  welche  jene  Konstituente  mit  allen  Gruppen 
dieser  die  beiden  andern  Konstituenten  verbindenden  I^^ 
verbindet:  dies  woUen  wir  die  fächerförmige  Entstehung  der 
I^  aus  drei  Konstituenten  (unter  Bevorzugung  einer)  nennen.  Bei 
der  I^^  auf  der  kubischen  Raumkurve  entspricht  sie  der  fächerförmigen 
Entstehung  des  Ebenenbündels  aus  drei  Konstituenten,  drei  Ebenen 
des  Bündels,  die  nicht  zu  demselben  Büschel  gehören:  irgendeine 
dieser  Ebenen  bestimmt  mit  jeder  Ebene  des  Büschels  der  beiden 
andern  wiederum  einen  Büschel,  und  alle  diese  Büschel  erzeugen  den 
Bündel.  Man  erzeuge  ebenso  einen  Strahlenbündel,  ein  Punktfeld, 
ein  Strahlenfeld  aus  drei  Konstituenten. 

In  einer  I^  haben  zwei  I^  keine  Gruppe  gemein,  sie  müßten 
denn  in  einer  der  I^  angehörigen  I^^  sich  befinden;  dagegen  haben 
eine  IJ'  und  eine  IJ^  der  I^  eine  Gruppe  gemeinsam  und  zwei  i^^ 
der  I^  eine  I^. 

So  hat  die  I^,  welche  eine  der  vier  Konstituenten  G^  der  1^ 
mit  einer  beliebigen  Gruppe  G  aus  ihr  verbindet,  mit  der  I^,  die 
durch  die  drei  übrigen  Konstituenten  G^,  G^.,  G^  bestimmt  wird, 
eine  Gruppe  gemein.  Wir  kommen  daher  zu  allen  Gruppen 
der  IJj  wenn  wir  jene  Konstituente  Gq  mit  allen  Gruppen 
dieser  I^^  =  G^G^G^  verbinden,  und  nennen  dies  wiederum  die 
fächerförmige  Entstehung  der  I^.  Man  erhält  in  ähnlicher  Weise 
den  ganzen  Ebenenraum  aus  vier  beliebigen,  d.  h.  nicht  zu  demselben 
Bündel  gehörigen  Ebenen,  indem  man  eine  von  ihnen  mit  allen  Ebenen 
des  Bündels  der  drei  andern  zu  Büscheln  zusammensetzt;  jede  Ebene 
befindet  sich  in  einem  dieser  Büschel.  Und  dual  entsteht  der  Punkt- 
raum.    Beide  sind  uns  Bilder  der  I^^. 

Lassen  wir  bei  dieser  die  I^^  der  drei  übrigen  Konstituenten 
G^y  G2,  G^  fächerförmig  durch  die  I^^  entstehen,  welche  von  (r^ 
nach  den  Gruppen  der  Involution  6^2 ^3  gehen,  so  entsteht  1/  auch 
durch  die  IJ^  welche  Gq,  G^  und  eine  veränderliche  Gruppe  G' 
von  G^G^  zu  Konstituenten  haben,  und  jede  dieser  7/  durch 
die  IJ^  von  G'  nach  einer  veränderlichen  Gruppe  G  von  GqG^. 
Also  entsteht  //  durch  die  oo^  Involutionen  //,  welche  je 
eine  veränderliche  Gruppe  G  von  GqG^  mit  einer  veränder- 
lichen Gruppe  G'  von  G^G^  verbinden. 

Ähnlich  entsteht  der  Ebenenraum  aus  zwei  windschiefen  Ebenen- 
büscheln: durch  die  Ebenenbüschel  irgend  zwei  Ebenen  derselben, 
und     der    Punktraum     aus     zwei     windschiefen    Punktreihen:    durch 
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die  Punktreihen  auf  den  Verbindungslinien  irgend  zweier  Punkte 
derselben. 

Man  mache  ähnliche  BetrachtuDgen  für  Involutionen  höherer  Stufe. 

Alle  linearen  (d.  h.  linear  parametrisch  darstellbaren)  Systeme 
führen  zu  analogen  Ergebnissen. 

219  V  sei  konstituiert  durch  Gq,  Gt^  .  •  .  G,^-^  wir  nehmen  an,  der 
Satz,  daß  Ic  Elemente  A^,  .  .  .  Aj^  eine  Gruppe  von  IJ"  bestimmen 
(Nr.  217),  sei  bis  h  —  l  richtig,  so  ist  er  auch  für  /c  richtig.  Jede 
der  Involutionen  1.  Stufe,  die  von  G^  nach  G^,  ^2?  •  •  •  ^ä  ge^en  und 
der  //  angehören,  enthält  eine  Gruppe,  zu  welcher  A^  gehört;  diese 
Tz  Gruppen  bestimmen  eine  Involution  /*~^;  deren  sämtliche  Gruppen 
das  Element  A^.  enthalten  und  welche  selbst  in  1^  enthalten  ist.  Nach 
der  Annahme  besitzt  sie,  und  damit  //,  eine  Gruppe,  welche  A-^, 
A^j  .  .  .  Aj^_^  enthält  und  daher  alle  h  Elemente  A^,  .  .  .  Aj..  Nun  ist 
der  Satz  für  h  =  \  richtig,  also  durchweg^). 

Wenn  sämtliche  Konstituenten  von  7/  r  Elemente  ge- 
mein haben,  so  gehören  diese  zu  allen  Gruppen  von  IJ^  und 
man  erhält,  wenn  man  von  diesen  Elementen  absieht,  d.  h. 
die  auf  sie  bezüglichen  linearen  Faktoren  aus  Q,  Q^,  ...  entfernt, 
eine  Involution  In-r- 

Eine  IJ"  enthält  oo*"''  Gruppen,  zu  denen  r  gegebene  Elemente 
gehören,  wo  r  <  Ic  ist  (Nr.  217)-,  wir  nehmen  k  —  r  -\-  i  unabhängige 
aus  ihnen  und  konstituieren  durch  sie  eine  !„"'",  welche  ganz  in  IJ" 
enthalten  ist  und  deren  Gruppen  alle  die  r  Elemente  enthalten.  Es 
sei  G  eine  beliebige  Gruppe  der  IJ",  zu  welcher  diese  r  Elemente 
gehören;  ]c  —  r  von  den  n  —  r  übrigen  Elementen  derselben  bestimmen 
in  I^~^  eine  Gruppe,  welche  dadurch  zu  J„*  gehört  und  mit  G  in 
k  Elementen  übereinstimmt,  diesen  h  —  r  und  jenen  r,  also  mit  ihr 
identisch  ist. 

Folglich  bilden  alle  Gruppen  von  J/,  welche  r<Ä  ge- 
gebene Elemente  enthalten,  eine  !„''',  die  sich,  wenn  von 
diesen  gemeinsamen  Elementen  abgesehen  wird,  auf  eine 
I^I^  reduziert. 

220  Eine  i/  hat  2(n— 1)  Doppelelemente  (Nr.  136);  wir  nehmen 
an,  es  sei  richtig,  daß  eine  Involution  2^~^  h(n  —  Ic -{- 1)  Mache 
Elemente  besitzt,  d.  h.  so  viele  Gruppen,  in  denen  h  von  den  n  Ele- 
menten sich  vereinigt  haben,  so  soll  bewiesen  werden,  daß  dann  eine 
J/  (k  +  1)  (n  —  k)    (Je  +  1) -fache  Elemente  besitzt. 

Aus  der  IJ"  scheidet  das  Element  X  eine  Involution  7^1  J  aus, 
gebildet    durch    alle    (n  —  1)- elementigen    Gruppen,    welche    mit    X 


1)  Cremona,  Preliminari  ad  una  teoria  geometrica  delle  superficie  (Memorie 
deH'Accademia  di  Bologna,  Ser.  11,  Bd.  6,  7,  186G  und  67)  oder:  Grundzüge  einer 
allgemeinen  Theorie  der  Oberflächen  (Berlin  1870),  Nr.  43. 
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Gruppen  von  7/  bilden;  sie  hat  nach  der  Annahme  Ä(w  —  1  —  Z: -|- 1) 
=  k(n  —  Je)  Ä:- fache  Elemente  X^,  welche  wir  dem  X  zuordnen.  Wir 
setzen  in 

sowie  in 

f'(x)  =  0,   /■"(»  =  0,  .  .  .  fi'--  \x)  =  0,   wo  fix), .  .  . 

die  Ableitungen  von  f(x)  sind,  für  x  den  Parameter  von  X^  ein  und 
erhalten  h  lineare  Gleichungen  in  A^,  Ag,  .  .  .  X^^,  welche  ein  Wertsystem 
dieser  Größen  liefern  und  daher  eine  Gruppe  von  7,^^,  in  welcher  X^ 
/:-fach  ist;  denn  diese  Ic  Gleichungen  sind  die  Bedingungsgleichungen 
dafür,  daß  jener  Parameter  A'-fache  Wurzel  von  f(x)  =  0  mit  den  ge- 
nannten Werten  der  l^,  .  .  .  ist.  Die  n  —  l'  übrigen  Elemente  dieser 
Gruppe  sind  dann  die  dem  X^  zugehörigen  X.  Zwischen  den  X 
und  X^  besteht  also  eine  Korrespondenz  [n  —  h,  Jc{n  —  k)]  und  ihre 
(Ä'+l)(w  — Ä')  Koinzidenzen  sind  (X- +  1)- fache  Elemente  der  i^*. 
Für  ]c=l  ist  der  Satz  richtig,  also  gilt  er  allgemein^). 

Eine  i„*  besitzt  (Ä;+l)(w-Ä;)  (Ä^-f  l)-fache  Elemente  (Ä;<w). 

Wir  ordnen  nunmehr  in  einer  IJ  dem  Elemente  X  nicht  die  221 
2(n  —  2)  Doppelelemente  der  In-i  zu,  sondern  die  übrigen  Elemente 
der  Gruppen,  zu  denen  sie  gehören,  also  im  ganzen  2(t^  —  2)  •  (w  —  3) 
Elemente  X^.  Diesmal  sind  X  und  X^  gleichartig  definiert,  beide 
als  Elemente  einer  Gruppe  von  //",  welche  ein  Doppelelement  besitzt; 
folglich  liegt  eine  involutorische  Korrespondenz  [2(w  —  2)(n  —  3)]  vor. 
Aus  ihreu  4(?i  —  2)(n  —  3)  Koinzidenzen  schließen  wir,  daß  es  in 
I^^  2(w  — 2)(?2  — 3)  Gruppen  mit  zwei  Doppelelementen  gibt: 
denn  für  jedes  von  zwei  so  zusammengehörigen  Doppelelementen 
ergibt  sich  das  andere  als  Koinzidenz. 

Das  Zusammenrücken  von  ^  +  1  Elementen  einer  Gruppe  in  ein 
Element  ist  eine  ^- fache  und  dasjenige  von  h  —  f  -{-  1  Elementen  eine 
(Ji  —  ^)- fache  Bedingung;  beide  zusammen  bilden  eine  Ä"- fache  Be- 
dingung und  können  in  einer  7/  einer  Gruppe,  weil  deren  oo*  vor- 
handen sind,  auferlegt  werden.  Wir  suchen  daher  die  Anzahl  der 
Gruppen  in  einer  //,  welche  ein  (t  -j-  l)-faches  und  ein  (A*  —  f  -f  l)-faches 
Element  besitzen;   wofern    natürlich   t  +  1  -{- k  —  t -\- 1  =  k -\-  2 ^n   ist. 

Ein  Element  X  als  (A'  — ^)-faches  Element  scheidet  aus  7/  eine 
Involution  7^_^.^^  aus;  dieselbe  besitzt  (f -i-  1)  (n  —  k)  Gruppen  mit 
einem  {t -\-  1) -fachen  Elemente;  jede  hat  n  —  k—1  weitere  Elemente. 
Diese  (t  -{-  l)(n  —  k)(n  —  k  —  1)  Elemente  X^  ordnen  wir  dem  X  zu. 
Ein  Xj  scheidet  aus  IJ"  eine  I^^^l  ^.us,  die  eine  Anzahl  von  Gruppen 
mit  einem  (t  +  1)- fachen  und  einem  (A;  —  f)- fachen  Elemente  besitzt, 


1)  Vgl  Cremona,  Preliminari  oder  Grundzüge,  Nr.  75. 
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welche  Anzahl  wir  vorläufig  Z^^^  nennen.  Die  Z^~^'' (/i;  —  ^)- fachen 
Elemente  dieser  Gruppen  sind  die  dem  X^  zugehörigen  X  Aus  der 
Korrespondenz  \Z^'2.x\  {t  -\-  l)(n  —  ]c)(n  —  Je  —  1)1  schließen  wir,  daß 
für  die  Anzahl  der  Gruppen  in  IJ",  die  ein  (t  +  l)-faches  und  ein 
(Je  —  t  -{-  l)-faches  Element  haben,  welche  Anzahl  wir  mit  Z^'  zu 
bezeichnen  haben,  gilt: 

K'  '=  (ß  +  !)(«-  m»  -k-i)  +  zizi' '; 

ebenso : 


^:!:';,+.=  {t  +  1)(«  -  k){n  -h-l)  +  Z';Uw^ 
also  durch  Addition: 

Diese  Zahl  Z'  ,  ^,  ist  die  Zahl  der  Gruppen  in  einer  i'  ,  ,  ,,  welche 
ein  (t  +  l)-faches  Element  und  ein  {t  —  t  -{-  1)-,  also  ein  einfaches 
Element  haben.  Aber  die  Zahl  der  Gruppen  in  I*^_j^^f  mit  einem 
(t  +  1)- fachen  Elemente  liefert  uns  der  vorige  Satz,  wenn  wir  n 
durch  n  —  h  -\-  t  und  Je  durch  t  ersetzen;  sie  ist  (^4-  1)(**  —  ^^)'i  '^^^ 
da  nun  jede  dieser  Gruppen  n  —  k  -{- 1  —  (t  -{-  1)  =  n  —  k  —  1  weitere 
einfache  Elemente  hat,  so  genügt  sie  (n  —  h  —  l)-fach  der  obigen 
Anforderung;  d.  h.: 

Z':^,^={t+l)in-],)(n-1c~l). 
Also: 

Z'„-  '=  {t  +lXk-t  +  1)(«  -  k)(n  -  Ä-  -  1). 

In  einer  Involution  i^*,  bei  welcher  Jc-\-2^n  ist,  gibt 
es  (ti-l)Qc  —  t-i-l)(n  —  'k)(n  —  k—l)  Gruppen  mit  einem  (^-f-l)- 
fachen  und  einem  Qc  —  t  -}-  l)-fachen  Elemente. 

Je 
Wenn  aber  Je  gerade  und  t  =  --,  also  t  =  Je  —  t  ist,  so  ist  diese 

Zahl   zu   halbieren,   weil   die  beiden   vielfachen   Elemente   gleichartig 
sind    und   jedes    das    Ausgangs-,    das    andere    das    Koinzidenzelement 
sein  kann^). 
222  Wir  fügen  einige  interessanten  Anwendungen  hinzu: 

Der  Kegelschnitt  gehört  zu  den  unikursalen  Gebilden.  Alle 
Kreise  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  K  schneiden  in  den- 
selben eine  1/  ein:   durch   drei  Punkte   des  K  geht  ein  Kreis  und 
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das  zugehörige  Quadrupel  ist  eindeutig  bestimmt.  Die  oo'^  Kreis- 
büschel und  (x>^  Kreisnetze  erzeugen  die  in  I^^  enthaltenen  I^^  und  IJ^. 

In  I^^  gibt  es  vier  Gruppen  mit  einem  vierfachen  Punkte.  Es 
gibt  also  vier  Kreise,  welche  K  vierpunktig  berühren:  be- 
kanntlich in  den  Scheiteln.  In  jedem  Kreisnetze  gibt  es  sechs 
Kreise,  welche  den  K  dreipunktig  berühren  (Krümmungs- 
kreise), und  in  jedem  Kreisbüschel  ebenfalls  sechs  Kreise, 
welche  ihn  berühren. 

Ferner,  aUe  Kreise  durch  einen  festen  Punkt  P  von  K  schneiden 
eine  I./  ein-,  die  drei  dreifachen  Punkte  derselben,  welche  ebenfalls 
ein  Tripel  der  Involution  bilden,  lehren: 

Durch  jeden  Punkt  P  eines  Kegelschnitts  gehen  drei 
ihn  anderwärts  oskulierende  Kreise,  und  die  drei  Osku- 
lationspunkte  liegen  mit  P  auf  einem  Kreise. 

Die  kubische  Raumkurve  ist  ebenfalls  unikursal;  durch  alle  cx)"* 
Kugeln  des  Raumes  entsteht  auf  ihr  eine  Involution  Jg^.  Ihre  /g^, 
7g^,  ig^  entstehen  durch  die  oc^  Kugelgebüsche,  <x>^  Kugelnetze,  oo^ 
Kugelbüschel. 

Die  7g^  hat  zehn  fünffache  Punkte.  Es  gibt  also  zehn  Kugeln, 
welche  eine  kubische  Raumkurve  fünfpunktig  berühren. 
Nehmen  wir  im  letzten  Satze  t  =  2,  also  Je  —  t  =  2,  oder  t  =  1  und 
]c  —  t  =  3j  so  haben  wir: 

Es  gibt  neun  Kugeln,  welche  die  kubische  Raumkurve 
an  zwei  verschiedenen  Stellen  dreipunktig  berühren,  und 
sechzehn  Kugeln,  welche  sie  an  einer  Stelle  vier-,  an  einer 
andern  zweipunktig  berühren. 

Die  Kugeln,  welche  durch  einen  festen  Punkt  der  kubischen 
Raumkurve  gehen,  schneiden  eine  L^^  ein  und  unter  ihnen  gibt  es 
acht,  welche  sie  (anderwärts)  vierpunktig  berühren  (Schmiegungs- 
kugeln  sind). 

Bei  der  I^^  fanden  wir  ein  neutrales  Paar,  welches  nicht  eine 
Gruppe  bestimmt,  sondern  zu  oc'^  Gruppen  gehört.  Für  diejenige  I^% 
welche  in  einen  Kegelschnitt  K  von  den  Kreisen  eingeschnitten  wii*d, 
die  durch  einen  Punkt  P  von  K  gehen,  besteht  dies  neutrale  Paar 
aus  den  unendlich  fernen  Punkten  des  K-^  es  ergibt  sich  bei  den 
unter  den  genannten  Kreisen  befindlichen  Geradenpaaren,  die  aus  der 
unendlich  fernen  Gerade  und  einer  durch  P  gehenden  bestehen. 

Der  Satz  von  Nr.  216  lehrt  dann: 

Je  nachdem  dies  Paar  der  unendlich  fernen  Punkte  von 
K  imaginär  oder  reell  ist  (Ellipse  oder  Hyperbel),  sind  die 
drei  anderwärts  oskulierenden  Kreise  durch  P  reell  oder 
nur  einer. 

Bei  der  Parabel  haben  sich  zwei  von  den  drei  Kreisen  vereinigt 
in  das  Geradenpaar,  dessen  zweite  Gerade  von  P  nach  dem  unendlich 
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fernen  Berührungspunkte  der  Parabel  geht.  Durch  P  geht  nur  ein 
eigentlicher  die  Parabel  anderwärts  oskulierender  Kreis. 

223  Bei   einer  J,^^  fragen  wir,   wieviele  Elemente  X  es  gibt  von  der 

Art,   daß    die   durch  ein   solches  X  aus  IJ  ausgeschiedene  I^    ,  ein 

'  n  n  n—1 

gemeinsames  Element  X^  für  alle  ihre  Gruppen  hat;  denn  dann  be- 
stimmen diese  beiden  Elemente  X  und  X^  nicht  bloß  eine  Gruppe, 
sondern  eine  ganze  Involution  in  IJ.  Es  genügt,  daß  zwei  von  den 
Gruppen  der  I^_^  ein  gemeinsames  Element  haben;  dann  folgt  es  für 
ihre  übrigen  Gruppen  von  selbst. 

Nehmen  wir  diejenigen,  zu  welchen  die  festen  Elemente  0',  0'' 
gehören.  Dann  lautet  die  Frage:  für  wieviele  Elemente  X  haben  die 
beiden  durch  0'  und  X  und  durch  0"  und  X  bestimmten  Gruppen 
der  IJ  außer  X  noch  ein  gemeinsames  Element  X^j  oder  wie  oft 
kommt  es  vor,  daß  eine  Gruppe  der  durch  0'  ausgeschiedenen  Invo- 
lution I^_^(0')  und  eine  Gruppe  der  durch  0"  ausgeschiedenen 
/^_^(0'')  zwei  Elemente  gemein  haben?  Dabei  ist  jedoch  notwendig, 
daß  diese  beiden  Gruppen,  durch  0',  bzw.  0''  zu  Gruppen  der  IJ 
vervollständigt,  zwei  verschiedene  Gruppen  geben,  so  daß  sie  eben 
geeignet  sind,  eine  Involution  1.  Stufe  festzulegen,  deren  Gruppen 
dann  alle  jene  beiden  Elemente  gemein  haben.  Die  beiden  Involu- 
tionen /'_i(O0  und  ij_i(0")  haben  (Nr.  196)  (n  -  2y  Paare,  von 
denen  jedes  sowohl  zu  einer  Gruppe  der  einen  wie  zu  einer  der 
andern  Involution  gehört.  Aber  auch  die  durch  die  beiden  Elemente 
0',  0"  bestimmte  Gruppe  von  IJ  führt  zu  solchen  Paaren;  denn 
ohne  0'  gehört  sie  zu  /^_^(0'),  ohne  0''  zu  J^_^(0'');  und  ihre 
n  —  2  übrigen  Elemente  liefern  -|-(^^  —  2){n  —  3)  Paare,  welche  ab- 
gezogen werden  müssen;  es  bleiben  daher: 

(n  -  2)2-  -i-(n  -  2)(n  -  3)  =  ^(n  -  l)(n  -  2). 

Eine  IJ(n'^2)  besitzt  \{n  —  l){n  —  2)  neutrale  Paare, 
welche  nicht  eine  einzige  Gruppe,  sondern  eine  Involution 
1.  Stufe  von  Gruppen  bestimmen. 

Weil  die  I"  ,,  welche  aus  einer  IJ  durch  ein  Element  aus- 
geschieden  wird,  ^(n  —  2){n  —  3)  neutrale  Paare  besitzt,  so  hat  die 
IJ  selbst  oü^  neutrale  Tripel,  von  denen  jedes  nicht  bloß  einer 
Gruppe,  sondern  einer  Involution  1.  Stufe  von  Gruppen  angehört;  und 
jedes  Element  gehört  zu  ^-(n  —  2)(n  —  3)  dieser  neutralen  Tripel. 

Folglich  entsteht  eine  involutorische  Korrespondenz 
[(n  —  2)(n  —  3)],  in  der  zwei  demselben  neutralen  Tripel  an- 
gehörige  Elemente  zugeordnet  sind. 

Wenn  N^,  N^,  N^  ein  neutrales  Tripel  bilden,  so  sind  sie  allen 
Gruppen  einer  Involution  1.  Stufe  gemeinsam.     In  einer  durch  iV"^,  N^ 
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gehenden  Gruppe  sei  X  ein  weiteres  Element;  X^K^X  ist  nicht  ein 
neutrales  Tripel,  bestimmt  also  nur  eine  Gruppe  in  IJ^  folglich  ist 
dies  diejenige  der  eben  erwähnten  Involution,  zu  welcher  X  gehört. 
Also  enthält  jede  Gruppe  der  7^^,  zu  welcher  zwei  Elemente  eines 
neutralen  Tripels    gehören,    von    selber   das   dritte  Element   desselben. 

Zwei  Elemente  0\  0"  scheiden  aus  I^^  eine  Involution  7^_2 
aus,  welche,  als  eine  [*^  —  3],  mit  der  involutorischen  Korrespondenz 
[(m  —  2)(w  —  3)]  der  neutralen  Tripel  (n  —  2)(n  —  3)"  Paare  gemein- 
sam hat.  Also  hat  ij_2  (n  —  2)(n  —  Sy  Gruppen,  welche  je  zwei 
Elemente  eines  neutralen  Tripels  der  IJ^  enthalten,  oder,  wenn  wir 
wieder  0',  0"  hinzufügen:  IJ  hat  (n  —  2)(^n  —  3)^  Gruppen,  zu  denen 
O'j  0"  gehören  und  zwei  Elemente  eines  neutralen  Tripels,  also  auch 
das  dritte.  Wir  müssen  davon  aber  diejenigen  abziehen,  bei  denen 
das  dritte  Element  eins  der  beiden  Elemente  0\  0"  ist.  0'  orehört 
zu  ^{n  —  2){n  —  3)  neutralen  Tripeln,  und  in  der  Involution  1.  Stufe 
von  I^^y  deren  Gruppen  eins  dieser  neutralen  Tripel  gemeinsam  haben, 
gibt  es  eine  Gruppe,  zu  deren  weiteren  Elementen  0"  gehört;  ebenso 
umgekehrt.  Also  sind  2  •  ^(w  —  2)(w  — 3)  Gruppen  abzuziehen.  Folg- 
lich bleiben  (n  -  2)  (n  -  3)^  -(n-2)(n-  3)  =  {n-2)  {n  -  3)  (w  -  4) 
Gruppen  von  7„^,  welche  ein  neutrales  Tripel  und  außerhalb  desselben 
noch  0',  0"  enthalten:  aber  weil  das  neutrale  Tripel  aus  jedem  seiner 
drei  Paare  hervorgeht,  ist  diese  Zahl  zu  dritteln.  Es  gibt  daher  in 
^n  iO^  —  2)(n  —  3)(^^  —  4)  Gruppen,  welche  ein  neutrales  Tripel  und 
außerhalb  desselben   0',   0"  enthalten. 

Ebenso  viele  haben  wir  bei  0'  und  X';  in  der  Involution  1.  Stufe, 
die  zu  jedem  dieser  neutralen  Tripel  gehört,  suchen  wir  diejenige 
Gruppe  auf,  welche  0"  enthält,  und  ordnen  ihre  n  —  4  weiteren  Ele- 
mente X"  dem  X'  zu,  so  daß  jedem  X'  '\{n  —  2){n  —  '6){n  —  4)- 
Elemente  X"  entsprechen,  und  ebenso  viele  X'  jedem  X'\  Wir  haben 
in  dieser  Korrespondenz  -§  (>i  —  2)  (w  —  3)  (n  —  4)-  Koinzidenzen  und 
sehen,  daß  so  oft  eine  durch  0'  und  ein  neutrales  Tripel  gehende 
Gruppe  und  eine  durch  0"  und  dasselbe  neutrale  Tripel  gehende 
Gruppe  noch  ein  Element,  die  Koinzidenz,  gemeinsam  haben.  Dazu 
gehören  aber  die  J  (^^  —  2)(w  —  3)(?z  —  4)  Fälle,  wo  eine  Gruppe  ein 
neutrales  Tripel  und  außerhalb  desselben  0',  0"  enthält;  in  einem 
solchen  Falle  sind  die  beiden  Gruppen  nicht  verschieden.  Die  n  —  b 
weitem  Elemente  einer  jeden  solchen  Gruppe  gehören  zu  unsern 
Koinzidenzen.     Folglich  bleiben: 

■2-(w -2){n-  3)(w - 4.y-^{n  -  2)(n  -  3)(w  -  4.){n  -  5) 

=.^^^n-2){n-?>)\n-^) 

Fälle,  wo  die  beiden  Gruppen  verschieden  sind  und  daher  eine  Invo- 
lution 1.  Stufe  bewirken,  deren  sämtlichen  Gruppen  die  Koinzidenz 
noch   gemein   ist.     Diese  gibt  daher  zum   neutralen  Tripel  gefügt  ein 
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neutrales  Quadrupel,  bei  welchem  aber  jedes  der  vier  Elemente  das 
vierte  sein  kann;  so  daß  die  erhaltene  Zahl  durch  4  zu  dividieren 
ist.     Mithin  haben  wir: 

In  einer  I^  (w  >  4)  gibt  es  -^^(n —  2\vi  —  Z)^{n  —  ^  neu- 
trale Quadrupel,  welche  nicht  eine  einzige  Gruppe  bestimmen, 
sondern  einer  Involution  1.  Stufe  von  Gruppen  gemein- 
sam sind. 

In  eine  unikursale  Raumkurve  n*®^  Ordnung  (ohne  vielfache 
Punkte)  schneidet  ein  Ebenenbündel  eine  Involution  1^  ein  und  der 
ganze  Ebenenraum  eine  Involution  1^. 

Wir  entnehmen  den  vorangehenden  Ergebnissen,  daß  an  eine 
unikursale  Raumkurve  w*^^  Ordnung  von  einem  Punkte  3(n  —  2) 
Schmiegungsebenen,  2(w  — 2)(*^  — 3)  Doppelberührungsebenen 
und  -^-(w  —  1)(5^  — 2)  Doppelsekanten  kommen,  daß  durch  jeden 
Punkt  der  Kurve  ^-(w  —  2)(w  —  3)  dreifache  Sekanten  gehen 
und  -^^(^n —  2^{n —  ^Yij^  —  ^  vierfache  Sekanten  vorhanden 
sind,  sowie  4(w  — 3)  vierpunktig  berührende  Ebenen  und 
6(w  —  3)(>^  — 4)  Ebenen,  welche  an  einer  Stelle  drei-,  an 
einer  andern  zweipunktig  berühren.  Die  Koinzidenzen  der 
involutorischeu  Korrespondenz  \(n  —  2)(^  —  3)],  in  der  Schnitte  der- 
selben dreifachen  Sekante  zugeordnet  sind,  beweisen  die  Existenz  von 
2(w  — 2)(w  — 3)  Tangenten  der  Kurve,  welche  sie  nochmals 
treffen. 

§  35.   Das  Problem  der  ebenen  Projektivität  (HomograpMe)^). 

224  Dies   Problem    besteht    darin,    wenn    in    zwei  Ebenen  A  und  ß 

zwei  Gruppen  von  gleich  vielen  und  einander  zugeordneten  Punkten 
gegeben  sind: 

B^B^  .  .  .  J5„, 

korrespondierende  Punkte  A  in,^,  B  in  5  aufzufinden,  durch  welche 
die  Projektivität: 

A{A,,A^,...A:i-i\B{ß„B,,...B;) 

erfüUt  wird.  Weil  durch  drei  Paare  entsprechender  Elemente  die 
Projektivität  erst  festgelegt  wird,  so  beginnt  das  Problem  bei  n  =  4, 
und  es  wird  bei  n  =  7  aufhören. 

Wenn  zwei  Strahlenwürfe,  welche  nach  den  Punkten  A^^  A^^  -^3; ^4 
gehen,  projektiv  sind,  so  liegen  diese  vier  Punkte  und  die  beiden 
Scheitel  auf  einem  Kegelschnitte,  der  durch  jene  und  den  einen 
Scheitel  schon  bestimmt  ist.     Also: 


1)  Math.  Annalen,  Bd.  1,  S.  533. 
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Alle  Punkte  einer  Ebene,  aus  denen  vier  Punkte  der- 
selben durch  einen  Strahlenwurf  projiziert  werden,  der 
einem  gegebenen  Wurfe  TF  projektiv  ist  (oder  ein  gegebenes 
Doppelverhältnis  hat),  erfüllen  einen  bestimmten  durch  die 
vier  Punkte  gehenden  Kegelschnitt. 

Konstruiert  man  z.  B.  im  Büschel  A^  die  Gerade  a^  so,  daß 
Ä^{Ä^,  Ä.2,  Ä^,  a^)  zu  W  projektiv  ist,  so  ist  a^  die  Tangente  dieses 
Kegelschnittes  in  Ä^,  und  er  ist  durch  die  vier  Punkte  und  diese 
Tangente  eindeutig  bestimmt  (Nr.  126);  ist  dann  ag  die  Tangente  in 
^2?  so  ist: 

Ä^XAy  «27  Af  A)  Ä  AiAy  A,  Ay  «J  A  W', 
so  daß  es  crleichscülticr  ist,  in  welchem  der  vier  Punkte  die  Tanorente 
konstruiert  wird. 

Statt  A^  sei  die  Gerade  a^  gegeben,  so  führt  irgend  ein  auf  a^ 
gelegter  Punkt  A^  sofort  zu  einem  Kegelschnitte,  und  für  seinen 
zweiten  Schnitt  A  mit  a^  gilt: 

A{A,,  A„  ^3,  A^)  =  A{A„  ^2,  ^3,  a,)  7\  W. 

Ist  A^'  ein  anderer  Pimkt  von  a^,  so  ist  ja  A(A^j  A2,  A^,  A^') 
^  A(A^,  A2,  A^,  a^'^  der  bei  A^'  sich  ergebende  vom  vorigen  ver- 
schiedene Kegelschnitt  geht  durch  denselben  Punkt  A.  Es  gibt  also 
nur  einen  Punkt  A  auf  a^,  für  welchen: 

^(^1,  J.2,^3,aJ  A  W. 

AVenn  wirklich  für  zwei  verschiedene  Punkte  A.  Ä  auf  a^  gilt: 

A{A^,  A2,  ^3,  aj  A  Ä\A^,  A2,  A^,  aj  A  TT,  ^ 

so  werden  die  beiden  Büschel  A  und  A'  perspektiv  und  A^,  A^,  A^ 
liegen  in  gerader  Linie,  was  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  ist. 

Nehmen  wir  aber  diese  spezielle  Lage  an,  so  zerfällt  der  obige 
Kegelschnitt.  Wird  dann  auf  dieser  Gerade  a^  der  Punkt  A^  kon- 
struiert, für  den  A^A^A^A^  A  W,  so  besteht  der  Kegelschnitt  aus 
den  beiden  Geraden  A^A^  und  «0=  A-^2^37  ^^^  ^i^  Punkte  der 
ersteren  ist  die  Projektivität  unmittelbar  ersichtlich;  für  die  der 
letzteren  wird  sie  nur  durch  Ausartung  erfüllt;  singulare  Elemente 
sind  im  Büschel  eines  Punktes  A  auf  a^  dieser  Strahl,  im  Wurfe  W 
das  vierte  Element. 

Und  wenn  wiederum  A^,  A^,  A^,  a^  gegeben  sind  und  A^,  A2,  A^ 
in  gerader  Linie  liegen,  so  gibt  es,  je  nachdem  a^  nicht  durch  A^^ 
geht  oder  dies  tut,  keinen  der  Projektivität  genügenden  Punkt  auf 
«4,  oder  alle  Punkte  von  a^  genügen. 

Wenn  im  Räume  A^,  A^,  A^,  A^,  Ar,  und  a  gegeben  sind,  so 
gibt  es  einen  Kegel  2.  Grades  durch  A-^(A^,  A2,  ^3,  A^),  dessen 
Kanten  mit  diesen  vier  Kanten  das  Doppelverhältnis  a(A^y  A2J  Aj  ^4) 
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umfassen,  ebenso  einen  durch  A^{A^,A2,  Ä^jÄ-^),  wo  es  a{Ä^  yA<^yA^j  A^ 
ist.     Der  Schnitt  beider,    außer  A^A^y   ist  die  kubische   Raumkurve 
durch  ^1,  .  .  .  J.5.  welche  a  zur  Doppelsekante  hat  (Nr.  206). 
225  Es  seien  nun  zwei  vierpunktige  Gruppen: 

in  ^  und  B  gegeben;  mit  (r*  bezeichnen  wir  die  beiden  Gruppen 
zusammen,  mit  G^{A)y  G^(B)  die  beiden  einzelnen.  Jeder  Punkt  B 
etwa  in  B  scheidet  aus  dem  Kegelschnitt-Büschel  G^(B)  einen 
Kegelschnitt  Wy  dessen  Tangente  in  B^  h^  sei-,  man  konstruiert 
dann  a^  durch  J.^,  so  daß: 

A^(A,,A^y  A^y  a^)  A  B^{B^y  B^y  B„  h^y, 

und  «4  als  Tangente  in  A^  bestimmt  einen  Kegelschnitt  51^  im 
Büschel  G^{A)y  den  wir  den  analogen  zu  jenem  nennen 
wollen;  seine  Punkte  korrespondieren  dem  B  und  allen 
Punkten  von  33^  in  bezug  auf  (r*;  denn  ist  A  irgend  ein  Punkt 
von  Wy  B  irgend  ein  Punkt  von  33^,  so  ist: 

A(A„  A,y  A,y  A^)  7\  A^(A,y  A,y  A,y  aj  A  -^4(^1;  ^2y  ^a;  \) 

A       B(B,y        B,y       B,y        B,). 

Die  Tangenten  a^  und  64  in  den  Büscheln  A^y  B^  bewegen  sich 
projektiv;  folglich  sind  auch  die  Kegelschnitt-Büschel  projektiv  mit 
analogen  Kegelschnitten  als  entsprechenden. 

Gleichnamige  Geradenpaare  sind  auch  analog,  z.  B. 
{A^A^y  A^A^  und  (ß^B^y  B^B^-^  liegt  A  auf  A^A^y  B  auf  B^B^y 
so  handelt  es  sich  nur  um  drei  Paare  entsprechender  Strahlen,  welche 
ja  erst  die  Projektivität  festlegen;  liegt  aber  A  auf  A^A^y  B  auf 
B^B^y  so  besteht  ausgeartete  Projektivität:  singulare  Strahlen  sind 
AA^A^  und  BB^B^. 

Oder  auch,  zu  jedem  Paare  analoger  Kegelschnitte  gehört  ein  ge- 
wisses Doppelverhältnis,  bei  den  drei  Paaren  analoger  Geradenpaare 
ist  dies  1,  0,  00. 

Sind  die  beiden  Ebenen  A  und  B  identisch,  so  entsteht  durch 
die  Schnittpunkte  analoger  Kegelschnitte  eine  Kurve  4.  Ordnung 
(Nr.  169)  als  Ort  der  Punkte  C,  welche  nach  G\Ä)  und  G\B)  pro- 
jektive Würfe  senden.  Sie  geht  durch  die  acht  Punkte  (r^,  als  Grund- 
punkte der  erzeugenden  Kegelschnitt -Büschel,  und  durch  die  3  •  4 
Schnittpunkte  analoger  Geradenpaare. 

Haben  die  beiden  Gruppen  einen  Punkt  gemeinsam,  so  wird 
dieser,  als  gemeinsamer  Grundpunkt,  Doppelpunkt  der  Kurve  4.  Ord- 
nung (Nr.  171). 
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Nehmen  wir  aber  an,  daß  es  zwei  solche  sich  deckende  Punkte 
gebe,  und  zwar  folgender  Art: 

SO  daß  im  Grunde  niu'  drei  Paare  zugeordneter  Punkte  vorliegen: 

A^,  B.^  werden  also  Doppelpunkte  der  Kurve  4.  Ordnung.  Die  Ver- 
bindungslinie gehört  ganz  dieser  Kurve  an;  denn  alle  ihre  Punkte 
sind  den  beiden  analogen  Geradenpaaren  (Ä^Ä2y  Ä^Ä^)  und  {B^B^,B^B^ 
oder  (Ä^Ä^,  ^3-^3);  {B^B^y  ^3^3)  gemeinsam.  Es  bleibt  eine  Kurve 
3.  Ordnung  übrig,  welche  noch  durch  A^j  B^  geht,  sowie  auch  durch 
die  vier  andern  Punkte.     Für  einen  Punkt  C  auf  der  Gerade  gilt: 

C{A„  A,  A,B,)  A  C{B„  B„  B,Ä,); 

es  handelt  sich  um  drei  Strahlenpaare  und  CA^B^  ist  Koinzidenz- 
strahl. Für  einen  G  aber  auf  der  Kurve  3.  Ordnung  sind  GA^  und 
GB^  nicht  identisch  und  diese  beiden  verschiedenen  Strahlen  ent- 
sprechen sich  in: 

C{A„  A„  A,,  B,)  Ä  CiB„  B„  B„  A,) 

involutorisch,  und  daher  tun  es  auch  GA^  und  GB^^  GA.2  und  GB.^^ 
oder  kurz:  jeder  Punkt  G  der  Kurve  3.  Ordnung  projiziert  die  drei 
Punktepaare  A^B^j  ^2-^2?  ^3^3  durch  drei  Strahleupaare  in  Involution. 

Der  Ort  derjenigen  Punkte,  aus  denen  drei  Punktepaare 
einer  Ebene  durch  drei  Strahlenpaare  in  Involution  proji- 
ziert werden,  ist  eine  Kurve  3.  Ordnung^). 

Wir  wissen  schon,  daß  die  sechs  Punkte  auf  ihr  liegen;  das 
folgt  aber  auch  daraus,  daß  für  jeden  dieser  Punkte  der  eine  Strahl 
unbestimmt  wird  und  entsprechend  der  Involution  konstruiert  werden 
kann.  Z.  B.  bei  A^  haben  wir  als  A^A^  denjenigen  Strahl  zu  nehmen, 
welcher  dem  A^B^  in  der  Involution  A^^A^,  B,2\  A^,  B^  gepaart  ist. 
Nähert  sich  der  Punkt  G  auf  der  Kurve  dem  A^^  so  geht  der  nach  A^ 
gehende  Strahl  in  diesen  sechsten  Strahl  in  Involution  über;  und 
derselbe  wird  die  Tangente  der  Kurve  in  ^4^;  so  daß  in  den  sechs 
Punkten  leicht  die  Tangenten  konstruiert  werden  können. 

Aber  auch  Punkte,  wie  {A^A^,  ^1-^2)  ^^^^  (A-^2?  ^1^2)  gehören 
zur  Kurve;  bei  ihnen  handelt  es  sich  nur  um  zwei  Strahlenpaare,  die 
ja  die  Involution  erst  bestimmen.  Der  erstere  ist  Schnittpunkt  analoger 
Geradenpaare;  aber  auch  den  zweiten  kann  man  so  auffassen,  da  jetzt 
z.  B.  A^j  B2  gleichartig  auftreten  und  auch  A^  zur  zweiten,  JB^  zur 
ersten  Gruppe  gerechnet  werden  kann. 

Läßt  man  zwei  gepaarte  Punkte,  wie  A^  und  B^^  sich  vereinigen, 
so   wird   dieser  Punkt  Doppelpunkt   der   Kurve    3.  Ordnung  und   der 

1)  Cayley,  Liouvilles  Journal,  Bd.  9^ ,  S.  285;  Math.  Papers,  Bd.  1,  S.  184. 
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Strahl  nach  ihm  in  dem  Büschel  um  einen  Punkt  der  Kurve  der 
eine  Doppelstrahl  der  Involution;  nähert  man  sich  dem  Punkte  A^ 
auf  dem  einen  oder  andern  Aste^  so  ergeben  sich  die  beiden  Doppel- 
strahlen von  Ä^{Ä2,  B.^]  A^,  1^3)  als  die  Tangenten  des  Doppelpunktes. 
22Q  Es  seien  zwei  fünfpunktige  Gruppen  gegeben: 

Wir   bezeichnen    die   vierpunktigen   Gruppen,    die   durch  Weglassung 
von  A^^  B.  sich  ergeben,  mit  G,^. 

Jetzt  korrespondiert  jedem  Punkt  B  der  einen  Ebene 
ein  Punkt  J-  in  der  andern.  Jener  bestimmt  je  einen  Kegelschnitt 
33^,  33'^  in  den  Büscheln  Gt.{B)  und  G,^.(B),  denen  dann  die  Kegel- 
schnitte Wy  W^  aus  G,t^.(A)  und  Gf^JA)  analog  sind.  Der  vierte 
Schnitt  A  derselben  außer  A^,  A^,  A^  ist  der  korrespondierende. 
Denn  es  bestehen  die  Projektivitäten: 

A{A„  Ä,,  A„  A,)  7\  B{B„  B„  B„  B,), 
A{A„  A„  A„  A,)  T\  B(B„  B„  B„  B,)- 

sie  stimmen  in  drei  Paaren  entsprechender  Strahlen  überein  und  sind 
deshalb  identisch;  daher  gilt: 

A{A„  A„  A„  A„  A,)  T\  B{B„  B„  B„  B„  B,). 

Bei  A^  z.  B.  gilt  dieser  Schluß  nicht,  weil  die  Tangenten  in  A^ 
an  %^j  W^y  welche  in  den  beiden  Fällen  als  Strahlen  A^A^  gelten, 
verschieden  sind. 

Dieser  Punkt  A  ist  als  vierter  Schnittpunkt  zweier  durch  Punkte 
hinreichend  bestimmter  Kegelschnitte,  neben  drei  bekannten,  linear 
konstruierbar ^).  Einfacher  erhält  man  ihn  so:  In  dem  Büschel  A^y 
wo  a^ so  konstruiert  ist,  daß  A^(A^y  A^,A^y  aj  A  B{B^,  B^,  B.^,  B^,  also 
die  Tangente  von  %^  ist,  die  diesen  Kegelschnitt  vollständig  bestimmt, 
konstruiere  man  den  Strahl,  welcher  in  dieser  Projektivität  dem  BB^ 
entspricht,  schneide  ihn  (Nr.  126)  zum  zweiten  Male  mit  W  in  A^\ 
wodurch  die  krumme  Punktreihe  A^A^A^Aj^A'^  auf  51^  zum  Büschel 
B{B^j .  .  .  ^5)  projektiv  wird;  darauf  schneide  man  A^Ar^'  zum  zweiten 
Male  mit  5P  in  A]  das  ist  der  gesuchte  Punkt. 

Die  Ermittelung  des  Punktes  A,  der  einem  gegebenen 
B  in  bezug  auf  G^  korrespondiert,  ist  das  erste  wichtige 
Ziel  in  unserm  Problem. 


1)  Schröter,  Journ.  f.  Math.,  Bd.  62,  S.  45.  §4,  Zeitschr.  f.  Math.,  Jahrg.  35, 
S.  59;  Steiner-Schröters  Vorlesungen,  3.  Aufl.,  Anhang  Aufg.  13;  Cremona, 
Einleitung  in  eine  geometrische  Theorie  der  ebenen  Kurven,  Nr.  62,  64. 
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Wenn  im  Räume  Ä^,Ä2,A.^,Ä^,Är,  und  h  gegeben  sind,  so  gibt 
es  in  dem  Bündel   0  einen  Strahl  c,  so  beschaffen,  daß 

c{A,,...A,)7\b{Ä„...Ä,y, 

er  ist  die  Doppelsekante  aus  0  an  die  einzige  kubische  Raumkurve, 
welche  durch  A^,  .  .  .  A^^  geht  und  h  zweimal  trifft  (Nr.  206). 

Dies  Ergebnis  möge  für  einige  interessante  Sätze  und  Aufgaben  227 
verwertet  werden. 

Wenn  für  eine  ebene  Kurve  o.  Ordnunoj  9  Punkte  oregeben  sind, 
so  sei  durch  4  von   ihnen   ein  Büschel  B  von  Keorelschnitten    sreleoft. 

o  OD 

Wir  nehmen  aus  ihm  diejenigen  5,  welche  durch  die  5  übrigen  Punkte 
Pj, .  .  .  P5  bzw.  gehen,  und  konstruieren  den  Punkt  G,  für  welchen 
G[Pi,  P^j  P3,  P4;  P5)  projektiv  ist  zu  dem  Büschel  der  Tangenten 
an  jene  5  Kegelschnitte  in  einem  der  Grundpunkte  von  B  und  daher 
auch  zu  dem  Büschel  der  5  Kegelschnitte  selbst.  In  G  hat  man 
den  Scheitel  des  Strahlenbüschels,  der  in  projektiver  Beziehung  zu 
dem  Kegelschnitt-Büschel  B  die  Kurve  3.  Ordnung  durch  die  9  Punkte 
erzeugt  (Nr.  169).  Dieser  Punkt  G  wird  auf  der  Kurve  der  Gegen- 
punkt zu  den  4  Punkten  genannt,  die  als  Grundpunkte  von  B  ge- 
nommen sind^). 

Es  seien  bloß  8  Punkte  gegeben;  wir  lassen  P-  fallen:  dann 
durchläuft  G,  nach  dem  Vorangehenden,  einen  Kegelschnitt  K,  der 
durch  die  vier  Punkte  P^^  P^,  P^,  P4  gebt;  und  jeder  Punkt  G 
desselben  führt  zu  einer  Kurve  3.  Ordnung  durch  die  8  Punkte.  Es 
sei  H  der  sechste  Schnitt  einer  dieser  Kurven  mit  K,  außer  P^, . . .  P^ 
und  dem  G,  so  schneiden  sich  in  ihm  ein  Kegelschnitt  von  B  und 
der  entsprechende  Strahl  von  G;  wird  aber  G  auf  K  bewegt,  so 
bleibt  G{P^,  .  .  .  P^,  H)  zu  sich  projektiv,  d.  h.  jener  Kegelschnitt 
trifft  sich  in  H  mit  dem  entsprechenden  Strahle  aus  jedem  der 
Büschel  (t;  folglich  liegt  H  auf  allen  Kurven  3.  Ordnung, 
welche  durch  die  8  Punkte  gehen,  und  ist  der  sogenannte 
assoziierte  neunte  Punkt  zu  den  achten,  der  durch  sie  ein- 
deutig bestimmt  ist  und  mit  ihnen  die  volle  Gruppe  der 
Grundpunkte  eines  Kurvenbüschels  3.  Ordnung  bildet. 

Die  Gegenpunkte  zu  vier  von  den  neun  Grundpunkten 
eines  Büschels  3.  Ordnung  auf  den  verschiedenen  Kurven 
desselben  erfüllen  den  Kegelschnitt  durch  die  fünf  übrigen. 

Nimmt  man  aus  den  8  gegebenen  Grundpunkten  zwei  Gruppen 
von  4  Punkten  mit  drei  gemeinsamen  Punkten,  konstruiert  jedesmal 
den  Kegelschnitt  der  Gegenpunkte,  so  gehen  diese  beiden  Kegel- 
schnitte bzw.  durch  die  beiden  Gruppen  der  weiteren  Punkte,  die  auch 
drei  Punkte  gemeinsam  haben,  und  für  jeden  gewinnt  man  einen  fünften 


1)  Cremona,  a.  a.  0.,  Nr.  66. 
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Punkt,  indem  man  für  irgend  eine  Kurve  des  Büschels,  die  durcli  einen 
beliebigen  neunten  Punkt  bestimmt  ist,  den  einen  und  den  andern  Gegen- 
punkt konstruiert,  was  ja  linear  geschehen  kann.  Darauf  hat  man 
für  diese  beiden  Kegelschnitte  den  vierten  gemeinsamen  Punkt  her- 
zustellen, und  man  hat  so  —  linear,  wie  es  ja  notwendig  ist  — 
den  neunten  assoziierten  Punkt  konstruiert. 

Zerteilen  wir  aber  die  8  Punkte  in  zwei  sich  ergänzende  Gruppen: 

■^17  -'^2^  -^35  -^47        -^^5?  ^6  7  -^7;  ^8  7 

so  seien  K  und  K'  die  Orter  der  Gegenpunkte  G,  G'-^  K  geht  durch 
-P57  ^6?  -P7;  ^87  A;  ^'  durch  Pi,  Pg,  P3,  P4,  Pc,,  wo  Pg  der  noch  un- 
bekannte neunte  assoziierte  Punkt  ist.  Außer  ihm  haben  K  und  K' 
noch  die  drei  Punkte  P,  S,  T  gemein.  Auf  diesen  Kegelschnitten 
bewegen  sich  G  und  G'  projektiv.  Denn  G  bestimmt  eindeutig 
die  Kurve  G^  des  Büschels,  für  welche  er  Gegenpunkt  von  P^, .  .  .  P^^ 
ist,  diese  eindeutig  den  Gegenpunkt  G'  zu  P^,  .  .  .  P^  auf  ihr.  Kommt 
G  nach  P,  so  ist  für  die  zugehörige  Kurve  C^  dieser  Punkt  der 
sechste  Schnitt  mit  K,  außer  den  fünf  Grundpunkten  auf  K-^  als  Punkt 
von  K'  ist  er  dann  auch  sechster  Schnitt  dieses  Kegelschnitts  mit 
der  nämlichen  C^,  also  der  G  entsprechende  G\  In  den  drei  gemein- 
samen Punkten  P,  S,  T  vereinigen  sich  daher  entsprechende  Punkte 
der  projektiven  Punktreihen  der  G  und  G'  auf  K  und  K\ 

Daher  dreht  sich  (Nr.  166)  die  Verbindungslinie  entsprechender 
Punkte  G,  G'  um  den  vierten  Schnittpunkt  P9,  und  wir  erhalten 
folgende  lineare  Konstruktion  des  neunten  assoziierten  Punktes  P9  zu 
acht  gegebenen  Pj^,  .  .  .  Pg. 

Man  konstruiere  für  irgend  eine  Kurve  C^  des  Büschels  (P^ , . . .  Pj^), 
die  etwa  durch  P  vollständig  bestimmt  sei,  die  Gegenpunkte  G,  G' 
zu  den  komplementären  Gruppen  P^y  P^,  P^,  P^-^  P^y  P^,  Pr^,  P^y  und 
für  eine  dieser  Gruppen,  etwa  die  erste,  den  Ort  der  Gegenpunkte, 
also  den  Kegelschnitt  (P5  Pg  P7  Pg  (r) ;  der  zweite  Schnitt  desselben  mit 
GG'  ist  P9. 

Man  kann  ein  zweites  Paar  G^y  G^'  konstruieren  für  eine  zweite 
Kurve  des  Büschels  oder  für  eine  andere  derartige  Zerteilung;  es  ist 
dann  (GG'y  G,G,')=  P,. 

Der  Gegenpunkt  G,  auf  einer  Kurve  3.  Ordnung  C^,  zu  vier 
Punkten  derselben  A,  B,  Cy  D  ist  der  Konvergenzpunkt  aller  der 
Sehnen,  welche  die  weiteren  Schnitte  Ey  F  der  durch  Ay  By  Cy  D 
gehenden  Keojelschnitte  verbinden.  Sei  zunächst  eine  solche  Sehne 
EFy  vom  Kegelschnitte  C^  herrührend,  gezogen  und  G  ihr  dritter 
Schnitt;  liefert  dann  ein  zweiter  Kegelschnitt  C^^  des  Büschels  die 
Sehne  E^F^,  so  sind  die  9  Punkte  Ay  B,  C,  Dy  Ey  Fy  E^y  F^y  G  die 
Schnitte  der  beiden  Kurven  3.  Ordnung  C^  und  (C^^,  EFG)y  also 
neun  assoziierte  Punkte;   daher  geht  (C^,  E^F^y  welche  durch  die   8 
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ersten  geht,  auch  durch  den  neunten  (r;  d.  h.  jE'ii^i  geht  durch  G 
und  ebenso  jede  weitere  derartige  Sehne. 

Ingleichen  führen  vier  Punkte  Ä,  B,  C,  G  auf  C^  zu 
einem  Punkte  D  der  Kurve,  so  daß  G  der  Gegenpunkt  zu 
Äj  B,  Cy  D  ist,  oder  daß,  wenn  E,  F  die  weiteren  Schnitte 
eines  Strahls  durch  G  sind,  alle  Kegelschnitte  ABCEF 
die  C^  in  demselben  vierten  Punkte  D  treffen.  Wenn  E,  F- 
E^y  F-^  zu  zwei  Strahlen  durch  G  gehören  und  C^,  C^^  die  Kegelschnitte 
ABC{EF,  E^F^  sind,  so  sei  D  der  sechste  Schnitt  des  ersten;  dann 
sind  die  9  Punkte  A,  .  .  ,  G  assoziiert  als  Schnittpunkte  von  C^  und 
(G^,GE,Fi)',  folglich  geht  (Q^,  GEF),  die  durch  8  von  ihnen  geht, 
auch  durch  den  neunten  D,  d.  h.  C^^  tut  es.  Oder,  wenn  D  der 
sechste  Schnitt  des  Kegelschnitts  durch  A,  B,  C  und  ein  Paar  E^  F 
ist,  so  ist  der  dritte  Schnitt  G  von  EF  schon  als  Gegenpunkt 
on  Ay  Bf  C,  D  charakterisiert;  E^  und  F^  liegen  auf  demselben  Kegel- 
schnitt durch  Ay  B,  C,  D,  oder  der  Kegelschnitt  ABCE^F^  geht  durch  D. 

Aus  der  Fundamentaleigenschaft  von  9  assoziierten  Punkten 
folgt,  daß,  wenn  3  von  ihnen  in  gerader  Linie  liegen,  die  6 
übrigen  einem  Kegelschnitte  angehören,  denn  jene  Gerade  und 
der  Kegelschnitt  durch  5  von  den  Punkten  bilden  eine  Kurve  3.  Ord- 
nung, welche  durch  8  von  den  9  Punkten  geht;  und  umgekehrt, 
wenn  6  der  9  assoziierten  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen,  so  sind  die  3  übrigen  in  gerader  Linie  gelegen. 

In  bezusj  auf  228 

B^B^B^B^Br, 

sind  die  korrespondierenden  Punkte  A  und  B  eindeutig 
einander  zugeordnet,  und  wir  gewinnen  so  schon  ein  Beispiel  der 
eindeutigen  oder  Cremonaschen  Verwandtschaften,  welche  uns 
später  beschäftigen  soUen. 

Das  eindeutige  Entsprechen  hat  Ausnahmen.  Zu  ihnen 
gehören  zunächst  die  10  Punkte  von  (r^,  dem  B^  z.  B.  entspricht, 
weil  B^B^  unbestimmt  wird,  in  bezug  auf  G'^  der  ganze  Kegelschnitt  A^^ 
durch  A2fA^j  A^,  A-^,  welcher  dem  B^  in  bezug  auf  G^d  korrespon- 
diert, für  dessen  sämtliche  Punkte  A  also  gilt: 

AiA„  A„  A„  A-:)  7\  B,(B„  B„  B„  B,). 

Der  analoge  zu  ihm  in  bezug  auf  (rfi)  ist  der  Kegelschnitt 

also  durch  die  G'^(B),  den  wir  B^^  nennen  wollen.  Und  all- 
gemein korrespondiert  dem  B^  der  Kegelschnitt,  der  in  be- 
zug auf  (r/  diesem  Kegelschnitt  Bq^   analog  ist,    und   ebenso 

23* 
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dem  Ä,.  derjenige,  welcher  zu  A^^  =  {A^A^^A^Ä^A-^  in  bezug 
auf  (r/  analog  ist. 

Man  kann  z.  B.  den  A^  auch  dadurch  erhalten-  daß  man  sich 
dem  B^  auf  allen  Strahlen  durch  ihn  nähert.  Man  ordnet  einander  die 
Kegelschnitte  durch  G%){B)  und  Gf4){JBl)  zu,  welche  denselben  Strahl 
in  JB^  tangieren;  dadurch  werden  diese  Büschel  projektiv  und  die  der 
analogen  Kegelschnitte  werden  es  auch,  so  daß  sich  eine  Kurve 
4  Ordnung  ergiebt,  auf  welcher  A^,  A^,  A^,  die  gemeinsamen  Grund- 
punkte, doppelt,  A^,  Ar,  einfach  sind,  aber  es  lösen  sich  A^{A2y  A^) 
ab,  so  daß  ein  Kegelschnitt  bleibt,  der  durch  A^,  A.,  A^,  A^  geht. 

Man  konstruiere  ferner  den  Punkt  Aq,  der  irgend  einem  Punkte 
J3  von  Bq^  in  bezug  auf  (r^  korrespondiert,  so  ersieht  man  sofort, 
daß  er  jedem  Punkt  von  Bq^  korrespondiert,  weil  ja  die  Büschel  aus 
allen  Punkten  von  Bq^  nach  G^(B)  projektiv  sind.  Daher  korre- 
spondiert dem  Aq  der  ganze  Kegelschnitt  Bq^. 

Also  ist: 

A,{A^,  A„  ^3,  A„  A,)  A  B(B,,  B,,  B„  B„  Bj 

wo  B  jeder  beliebige  Punkt  von  B^^  ist. 

Da  Bj^  auch  diesem  Kegelschnitt  angehört,  so  ist 

A,(A„  ^3,  A^,  A,)  Ä  B, (B,,  B,,  B^,  B,)-, 

woraus   folgt,   daß   Aq  auf  A^^   liegt.      Und   ebenso   liegt   er   auf 

In  derselben  Weise  entspricht  allen  Punkten  von  Aq- 
ein  Punkt  jB^,  der  auf  allen  B.^  liegt. 

Die  lineare  Konstruktion  von  A^  ist  nach  Nr.  226  die 
folgende: 

Man  konstruiere  an  B^^  =  {B^ .  .  .  B^)  in  B^  die  Tangente  h^, 
darauf  durch  A^  die  Strahlen  a^,  %',  für  welche: 

A{A,  A,  Ay  »4;  »öO  A  B^{B^,  B,,  B,,  h^,  B,), 

schneide  «5'  zum  zweiten  Male  mit  dem  Kegelschnitte,  der  durch 
A^,  A.2,  A^^  A^  geht  und  in  A^  die  «^  berührt,  in  A^'  und  nun  den- 
selben Kegelschnitt  zum  zweiten  Male  mit  A^Ar,'  in  Aq.  Dieser 
Kegelschnitt  ist  der  zu  Bq^  in  bezug  auf  Gf^)  analoge,  also  A^'^. 

Auf  diesen  analogen  Kegelschnitten  ^5^  und  Bq^  sind  die  Punkt- 
reihen A^A^A^A^Ar^  und  B^B^B^B^B^  projektiv;  wir  können  ebenso 
auf  A^y.  .  .  A^  die  Punkte  J./, .  .  .  AI  entsprechend  konstruieren;  die 
Verbindungslinien  A^A^\.  .  .  Ar,ArJ  laufen  in  Aq  zusammen. 

Wir  nennen  die  so  beschaffenen  12  Punkte 

A^j     A^j     A^y     A^y     Ar^y     Aq 

die  Hauptpunkte  der  eindeutigen  Verwandschaft  und  die  ihnen 
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korrespondierenden  Kegelschnitte  die  Hauptkurven.  Jede  Haupt- 
kurve geht  durch  5  Hauptpunkte  ihrer  Ebene,  diejenigen,  welche  den 
Zeiger,  den  sie  und  der  korrespondierende  Hauptpunkt  hat,  nicht 
tragen. 

Das  sechste  Paar  Aq,  Bq  von  Hauptpunkten  hängt  von 
den  fünf  gegebenen  ab,  und  wird,  weil  es  aus  ihnen  linear 
konstruiert  werden  kann,  das  linear  abhängige  Paar  geöannt; 
man  nennt  auch  alle  sechs  Punktepaare  sechs  linear  abhängige^). 
Es  wird  sich  noch  herausstellen ,  daß  jedes  von  ihnen  das  sechste 
sein  kann,  wie  das  ja  schon  aus  der  Gleichartigkeit  des  Verhaltens 
der  Hauptpunkte  zu  den  Hauptkurven  in  jeder  Ebene  zu  vermuten  ist. 

Am  einfachsten  werden  Äq^  Bq  vielleicht  durch  Projektivitäten 
folgender  Art  definiert: 

A,  (A,  Ä„  A„  Ä,)  7\  B,{B„  B„  B„  B,), 

A,{Ä„  A„  A„  A,)  Ä  B,{B„  B„  B„  B,); 

A,(A„  A„  A„  A,)  7\  B,{B„  B„  B„  B,), 

A,{A„  A„  A„  A.J  A  B,{B„  B„  B,,  B,). 

Erwähnen  wir  zwei  spezielle  Fälle. 

Bilden  Ä^,  .  .  .  Ä^^-^  B^,  .  .  .  Br^  projektive  Punktreihen  auf  J^^,  B^^, 
so  fallen  alle  fünf  Kegelschnitte  A^  in  A^^,  alle  fünf  5-^  in  B^^  zu- 
samen,  und  Äq,  Bq  sind  zwei  beliebige  Punkte  auf  diesen  Kurven. 

Aber  andererseits  sind  ersichtlich  auch  jede  zwei  Punkte  von 
Aq^  und  ^0^  korrespondierende  Punkte  A,  B. 

Ferner,  wenn  zwei  vollständige  Vierseite  ajag^^i?  ^1^2  ^3  ^4  ^^^' 
liegen  und  die  Punkte  A^,  .  .  .  A.^-^  B^,  .  .  .  B-^  in  die  Ecken 

«2«3?  ^3%?  ^i«2^  «i<^47  Vh'i      \hj  hhy  hWy  hhy  h\ 

gelegt  sind,  so  sind  die  sechsten  Ecken  o^aj^,  h^h^  die  Punkte  Aq^  Bq\ 
es  genügt  der  Beweis  für  \h.2.  Der  Kegelschnitt  A^  ist  das  Ge- 
radenpaar «^«2  ^^^^  is*  ^  irgend  ein  Punkt  auf  a^  oder  a^?  so  besteht 
die  ausgeartete  Projektivität: 

^(^„^„.43,  ^,,^5)  Ä  \\{B„B,,B„B„B.:) 

mit  a^  und  h^  oder  a^  und  \  als  singulären  Strahlen. 

Sehen  wir  nun  zu,  von  welchem  Grade  diese  eindeutige  Verwandt-  229 
Schaft  der  in  bezug  auf  G^  korrespondierenden  Punkte  A  und  B  ist. 
Wenn  B  sich  auf  einer  Gerade  h  bewegt,  so  kommen  die  Kegel- 
schnitte 35^  und  33'-  der  Büschel  G%{B)  und  Gt,){B),  die  je  durch  B 
gehen,  in  eine  Korrespondenz  \2,2']-^  denn  jeder  W  schneidet  h  in  zwei 
Punkten,  durch  welche  die  entsprechenden  SS'^  gehen.  Wegen  der 
Projektivität  der  analogen  Kegelschnitte  51^  und  W,  51'^  tmd  33'^  über- 

1)  Rosanes,  Journal  f.  Math.,  Bd.  88,  S.  241  und  Bd.  90,  S.  303. 
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trägt  sich  diese  Korrespondenz  in  eine  gleichartige  zwischen  51^ 
und  W^,  und  durch  diese  entsteht,  weil  die  entsprechenden  Kegel- 
schnitte auf  einer  Gerade  eine  Korrespondenz  [4,  4]  hervorrufen,  eine 
Kurve  8.  Ordnung,  zu  der  jedoch  die  3  Geraden  A^Ä^,  Ä^Ä^,  A^A^ 
gehören;  denn  z.B.  der  Punkt  (b,  B^B^)  führt  zu  den  Geradenpaaren 
(B^B^fB^B^)  und  (B^B^,  B^B^)  und  den  analogen  {A^A^^  A^AJ, 
(A^A^^  A^A^)'^  also  gehört  A^A^  zum  Erzeugnis  der  ^^  und  51'^; 
obwohl  nun  für  A  auf  A^A^,  B  auf  B^B^  gilt: 

A{A,,A^,A,,A,)T\B{B,,B,,B„B,), 
A{A,,A^,A„A,)7\B{B,,B,,B„B,l 

so  kann  doch,  weil  AA^  =  AA^j  BB^^  BB^,  nicht  auf: 

A{A,,  A„  A„  A„  A,)  7\  S(B,rB„  B,,  B,,  B,) 

geschlossen  werden;  wohl  aber  ist  das  der  Fall  für  die  Punkte  A 
der  restierenden  Kurve  5.  Ordnung  und  die  korrespondierenden  B 
auf  &.     Also: 

Einer  Gerade  der  einen  Ebene,  etwa  h  in  B,  korrespon- 
diert eine  Kurve  5.  Ordnung  a^  in  der  andern  A. 

Demnach  ist  die  Verwandtschaft  5.  Grades. 

Da  die  Gerade  die  6  Hauptkurven  in  B  je  zweimal  schneidet, 
geht  oI"  durch  jeden  der  6  Hauptpunkte  A^j .  .  .  ^5,  Aq  zwei- 
mal und  erhält  durch  diese  6  Doppelpunkte  das  Geschlecht  0, 
wie  dies  wegen  des  eindeutigen  Entsprechens  der  Punkte  von  h  und 
a"  notwendig  ist  (Nr.  163). 

Geht  h  durch  einen  Hauptpunkt,  etwa  B^^  so  bleibt,  nach  Ab- 
lösung der  diesem  entsprechenden  Hauptkurve,  eine  Kurve  3.  Ord- 
nung übrig,  welche  nur  noch  durch  A^  doppelt  geht,  durch  die 
übrigen  Hauptpunkte,  welche  auf  jener  Hauptkurve  liegen,  nur  noch 
einmal;  der  eioe  Doppelpunkt  giebt  ihr  das  Geschlecht  0. 

Geht  b  durch  zwei  Hauptpunkte,  A^^  A^,  so  korrespondiert  ihr 
eine  Gerade,  die  B^B^. 

Einer  Kurve  n^^^  Ordnung  in  B  korrespondiert  in  A  eine 
Kurve  5^*®^  Ordnung,  weil  die  Kurve  5.  Ordnung,  die  einer  Ge- 
rade in  A  entspricht,  der  Kurve  n^^^  Ordnung  Öw-mal  begegnet. 
Die  Kurve  5*®^  Ordnung  in  B,  die  einer  Gerade  a  von  A  korrespon- 
diert, muß  demnach  eine  korrespondierende  Kurve  25.  Ordnung  haben, 
welche  aus  der  Gerade  a  und  sechs  doppelt  zu  rechnenden  Kegel- 
schnitten besteht;  und  einem  Hauptkegelschnitt  entspricht  eine  Kurve 
10.  Ordnung,  welche  aus  den  fünf  Hauptkurven  besteht,  die  den  auf 
ihm  gelegenen  Hauptpunkten  korrespondieren. 

Insbesondere  wichtig  ist,  daß  einer  Kurve  3.  Ordnung  ß^  der 
einen    Ebene,    welche    durch    die    6    Hauptpunkte    derselben 
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geht,  in  der  andern   eine   ebenso   beschaffene   Kurve  3.  Ord- 
nung a^  entspricht^). 

Betrachten  wir  wiederum  einige  spezielle  Fälle.  Wenn  A^,  A^-^  230 
B^,  B-^  die  absoluten  Punkte  der  beiden  Ebenen  sind,  so  sind  solche 
Punkte  A  und  B  korrespondierend,  für  welche  die  Winkel  A(A^^,  A^^ 
A{A^,  A^)  den  Winkeln  B{By  B^),  B^B^y  B.^)  gleich  sind  (Pothenot- 
sche  Aufgabe  in  der  Geodäsie).  Es  sei  in  jede  der  beiden  Ebenen 
ein  positiver  Drehsinn  gelegt;  dann  erhält  jeder  der  absoluten  Punkte, 
vermittelst  der  darstellenden  absoluten  Involution,  einen  Sinn  (Nr.  78); 
es  mögen  dann  A^  und  B^,  A-^  und  B-^  denselben  Sinn  haben,  also 
haben  auch  die  gleichen  Büschel  A  und  B  gleichen  Sinn,  insbesondere 
die  obigen  W^inkel;  die  Kreise  durch  A^,  A^-^  A^,  A^,  als  deren 
zweiter  Schnitt  A  sich  ergibt,  und  aus  deren  Punkten  A^A^,  A^A^ 
unter  den  Winkeln  B^BB^,  B^BB^  gesehen  werden,  müssen  so  gelegt 
werden,  daß  auch  der  Sinn  stimmt.  Ist  dann  A  zu  B  bestimmt,  so 
kann  man  die  gleichen  Büschel  A  und  B  mit  den  entsprechenden 
Strahlen  in  zwei  Weisen  (von  denen  die  eine  durch  die  Drehung  um 
180^  aus  der  anderen  hervorgeht)  aufeinander  legen;  die  Dreiecke 
A^A^A^,  B^B^B.^  sind  dadurch  in  Perspektive  Lage  gebracht.  Ändert 
man  in  der  einen  Ebene  den  Sinn,  ordnet  also  die  absoluten  Punkte 
in  anderer  Weise  einander  zu,  so  ergeben  sich  zwei  weitere  Weisen, 
die  Dreiecke  in  Perspektive  Lage  zu  bringen. 

Bei  jeder  der  beiden  Festsetzungen  über  den  Sinn  oder  Zuord- 
nungen der  absoluten  Punkte  erhält  man  den  A^  durch  die  Bestim- 
mung, daß  er  so  liegen  muß,  daß  die  Winkel  Aq{A,2j  ^s)  ^^^ 
AiA,  A)  mit  den  Winkeln  B^{B^,  B^)  und  ^2(^1,  ^3)  in  Größe 
und  Sinn  übereinstimmen;  und  ähnlich  ist  Bq  bestimmt.^) 

In  dem  oben  erwähnten  Spezialfälle,  daß  A^,  .  .  .,  A^  und 
^1,  .  .  .,  JB5  auf  Jq^  und  Bq^  projektive  Punktreihen  bilden,  entspricht 
den  beiden  Schnittpunkten  von  h  mit  BJ^  der  ganze  Kegelschnitt  A^^  und 
sondert  sich  also  doppelt  von  der  Kurve  5.  Ordnung  ab.  Einer  Gerade  ent- 
spricht eine  Gerade.  Es  liegt  eine  eindeutige  Verwandtschaft  1.  Grades 
vor,  eine  Kollineation,  wie   eine   solche   später  genannt  werden  wird. 

Wenn  die  beiden  Felder  A  und  B  wieder  ineinander  liegen,  so 
führen  die  Gruppenpaare  6r(5)  und  6r(4)  je  zu  einer  Kurve  4.  Ordnimg 
(Nr.  225).  Gemeinsam  sind  diesen  beiden  Kurven  die  sechs  Punkte 
von  (r(4, 5),  und  die  drei  Punkte 

(A,A„  B,B,),    {A,A„  B,B,),    {X.A,,  B,B,); 
es  bleiben  sieben  oremeinsame  Punkte. 


1)  Diese  Kurven  3.  Ordnung  sind  eindeutig  aufeinander  bezogen  und  beide 
vom  Geschlecbte  1. 

2)  Cayley,  Proceed.  London  Math.   Soc,    Bd.  4,   S.  396;  Mathem.  Papers 
Bd.  8,  S.  200. 
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Es  gibt  daher  sieben  Punkte  in  der  Ebene,  welche 
gleichzeitig  nach  beiden  Gruppen  von  G^  projektive  Büschel 
senden.  Oder  unsere  Cremonasche  Verwandtschaft  5.  Grades 
hat  sieben  sich  selbst  entsprechende  Punkte. 

Wenn  dann  weiter  B^  mit  J.^  und  zugleich  A^  mit  B^  identisch 
ist,  so  gehört  jeder  dieser  beiden  Punkte  zu  den  sieben  Koinzideuz- 
punkten;  der  erstere  z.  B.,  weil  bei  ihm  Ä^A^  und  JB^^JB^^  unbestimmt 
sind  und  der  projektiven  Beziehung  entsprechend  gewählt  werden 
können.  Ferner  rufeu  die  projektiven  Büschel  der  analogen  Kegel- 
schnitte durch  G(6)(A)  und  G(5)[B)  auf  der  Gerade  A^B^  zwei  kon- 
jektive  Punktreihen  hervor  durch  die  veränderlichen  zweiten  Schnitte; 
für  jede  der  beiden  Koinzidenzen  (S^  ist: 

weil  ^A^  und  ^B^,  mit  (^A^  und  (EB^  identisch  sind.  Für  die  drei 
übrig  bleibenden  Koinzidenzen  C  wird  wiederum,  weil  die  verschie- 
denen Strahlen  CA^B^  und  CB^A^  sich  in  beiderlei  Sinn  entsprechen, 
die  Projektivität  Involution. 

Wenn  in  einer  Ebene  vier  Punktepaare  A^B^^  .  .  .,  A^B^ 
vorliegen,  so  gibt  es  drei  Punkte,  aus  denen  sie  durch  Strah- 
lenpaare in  Involution  projiziert  werden. 

Den  beiden  Kurven  3.  Ordnung,  welche  zu  A^B^,  -^2^2;  ^3-^3 
und  A^B^j  A2B2J  A^B^  gehören  (Nr.  225),  sind  sie  gemeinsam  außer 
den  Punkten  A^,  B^,  A^,  B^,  {A^A^,  B^B^),  {A^B^,  B^A^). 

Die  drei  Punkte  sind  ersichtlich  die  Doppelpunkte  der  Geraden- 
paare des  Kegelschnitt-Büschels,  in  bezug  auf  welchen  A-^  und  B^^  ... 
A^  und  B^  konjugiert  sind. 

Sind  A^y  B^  die  absoluten  Punkte,  so  wird  die  Involution  gleich- 
seitig hyperbolisch. 

Es  gibt  also'  drei  Punkte,  aus  denen  drei  Punkte- 
paare einer  Ebene  durch  Strahlenpaare  einer  gleichseitig- 
hyperbolischen   Involution    projiziert  werden. 

Nehmen  wir  weiter  an,  daß  B^^  B^,  B^  mit  A^,  A^j  A^  identisch 
sind,  so  daß  die  Gruppen: 

^1-^2  ^3  ^4^5 

^1^2  ^3  ^5  ^4 

vorliegen;  dann  entsprechen  sich  A  und  B  involutorisch;  denn  eine 
Vertauschung  von  A  und  B  m: 

A{A^y  A^y  A^,  A^y  J.5)  7\  B(A^y  A^y  A^,  Ar,,  Aj 

ändert  nichts;  jeder  Punkt  von  A^Ar,  ist  jetzt  Koinzidenzpunkt;  die 
sechsten  Hauptpunkte  Aq,  Bq  decken  sich  auch  in  dem  einzigen 
Punkte,     der    nach    A^y    A^y    A^y    A^y    A^    einen     Strahlenbüschel 
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sendet;  welclier  zu  denen  projektiv  ist,  durch  welche  Ä^,  A^y  Ä^^  Ä^j 
A^  aus  den  Punkten  ihres  Kegelschnitts  J^^  projiziert  werden. 

In  den  Involutionsbüscheln  um  die  außerhalb  der  Koinzidenz- 
gerade A^A-^  gelegenen  drei  Koinzidenzpunkte  C  gehen  gepaarte 
Strahlen  nach  A^,  A-^,  sich  selbst  entsprechende  nach  A^j  A^,  A^,  Aq-^ 
also  sind  diese  drei  Punkte  die  Diagonalpunkte  des  Vierecks  A^A^A^Aq, 
und  Aq{A^,  A^,  A^)  werden  von  A^A^,  ^3^1?  -^1^2  durch  A^,  .4- 
harmonisch  getrennt,  oder  A_^,  A~^  sind  die  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution, die  durch  die  Gegenseiten  des  Vierecks  eingeschnitten  wird; 
was  zur  Konstruktion  von  A^  dient. 

Sind  A^y  ^5  die  absoluten  Punkte,  so  ist  Aq  der  Höhenpunkt 
von  A^A^A^.  Der  Büschel,  der  aus  ihm  die  Ecken  projiziert,  ist 
gleich  und  ungleichsinnig  mit  denen,  durch  welche  sie  aus  den 
Punkten  des  umgeschriebenen  Kreises  projiziert  werden. 

Wird  aber  vorausgesetzt,  daß  jB^  mit  A^  sich  deckt,  hingegen 
B^y  B^,  B^y  Bf^  mit  J.3,  J.^,  ^5,  A^,  so  daß  die  Gruppen  sind: 

A^A^A^A^A-^ 

A^A^A^A-^A^'^ 

dann  ist  auch  die  Beziehung  involutorisch.  Hier  besteht  aber  eine 
Koinzidenzkurve  0.  Ordnung,  diejenige,  aus  deren  Punkten  A^A^j  ^2-^3; 
A^A'^  durch  Strahlenpaare  in  Involution  projiziert  werden;  auf  ihr 
ist  A^  Doppelpunkt. 

Der  Punkt  (^2^37  ^4^5)  ist  ein  außerhalb  dieser  Koinzidenz- 
kurve gelegener  Koinzidenzpunkt. 

Es  seien  die  beiden  Kegelschnitte  durch  A^,  J.3,  A^,  A^,  bzw. 
A^,  A^j  A^y  A.^  konstruiert,  die  zu  jj^^  analog  sind;  ist  dann  a  die 
Tangente  an  A^^  in  A^,  so  vereinigen  diejenigen  an  jene  sich  in  den 
Strahl  a'y  welcher  ihr  in  der  Involution  A^{A^y  JLg;  A^y  A^  gepaart 
ist.  Der  sechste  Hauptpunkt  A^  liegt  daher,  als  vierter  Schnitt  der 
beiden  Kegelschnitte,  unendlich  nahe  neben  ^4^  auf  a. 

Es  sei  %  der  zweite  Schnitt  von  a    mit  A^-,  so  ist: 

51(^1,  A^y  A^,  A^y  A^)  A  -4q(^i,  ^3,  A^y  A.^,  ^4j, 

diese  Perspektiven  Büschel  werden  von  A^A^,  -^4,^:,  involutorisch  ge- 
schnitten; also  liegt  ihr  Schnittpunkt,  das  involutorische  Zentrum, 
auf    dem    gemeinsamen    Strahle    a  =  A^^A^y    oder    a     geht    durch 

Wenn  aber  die  Punkte  A^j  .  .  .,  A-^  auf  Aq-  so  liegen,  daß 
A^A^,  A^A-^y  A^A^  in  Involution  sind,  dann  ist  a  Doppelstrahl  der 
Involution  J.^(^,  A^]  A^y  A^),  vereinigt  sich  mit  a  und  geht  durch 
{A^A^,  A^A^).  Jetzt  werden  A^A^,  -^2^3?  ^4^5  ^^^  jedem  Punkte 
des  Jq^  involutorisch  projiziert,  also  gehört  dieser  Kegelschnitt  zur 
Koinzidenzkurve  3.  Ordnung.    Der  andere  Bestandteil,  der  noch  durch 
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den  Doppelpunkt  Ä^  gehen  muß,  ist  die  Axe  der  Involution  auf  J^^^ 
denn  aus  jedem  Punkte  derselben  wird  ja  die  krumme  Involution 
durcli  eine  StraMeninvolution  (immer  zwei  Paare  durch  dasselbe 
Paar)  projiziert  (Nr.  113). 

Sind  Ä,  B  zwei  beliebige  Punkte  von  J^^,  so  ist: 

Ä{Ä„  Ä,,  Ä,,  Ä^,  A,)  7\  S{Ä,,  .  . .,  Ä,)  7\  B{Ä,,  Ä„  A,,  A„  A^y, 

also  sind  im  vorliegenden  Falle  in  der  eindeutigen  Verwandtschaft 
beliebige  zwei  Punkte  von  A^^  =  B^^  korrespondierend;  daher  ergibt 
sich  wie  oben  eine  Kollineation. 

Zu  jedem  Punkte  A  liegt  der  korrespondierende  B  auf  der  Ge- 
rade nach  dem  Koinzidenzpunkte  (A^A^,  A^^Ar^)^  harmonisch  getrennt 
durch  diesen  Punkt  und  die  Koinzidenzgerade;  denn  bei  dieser  Lage 
werden  die  Büschel  A(A^,  A^,  A^,  A^^  A^)  und  B(A^,  A^,  A^^  A^^,  A^ 
dadurch  projektiv,  daß  sie  perspektiv  sind  mit  dieser  Gerade  als  Axe. 
Unsere  Verwandtschaft  ist  diejenige,  welche  wir  später  involutorische 
Homologie  nennen  werden. 
231  Wir  kehren  zum  allgemeinen  FaUe  zurück  und  steigen  zu  sechs- 

punktigen  Gruppen  auf: 

^6  ^1^2  ^3  ^4  ^5  ^6 

B^B^B^B^B^Bq. 

Ein  beliebiger  Punkt  hat  im  allgemeinen  keinen  korrespondierenden. 
Es  wird  oo^  Paare  korrespondierender  Punkte  geben,  welche  zwei 
Kurven  in  A  und  B  erfüllen.  Die  Punkte  von  G^  gehören  ersicht- 
lich je  zu  der  betreffenden  Kurve,  denn  z.  B.  dem  B^  korrespondiert 
auch  in  bezug  auf  G^  der  nämliche  Punkt  A,  der  ihm  in  bezug  auf 
(t(i)  korrespondiert.  Daraus  erhellt  auch,  daß  diese  Punkte  den 
Kurven  einfach  angehören. 

Wir  bilden  die  beiden  Gruppenpaare  (tJ'g)  und  (t(4,  5).  Einer  Ge- 
rade h  in  B  korrespondiert  in  bezug  auf  G^q)  eine  Kurve  5.  Ord- 
nung a^y  einem  Punkte  B'  von  h  also  ein  Punkt  A  von  a^  und  diesem 
in  bezug  auf  6^(4,5)  ein  Kegelschnitt  durch  B^j  B^,  B^,  B^,  welcher  h 
in  zwei  Punkten  B^'  schneidet.  Einem  B"  von  h  korrespondiert  in 
bezug  auf  (r(4,5)  ein  Kegelschnitt  durch  A^,  A^,  A^,  Aq,  welcher  mit 
a^,  außer  A^,  A^y  A^,  noch  vier  Punkte  A  gemein  hat,  deren  (in  be- 
zug auf  (t(6))  korrespondierende  auf  h  die  dem  J5"  zugeordneten  B^  sind. 

Die  so  entstandene  Korrespondenz  [4,  2]  auf  h  hat  6  Koinzi- 
denzen; zu  ihnen  gehören  die  Schnitte  mit  B^B^,  ^i-^s?  ^2^3-  -^^^ 
korrespondierende  zu  (6,  B^B^  in  bezug  auf  G{ß)  liegt  auf  A^A^ 
(Nr.  229),  also  in  deren  letztem  Schnitte  mit  a^,  und  diesem  Punkte 
von  A^A^  korrrespondiert    in    bezug    auf  (t(4, 5)   der  Punkt  (6,  B^B^. 

Ist  B  eine  der  drei  übrigen  Koinzidenzen  und  A  der  auf  a^  kor- 
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respondierende  Punkt,  der,  wegen  der  Koinzidenz,  demselben  B  auch 
in  bezug  auf  ^(4,5)  korrespondiert,  so  ist  sowobl: 

A{Ä„  A,,  A,,  A„  A-:)  T\  B{B„  B,,  B„  B„  B,), 
als  auch: 

A{A„  A,,  A„  A,)  A  B(B,,B,,  B„  B,), 
daher: 

A{A„  A„  A„  A„  A„  A,)  Ä  B^B,,  B„  B„  B„  B„  B,), 

weil  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  übereinstimmen. 

Somit  haben  wir  auf  h  drei  Punkte  gefunden,  welche  einen  kor- 
respondierenden in  bezug  auf  G^  haben. 

In  bezug  auf  zwei  sechspunktige  Gruppen  G^  gibt  es  in 
den  beiden  Ebenen  A,  B  zwei  Kurven  3.  Ordnung  a^,  h^,  deren 
Punkte  so  eindeutig  zugeordnet  sind,  daß  aus  korrespon- 
dierenden Punkten  Ä,  B  nach  den  Gruppen  von  G^  projek- 
tive Büschel  gehen. 

Sie  haben  beide  das  Geschlecht  1. 

Jede  von  ihnen  geht  durch  die  sechs  Punkte  der  be- 
treffenden Gruppe;  sie  geht  aber  auch  durch  die  sechsten 
Punkte  von  J,  B,  welche  zu  den  sechs  Paaren  fünfpunk- 
tiger   Gruppen  in  G^  gehören. 

Zu  (r(,)  mögen  Äq  .  Bq  .  als  sechste  Punkte  gehören.  Z.  B.  dem 
Äq  6  korrespondiert  in  bezug  auf  G{q)  ein  Kegelschnitt  Bo,6  derartig, 
daß  die  Punktreihe  B^j  B^,  B^,  B^,  B-^  auf  ihm  zum  Büschel 

projektiv  ist;  bestimmt  man  also  in  ihr  Bq  dem  Strahle  ^06^6  ®^^" 
sprechend,  so  liefert  der  Strahl  BqBq  in  seinem  zweiten  Schnitte 
mit  J3o,  6  den  Punkt,  welcher  dem  Äq  q  auch  in  bezug  auf  G^  kor- 
respondiert: er  ist  der  sechste  Schnitt  der  b^  mit  Bq^q  außer 
B^,  . .  .,  B^. 

In  bezug  auf  G(q)  entspricht  der  Gerade  B^B^  die  A^Ä.2,  also 
korrespondieren  in  bezug  auf  G^  die  dritten  Schnitte  derselben  mit 
«^  ¥. 

Die  Kurven  a^,  h^  sind  in  bezug  auf  G^q  korrespondierende 
Kurven  a^,  ß^  durch  die  Punkte  Gl)(Ä),  Gli){B)  und  die  zugehörigen 
sechsten  Punkte     A^,,  B^^  (Nr.  229). 

Nachdem    das    Hauptergebnis   für    sechspunktige    Gruppen    fest-  232 
gestellt   ist,    kehren    wir    nochmals    zu    fünfp  unkt  igen    Gruppen 
zurück.   Wir  fanden,  daß  einer  Kurve  3.  Ordnung  a^  durch  A^^  '-yA^,  Aq 
eine  Kurve  3.  Ordnung  ß^  durch  B^y  .  .  .,  B-^j  B^^  korrespondiert. 

Es  seien  %,  A,  Ä  drei  Punkte  auf  a^,  B,  B'  die  den  A,  Ä  auf 
/3^  entsprechenden;  in  den  projektiven  Büscheln  A  und  B,  A-  und  B' 
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entsprechen  den  Strahlen  A%  Ä'%  zwei  Strahlen  von  B^  B\  deren 
Schnitt  33  sei.  Zu  den  beeiden  sechspunktigen  Gruppen  Ä^,  . . .,  Är^,%'^ 
B^y  .  .  .y  B^,  'iS,  welche  G^  heißen  mögen,  gehören  nach  dem  Voran- 
gehenden die  Kurven  ä^,  h^,  auf  denen  Ä^  J.';  B,  B'  liegen.  Also 
gehen  a^  und  ä^  beide  durch  Ä^j  .  .  .,  Ä^^  Äqj  %  A,  Ä'  und  sind,  weil 
diese  drei  letzten  Punkte  beliebig  auf  a^  gewählt  sind,  identisch; 
demnach  vereinigen  sich  auch  ß^  und  P  in  eine  Kurve,  diejenige, 
welche  jener  in  bezug  auf  G^  korrespondiert.  Folglich  liegt  35  auf 
/3^,  weil  auf  V^. 

Punkte  Ay  B  von  o^^,  /3^,  welche  in  bezug  auf  G^  korrespondierend 
sind,  sind,  weil  auf  ä^,  P  gelegen,  auch  korrespondierend  in  bezug 
auf  (t^;  und  umgekehrt,  korrespondierende  in  bezug  auf  G^  auch  in 
bezug  auf  G'^.  Da  sie  jenes  sind,  so  gehen  in  ihren  Büscheln  ent- 
sprechende Strahlen  nach  51,  33. 

Wenn  bei  zwei  fünfpunktigen  Gruppen  a^  und  ß^  korres- 
pondierende Kurven  3.  Ordnung  durch  die  Hauptpunkte  A^,  . . . 
A^,  A^,  bzw.  B^,...  Br,,  Bq  und  A,  Ä,  A"  .  .  .,  B,  B\  B'\  .  .  .  kor- 
respondierende Punkte  auf  ihnen  sind,  ferner  %  ein  fester 
Punkt  aufa^,  so  laufen  die  Strahlen  in  ^,  jB',  ...  welche  in  den 
Projektivitäten  um  korrespondierende  Punkte  den  Strahlen 
von  A,  A\  .  .  .  nach  %  entsprechen,  alle  durch  denselben  Punkt 
^  von  ß^.  Solche  Punkte  51,  33  mögen  homologe  Punkte  auf  «^, 
ß^  heißen.  Die  beiden  Kurven  cc^,  ß^  stehen  also  auf  zwei  ver- 
schiedene Weisen  in  eindeutiger  Beziehung  ihrer  Punkte; 
das  eine  Mal  sind  zugeordnet  korrespondierende  Punkte  A,  B, 
solche,  dienachden  Gruppen  von  (x^  projektive  Büschel  senden; 
und  in  diesen  Projektivitäten  entsprechen  sich  auch  Strahlen 
aus  korrespondierenden  Punkten  nach  homologen  Punkten; 
das  andere  Mal  sind  homologe  Punkte  51,  33  zugeordnet. 

Feste  homologe  Punkte  sind  A^,  5^;  .  .  .  J.5,  ^5.  Sonst  sind  die 
homologen  Punkte  beweglich.  Während  nämlich  jedem  A  nur  ein 
B  korrespondiert,  welches  auch  die  durchgehenden  korrespondierenden 
Kurven  a^,  ß^  seien  (es  gibt  00^  Paare),  ändert  sich  zu  einem  51  der 
homologe  33  je  nach  der  durchgehenden  Kurve  3.  Ordnung  a^. 

Seien  A^  B  korrespondierend  und  51,  33  homolog  auf  a^,  ß^,  so 
sind  die  dritten  Schnitte  %\  33'  von  A  51  und  a^,  B  33  und  ß^  gleich- 
falls homolog.  Denn  der  homologe  zu  B  wird,  bei  der  beliebigen 
Lage  von  51,  nicht  der  dritte  Schnitt  51'  von  A%  sein.  Sind  ferner 
A\  B'  korrespondierend  auf  a^,  ß^,  so  geht  von  den  Strahlen  von  B\ 
die  den  Strahlen  Ä%  A' W  entsprechen,  und  wie  diese  verschieden 
sind,  der  eine  nach  33,  dem  homologen  Punkt  zu  51,  der  andere  muß 
sich  mit  ^33  33'  auf  der  ß^  treffen,  also  muß  er  durch  den  dritten 
Schnitt  33'  gehen,  wodurch  derselbe  homolog  zu  51'  wird;  B  ist  es 
ja  nicht. 
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Insbesondere  entsprechen  den  Tangenten  aus  A  an  cc'^  die  Tan- 
genten aus  B  an  ß^  und  die  konstanten  Doppelverhältnisse  der  beiden 
Kurven  sind  gleich. 

Wir  wissen,  Ä^Äq,  B^Bq  sind  korrespondierend  in  bezug  auf  G^, 
weil    sie    Hauptpunkte    mit    denselben    Zeigern    verbinden.     Es    seien 

A,  B  die  dritten  Schnitte  dieser  Geraden  mit  korrespondierenden 
Kurven  a^,  ß^,  also  sind  sie  korrespondierend;  J^,  B^  sind  homolog, 
folglich  auch  .4^,  B^.  Daher  stellen  sich  auch  diese  Punkte 
Aq.  Bq  als  feste  homologe  Punkte  heraus.  In  allen  projek- 
tiven Büscheln  um  korrespondierende  Punkte  A^  B  für  G^ 
gehen  entsprechende  Strahlen  nach  Aq  und  Bq. 

Dem  A^  koiTespondieren  alle  Punkte  B  des  Kegelschnitts 
{B2  .  .  .  B-^Bq),  dem  Strahl  A^Aq  entspricht  daher  der  Strahl  BB^, 
d.  h.  A^  ist  der  sechste  Hauptpunkt  in  J,  der  zu  den  beiden  Gruppen 
A^  .  .  .  A-^Aq,  B.2  .  .  .  B.^Bq  gel'.ört,  und  B^  der  in  B.  Damit  ist  erkannt, 
daß  jedes  Paar  homologer  Hauptpunkte  aus  den  fünf  andern 
in  gleicher  Weise  hervorgeht. 

Wir  kehren  wieder  zu   G^  zurück. 

Durch  die  sieben  Punkte  A^,  ...  Ar,,  J.q(=  ^^  g),  A^  gehen  oo^ 
Kurven  a^,  die  ihnen  in  bezug  auf  6r.g  korrespondierenden  ß'^  gehen 
durch  B^,  .  .  .  B^,  Bq  und  den  Punkt  B^  ,  der  dem  A^  korrespondiert, 
oü^  unter  diesen  ß^  gehen  durch  Bq  und  die  ihnen  korrespondierenden 
durch  A'q,  welcher  dem  Bq  korrespondiert.  Bei  diesen  00^  Paaren 
in  bezug  auf  Gg.  korrespondierenden  Kurven  a^,  ß^  hat  Aq  im  all- 
gemeinen einen  von  Bq  verschiedenen  homologen  Punkt;  dasjenige 
Paar,  bei  dem  er  in  Bq  fäUt,  ist  das  Paar  «^,  ¥,  das  in  Nr.  231  für 
G^  gefunden  wurde. 

W^ie  wir  zu  zwei  korrespondierenden  Kurven  a^,  /3^,  die  zu  G^ 
gehören,  ein  Paar  AqBq  ermitteln  können,  so  daß  diese  Kurven  die 
a^j  h^  für  die  dann  entstandene  G^  sind,  haben  wir  oben  gefunden. 
Zwei  homologe  Punkte  auf  ihnen  (oben  5(,  33)  führen  als  Aq,  Bq  zum 
Ziele;  und  wir  haben  oc^  solche  Paare.  Das  stimmt  mit  den  00* 
Paaren  von  Punkten  in  A,  B  und  den  oc'^  Paaren  korrespondierender 
Kurven  a^,  ß^. 

In  den  projektiven  Büscheln  um  Aq,  Bq  muß  dem  Strahle  Bq'Bq 
der  Strahl  AqAq  entsprechen,  d.  i.  die  Tangente  in  Aq  an  a^,  so  daß, 
weil  Bq  linear  konstruiert  werden  kann,  wir  auch  diese  Tangente  linear 
konstruieren  können  und  so  sämtliche  Tangenten  an  a^,  h^  in  den 
Punkten  von   G^. 

Wenn  51  ein  Punkt  auf  a^  ist,  so  laufen  in  den  projektiven  Büscheln 
um  die   korrespondierenden  Punkte  A,  B  auf  a^,  h^  die  Strahlen   des 

B,  die  den  Strahlen  A^l  entsprechen,  aUe  durch   denselben  Punkt  33 
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von  h^,  weil  eben  a^  und  h^  korrespondierende  Kurven  a^,  ß^  in  bezug 
auf  G.^,  oder  allgemein  (xj.   sind^). 

Auf  a^,  h^j  die  zu  6^^  gehören,  kann  ersichtlich  jedes  Paar  homo- 
loger Grundpunkte  Ä^^  B-  durch  ein  beliebiges  Paar  homologer  Punkte 
51,  33  ersetzt  werden. 

233  Jetzt  gehen  wir  zu  siebenpunktigen  Gruppen: 

Es  seien  a^^^,  l^^y  die  zu  6^^^^  gehörigen  Kurven,  a^g^,  6^g^,  die  zu  G^^^ 
gehörigen,  so  haben  a.^>  und  at^  zunächst  die  sechs  Punkte  J.^,  A^  .  .  ,  A^^ 
Aqj  wo  Aq  zu  6r.g  ^.  gehört,  gemeinsam,  also  noch  drei  Punkte,  jeder 
von  ihnen  hat  in  bezug  sowohl  auf  6^.^>  als  auf  Gt.  denselben  korres- 
pondierenden Punkt,  den  einzigen,  der  ihm  in  bezug  auf  GJ^^.  korres- 
pondiert; dieser  ist  dann  einer  der  übrigen  gemeinsamen  Punkte  von 
h,^.  und  6,g.  und  korrespondiert  ihm  auch  in  bezug  auf  G'^. 

In  bezug  auf  zwei  siebenpunktige  Gruppen  gibt  es  drei 
Paare  korrespondierender  Punkte,  welche  nach  ihnen  projek- 
tive Büschel  senden. 

Der  Nachweis  der  Existenz  dieser  drei  Punktepaare  heißt 
das  Problem  der  ebenen  Projektivität  (Homographie)  im 
engern  Sinne^). 

Diese  drei  Punktepaare  haben  in  der  Photogramm etrie  Bedeutung 
gewonnen^). 

Wenn  das  siebente  Paar  A,j,  B^  aus  homologen  Punkten  %  33 
auf  den  zu  G^  gehörigen  Kurven  a^,  h^  besteht,  so  gibt  es  zu  (r^  oo^ 
korrespondierende  Punkte. 

Befinden  sich  wiederum  die  absoluten  Punkte  in  den  Gruppen  an 
homologen  Stellen,  so  liegen  gleiche  Büschel  vor. 

Bei  G^  gibt  es  also  drei  Paare  von  Punkten,  aus  denen  die 
beiden  Gruppen  durch  gleiche  Büschel  projiziert  werden;  ent- 
sprechende Strahlen  gehen  nach  den  sechsten  Punkten  Aq,  Bq. 

234  Die  Ermittelung  dieser  drei  Punktepaare  ist  im  allgemeinen  eine 
kubische  Aufgabe  und  daher  nicht  mit  Zirkel  und  Lineal  zu  leisten. 

Es  gibt  aber  einen  interessanten  Fall,  wo  das  eine  Paar 
unmittelbar    bekannt   ist    und   die   Aufsuchung   der    anderen 


1)  Diese  Ergebnisse  von  Nr.  232  rühren  größtenteils  von  mündlichen  Mit- 
teilungen Hirsts  aus  dem  Jahre  1876  her. 

2)  Jonquieres,  Nouv.  Annales,  1.  Ser.,  Bd.  17,  S.  399;  Cremona,  ebenda, 
Bd.  20,  S.  452;  Hesse,  Journ.  f.  Math.,  Bd.  62,  S.  188;  Sturm,  a.  a.  0. 

3)  Finsterwalder,  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker  -Vereinigung, 
Bd.  6,  zweites  Heft,   S.  1. 
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Paare  eine  quadratische  Aufgabe  wird.  Die  beiden  Gruppen 
von  G"^  mögen  sich  als  Projektionen  von  sieben  Punkten  C^y  .  .  .  C^  aus 
zwei  Punkten  P,  Q  auf  dieselbe  Ebene  E  ergeben;  die  beiden  Projek- 
tionen Äif  B.  von  Ci  liegen  dann  stets  mit  der  Spur  S  von  PQ  in 
gerader  Linie.  Aus  diesem  Punkte  S  werden  die  beiden  Gruppen 
durch  den  nämlichen  Strahlenbüschel  projiziert,  also  repräsentiert  S 
zwei  vereinigte  korrespondierende  Punkte,  etwa  yl"'  und  B'"-^  und  es 
sind  noch  A',  i?';  A",  B"  zu  konstruieren. 

Es  sind  also  Ä  und  Ä'  die  beiden  weiteren  Schnitte  der  Kurven 
a.^.  und  a,g.,  außer  A^, .  .  .  A^^  A^,  S.  Von  jeder  der  Kurven  a^^^  und 
a,g.  lassen  sich  leicht  noch  zwei  weitere  Punkte  konstruieren,  z.  B. 
die  sechsten  Punkte  ^0,1  >  -^0,2?  ^^®  ^^  ^ri  7^  ^(2  7)  gehören,  bzw.  zu 
G^/Axi  G'iJ'^,-,  le  nachdem  es  sich  um  a,^.  oder  a't.  handelt. 

(l,6y         {2,6y   J  (7)  (6) 

Wir  haben  in  Nr.  227  gelernt,  für  eine  durch  neun  Punkte  gegebene 
Kurve  3.  Ordnung  den  Gegenpunkt  zu  vier  von  diesen  Punkten  zu 
konstruieren,  und  gefunden,  daß  die  Gegenpunkte  auf  zwei  kubischen 
Kurven  zu  vier  ihrer  gemeinsamen  Punkte  auf  dem  Kegelschnitte  durch 
die  fünf  andern  liegen.  Seien  also  (r/7)  und  G^q>^  die  Gegenpunkte  zu 
J-i,  A2,  A^y  Aj^,  so  liegen  sie  mit  A-^,  A^y  Sj  A\  A"  anf  einem  Kegel- 
schnitte; und  sind  G*7)y  G*ß)  die  zu  A^,  A^,  A^y  A^  gehörigen  Gegen- 
punkte, so  befinden  diese  sich  mit  A^,  A^y  S,  A'y  A"  auf  einem  Kegel- 
schnitt. Daher  sind  die  gesuchten  Punkte  A'y  A"  die  beiden  weiteren 
Schnitte  der  Kegelschnitte  {A^,  S,  J.5,  (t(7),  G^^^  und  (^0, 5,  A^y  G*^)y  (rj)), 
außer  Aq  und  Sy  also  in  bekannter  Weise  (Nr.  128)  zu  konstruieren. 
B'y  B"  gewinnt  man  dann  einfacher  als  die  korrespondierenden  Punkte 
in  bezug  auf  G"!.  ^y 

Die  beiden  projektiven  Ebenenbüschel  PA'  und  PB'  senden  dann 
nach  den  A-  und  B^,  also  da  (PA^,  QB^  =  C^  ist,  nach  C^  entsprechende 
Ebenen,  und  wir  erhalten,  wenn  A'y  B'  und  dann  auch  Ä'y  B"  reell 
sind,  die  Fläche  2.  Grades,  welche  durch  P,  Q  und  die 
sieben  C.  bestimmt  ist,  erzeugt  durch  die  eine  Regelschar, 
zu  deren  Leitschar  PA'y  QB'  gehören,  und  die  Büschel  PA"y 
QB"  liefern  die  andere  Regelschar. 

Sind  freilich  A'y  B'-^  Ä'y  B"  nicht  reeU,  so  gelangt  man  zu 
einer  nicht  reellen  Erzeugung  einer  reellen  Fläche  2.  Grades  mit 
nicht  reellen  Regelscharen. 

Wenn  fünf  Punkte  C^  .  .  .  C-^  auf  einem  Kegelschnitte  J^Tliegen,  der 
dann  der  erzeugten  Fläche  angehört,  so  projiziere  man  auf  diese 
Ebene,  so  daß  die  Projektionen  dieser  fünf  Punkte  sie  selbst  sind. 
Auch  die  gesuchten  Punkte  A,  B  müssen  dem  K  angehören  und  so  auf 
ihm  liegen,  daß  sowohl  AAq  und  BBQy  als  AA^y  BBr.  sich  auf  K 
schneiden.     Es   ist   daher  (Nr.  129)    dem   K  ein  Viereck  ACBD   so 
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einzubeschreiben^  daß  ÄC  durch  Ä^,  CB  durch  B^,  BD  durch  JB^^ 
J)Ä  durch  Ärj  geht.  Es  gibt  zwei  solche  Vierecke  und  daher  zwei 
Paare  Ä\B\  Ä'B". 

Sind  bloß  acht  Punkte  gegeben:  P,  Q,  C-^,  .  .  .  G^,  so  ergeben 
sich  durch  die  Projektion  in  E  zwei  sechspunktige  Gruppen  mit  zwei 
Kurven  a^,  h^.  Jedes  Paar  korrespondierender  Punkte  Ä,  B  auf  diesen 
Kurven  liefert  dann  eine  Fläche  2.  Grades  durch  die  acht  Punkte.  S 
liegt  auf  beiden  Kurven,  %,  35  seien  zwei  homologe  Punkte  auf  a^,  &^; 
nach  ihnen  gehen  in  allen  korrespondierenden  Büscheln  Ä,  B  ent- 
sprechende Strahlen,  also  auch  in  den  identischen  Büscheln  Sj  so  daß 
zwei  homologe  Punkte  %  35  stets  mit  S  in  gerader  Linie  liegen. 
Daraus  folgt,  daß  P5l  und  §35  sich  schneiden:  in  (5^;  und  dieser 
Punkt  ^  liegt  auf  der  Schnittlinie  der  entsprechenden  Ebenen  PÄ% 
QB'^,  also  auf  der  durch  die  projektiven  Ebenenbüschel  PÄ,  QB 
erzeugte  Fläche  2.  Grades,  und  so  auf  allen  Flächen  2.  Grades  durch 
die  acht  Punkte.  Die  Kurven  a^,  h^  sind  die  Projektionen,  aus  P,  Q, 
der  Raumkurve  4.  Ordnung,  die  den  Flächen  gemeinsam  ist  und  durch 
die  Punkte  S  entsteht. 

Ein  Strahl  durch  S  in  E  enthält  zwei  Paare  homologer  Punkte 
%  35;  r,  35',  und  die  Ebene  aus  PQS  die  vier  Punkte  P,  Q,  {P% 
§35),  (P5I',  §35')  der  Raumkurve.  Also  haben  alle  Flächen  2.  Grades 
durch  acht  Punkte  eine  Raumkurve  4.  Ordnung  gemeinsam 
und  bilden  einen  Büschel. 

Die  Verbindungslinie  korrespondierender  Punkte  A,  B  auf  a^,  h^ 
umhüllt  eine  Kurve  5.  Klasse.  Denn  diese  Punkte  rufen  in  jedem 
Strahlenbüschel  von  E  eine  Korrespondenz  [3,3]  hervor;  von  den 
Koinzidenzen  geht  eine  nach  >S';  die  andern  beweisen  die  genannte 
Klasse.  Im  Kontinuum  muß  eine  durch  S  gehende  Gerade,  welche 
die  Verbindungslinie  SS  ist,  bei  der  Kurve  verbleiben;  die  vier  übrigen 
Tangenten  aus  S  führen  zu  korrespondierenden  Punkten  Ä,  P,  die 
mit  S  in  gerader  Linie  liegen;  folglich  schneiden  sich  PA  und  §P; 
und  wir  kommen  so  zu  den  vier  Kegeln  des  Büschels.  Noch 
einfacher  ergeben  sich  die  mit  S  in  gerader  Linie  liegenden  A,  B 
durch  die  Korrespondenz  [2,  2],  die  im  Büschel  S  selbst  durch  die 
nach  korrespondierenden  Punkten  gehenden  Strahlen  entsteht. 

Die  beiden  Punkte  A',  A",  welche  mit  ihren  korrespondierenden 
B',  P' je  die  nämliche  Fläche  des  Büschels  liefern,  stehen  in  einer  ein- 
deutigen Beziehung  auf  a^;  als  Spuren  der  beiden  Geraden  PÄy  PA" 
dieser  Fläche,  welche  sich  in  P  schneiden,  liegen  sie  in  einer  Gerade 
mit  der  Spur  der  Tangente  in  P  an  die  Grundkurve  des  Büschels, 
welche  auf  a^  liegt.  Der  Strahlenbüschel  um  einen  Punkt  einer  Kurve 
3.  Ordnung  bringt  ersichtlich  eine  eindeutige  involutorische  Korres- 
pondenz auf  der  Kurve  hervor,  in  der  die  beiden  weiteren  Schnitt- 
punkte eines  Strahles  des  Büschels   zugeordnet  sind.     Der  Träger  ist 
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aber  nicht  unikursal  und  die  Korrespondenz  hat  nicht  zwei^  soadern 
vier  Koinzidenzen,  nämlich  die  Berührungspuakte  der  von  dem  Punkte 
kommenden  Tangenten,  in  unserem  Falle  die  Punkte  A^  die  zu  den 
Kegeln  des  Büschels  führen,  bei  denen  ja  jene  Geraden  PA',  PA" 
sich  vereinigt  haben.  Diese  eindeutigen  involutorischen  Korrespondenzen 
auf  einer  Kurve  3.  Ordnung  werden  wir  später  zentrale  Involutionen 
nennen. 

Sind  nur  sieben  Punkte  gegeben:  P,  §,  C^,  .  .  .  C^,  so  daß  in  235 
E  sich  zwei  fünfpunktige  Gruppen  ergeben,  so  haben  wir  oo^  Paare  korres- 
pondierender Punkte  A,  B,  und  cx)^  Flächen  2.  Grades.  In  allen  pro- 
jektiven Büscheln  J.,  B  gehen  entsprechende  Strahlen  nach  den 
sechsten  Punkten  A^y  B^y  also  auch  in  den  identischen  Büscheln 
S,  so  daß  A^y  Bq  mit  S  in  gerader  Linie  liegen  und  die  entsprechenden 
Ebenen  PAA^,  QBB^  ihre  Schnittlinie  durch  den  Punkt  C^  =  {PA^,  QBq) 
schicken.  Er  ist  allen  Flächen  2.  Grades  gemeinsam,  welche 
durch  die  sieben  Punkte  gehen,  der  achte  assoziierte  zu  ihnen. 
Da  A^y  Bq  linear  aus  A^y .  .  .  A^^  B^,  .  .  .  B^  zu  konstruieren  sind,  so 
haben  wir  damit  eine  lineare  Konstruktion  dieses  achten  asso- 
ziierten Punktes  Cq  aus  den  sieben  gegebenen  P,  Qy  (7^,  .  .  .  C^: 
ein  viel  behandeltes  Problem^). 

Mannennt  das  System  dieser  Flächenein  Flächennetz  2.  Ordnung 
und  die  acht  assoziierten  Punkte  seine  Grundpunkte. 

Eine  Gerade  in  E  durch  S  begegnet  sich  mit  der  ihr  entsprechen- 
den Kurve  5.  Ordnung  (Nr.  229),  außer  in  S,  noch  viermal;  das  be- 
weist, daß  es  auf  ihr  vier  Paare  korrespondierender  Punkte  gibt. 
Die  Büschel  PAy  QB  erzeugen  wiederum  Kegel;  und  wir  erhalten  in 
jeder  Ebene  durch  PQS  außerhalb  dieser  Gerade  vier  Spitzen  von 
Kegeln  des  Flächennetzes.  Nun  gibt  es  (Nr.  206)  eine  durch  (7^, 
^2y  ■  •  '  ^5  gehende  kubische  Raumkurve,  welche  die  Gerade  PQ 
zweimal  schneidet;  die  Kegel  2.  Grades,  welche  sie  aus  den  beiden 
Schnittpunkten  projizieren,  gehen  durch  alle  sieben  (bzw.  acht)  Grund- 
punkte des  Netzes.  So  ergibt  sich  die  6.  Ordnung  der  Kegel- 
spitzen-Kurve des  Netzes. 

Lassen  wir  noch  einen  Punkt  fallen,  so  daß  wir  nur  sechs  haben: 
P,  Qy  C^y  .  .  .  C^  so  sind  die  Büschel  der  Kegelschnitte  in  E  mit  den 
Grundpuukten  A^y  .  .  .  A^,  B^y  .  .  .  B^  projektiv,  so  daß  analoge  Kegel- 
schnitte einander  entsprechen;  folglich  gilt  dies  auch  für  die  Kegel- 
büschel aus  P,  Qy  die  über  ihnen  stehen.  Jeder  Punkt  eines  Kegel- 
schnittes des  einen  Büschels  korrespondiert  jedem  des  analogen;  in 
jedem  Punkte  der  Schnittkurve  zweier  analogen  Kegel  treffen  sich 
korrespondierende  Axen  PAy  QB-^  er  ist  die  Spitze  des  durch  ihre 
Ebenenbüschel  erzeugten  Kegels  2.  Grades.    Die  Fläche  4.  Ordnung, 


1)  Vgl.  z.  B.  Journal  f.  Math.  Bd.  99. 

Sturm,  Geumetr.  Yerwaudtacbafteu.    I.  24 
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welche  durch  die  beiden  Kegelbüschel  entsteht,  ist  daher  der  Ort 
der  Spitzen  der  Kegel  2.  Grades  durch  die  gegebenen  sechs 
Punkte^).  Die  acht  Grundkanten  der  beiden  Kegelbüschel,  also  (weil 
die  Bevorzugung  von  P,  Q  willkürlich  ist)  alle  fünfzehn  Ver- 
bindungslinien liegen  auf  ihr.  Die  vier  Punkte  0^,  .  .  .  C^,  beiden 
Basen  des  Büschels  gemeinsam,  sind  Doppelpunkte  des  Erzeugnisses 
(Nr.  171);  daher  sind  die  sechs  gemeinsamen  Punkte  Doppel- 
punkte der  Kegelspitzen-Fläche. 

Zieht  man  an  jede  kubische  Raumkurve  durch  fünf  von  den 
Punkten  aus  dem  sechsten  die  Doppelsekante,  so  haben  wir  zwei 
Kegel  2.  Grades  aus  den  beiden  Begegnungspunkten,  welche  die  Kurve 
projizieren  und  daher  auch  die  Doppelsekante  enthalten;  sie  gehen 
demnach  durch  aUe  sechs  Punkte,  und  ihre  Spitzen  liegen  auf  unserer 
Fläche.  Und  weil  auch  zu  jedem  Strahl  durch  den  sechsten  Punkt 
eine  kubische  Raumkurve  durch  die  fünf  Punkte  gehört,  für  die  er 
Doppelsekante  ist,  so  stellt  sich  unsere  Fläche  heraus  als  Ort 
der  Schnittpunkte  der  kubischen  Raumkurven  durch  fünf 
von  den  sechs  Punkten  mit  je  der  aus  dem  sechsten  kommen- 
den Doppelsekante. 
M)  Wir   sind   jetzt    in    der  Lage,    die    beiden   noch  aufgeschobenen 

Probleme  der  Trilinearität  (Nr.  214)  zu  erledigen. 

Es  seien  nunmehr  ein  neutrales  Paar /ST' und  fünf  Tripel 
gegeben:  ÄÄ'Ä'%  .  .  .  EE'E".  Von  den  Strahlenbüscheln  in  der 
beliebig  gegebenen  Ebene  können  wir  nur  zwei  geben:  V,  V,  wo 
dann  wieder  VV  zugleich  s,  t'  ist.  Wir  ziehen  a,  h  durch  F,  a'j  ¥ 
durch   V  und  bestimmen  c,  d,  e;  c,  d\  e   so,  daß: 

sahcde  7\  SÄBCDE,  tal'cd'e  7\  TÄB'CB'E'. 

Sind  dann  51,  ...  @  die  Schnitte  aa,  .  .  .,  ee-^  so  ist  der  Scheitel 
V"  des  dritten  Büscheis  der  eindeutig  bestimmte  Punkt  (Nr.  226), 
für  den: 

r\%  %  ©,  ^,  (S)  A  Ä'B"G"B''E", 

und  damit  ist  auch  die  Projektivität  von  V"  zu  u"  gegeben,  jede 
drei  konkurrente  Strahlen  von  F,  V,  V"  liefern  ein  Tripel  von  (uuu") 
und  wird  W"  mit  t,  s",  VV  mit  s,  f  bezeichnet,  so  sind  die 
diesen  Strahlen  in  den  Projekti  vi  täten  korrespondierenden  Elemente 
T,  S'\  S\  T"  die  weiteren  singulären  Elemente. 

Etwas  umständlicher  ist  der  letzte  FaU,  wo  sieben  Tripel  ge- 
geben sind;  er  läßt  sich  nicht  mit  Hilfe  einer  einfacheren  Hilfstrili- 
nearität  behandeln  (Nr.  213).   Die  sieben  Tripel  seien  AA'A",  ...GG'  G'\ 


1)  Längere  Zeit,  bis  etwa  1860,  hat  man  die  kubische  Raumkurve,  welche 
durch  die  sechs  Punkte  bestimmt  ist,  für  den  Ort  der  Spitzen  der  Kegel  2.  Grades, 
durch  sie  gehalten;  z.  B.  Chasles,  Aper9u  historique,  Note  33. 
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Wir  nehmen  zunächst  die  sechs  ersten;  sie  bestimmen  eine  Tripelreihe 
jRgj,  die  einem  Büschel  von  Trilinearitäten  gemeinsam  ist  (Nr.  215), 
dem  auch  die  gesuchte  Trilinearität  T  angehört.  Als  Konstituenten 
dieses  Büschels  wollen  wir  folgende  beiden  Trilinearitäten  nehmen; 
die  eine  T^  ist  bestimmt  durch  die  fünf  Tripel  AA'  A"j  .  .  .  EE' E" 
und  hat  FF'  zum  neutralen  Paare^  die  andere  Tg  soll  die  fünf  Tripel 
AÄ Ä\ . . .  DB'B",  FF'F"  enthalten  und  EE'  als  neutrales  Paar  haben. 
Beide  können  wir  nach  der  vorangehenden  Aufgabe  beliebig  vervoll- 
ständigen, haben  dann  zu  jedem  Elemente  eines  der  drei  Gebilde  die 
beiden  in  diesen  Trilinearitäten  zugehörigen  Projektivitäten  und 
können,  quadratisch,  die  beiden  gemeinsamen  Paare  entsprechender 
Elemente  konstruieren,  d.  h.  die  beiden  Paare,  welche  jenes  Element 
zu  Tripehi  der  Reihe  jRg,!  ergänzen;  oder  wenn  das  eine  Tripel  schon 
ganz  bekannt  ist,  so  kann  man  das  ergänzende  Paar  des  andern  linear 
konstruieren  (Nr.  215).  Wir  nehmen  z.  B.  das  Tripel  AA'A"  der  Reihe 
i^  j  und  konstruieren,  linear,  das  zweite  Tripel  AA\A"^  derselben, 
zu  welchem  A  gehört,  und  ebenso  das  zweite  Tripel  BJB^^B\,  zu 
welchem  B  gehört. 

Jetzt  bestimmen  wir  durch  die  sechs  TripeL4^'J.",...£'jE"-E'',  GG'G" 
eine  zweite  Reihe  B^  g  und  in  ihr  die  zweiten  Tripel,  zu  denen  A  und 
B  gehören:  AÄ^A"^,  BB'^B'^.  Weil  auch  diese  Reihe  i?^^  sich  in 
T  befindet,  so  gehören  aUe  diese  Tripel  zu  T  und  wir  haben  die 
Projektivitäten  zwischen  u    und  u",  welche  zu  A  und  B  gehören: 

A  A^  A^    /\  A  A^  A^  , 
BB^B^'  7\  B"B^"B^" . 

Damit  ist  unsere  Aufgabe  zurückgeführt  auf  die  in  Nr.  214 
behandelte,  bei  welcher  die  Trilinearität  durch  die  Projektivi- 
täten zwischen  zwei  der  Gebilde,  welche  zu  zwei  Elementen 
des  dritten  gehören,  und  ein  Tripel  bestimmt  wird^). 

Im  Anschluß  an  Nr.  210  erwähnen  wir  noch: 

Es  lieore  eine  Kurve  3.  Ordnuncr  vor:  mit  den  nicht  assoziierten 
neun  Punkten  CT,  ü',  U",  A,...  F-^  die  Tripel  aus  Z7,  C7',  U"  nach  diesen 
sechs  Punkten  bestimmen  (Nr.  213)  oc^  Trilinearitäten;  allen  ist  die 
Kurve  3.  Ordnung  als  Ort  von  Konkurrenzpunkten  von  Tripeln 
gemeinsam.  Wird  ein  siebentes  Tripel  mit  einem  Konkurrenzpunkte 
gegeben,  der  nicht  der  Kurve  angehört,  so  entsteht  die  durch  die 
Scheitel  vöUig  bestimmte  spezielle  Trilinearität,  bei  welcher  aUe  Tripel 
konkurrent  sind;  sie  gehört  also  zu  jenem  System  von  Trilinearitäten. 

Wenn  aber  die  neun  Punkte  ü,  .  .  .  F  assoziiert  sind,  so  ergeben 
sich  oo^  Trilinearitäten,  zu  jeder  Kurve  des  Büschels  oo^. 


1)  London,  Math.  Annalen,  Bd.  44,  S.  402. 
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§  3G.    Der  tetraedrale  Komplex  und  das  Problem  der  räumliclieii 

Projektivität^). 

237  Dies  Problem  besteht   darin,   wenn  im  Räume,   oder  besser, 

in  zwei  Räumen  A  und  JB,  zwei  Gruppen  von  gleich  vielen 
und  entsprechend  zugeordneten  Punkten  gegeben  sind,  kor- 
respondierende Geraden  a  und  5  aufzusuchen,  von  denen 
nach  ihnen  projektive  Ebenenbüschel  gehen.  Dazu  müssen 
wir  uns  zunächst  über  die  durch  Strahlen  erzeugten  Orter  etwas 
orientieren. 

Während  es  im  Räume  nur  cx)^  Punkte  und  oo'^  Ebenen  gibt, 
sind  oo*  Geraden  vorhanden:  zu  jedem  der  oo^  Strahlen  eines  Bündels 
oü^  Parallelen-  wenn  wir  also  bei  den  Punkten  und  Ebenen  nur 
Orter  1.  und  2.  Stufe  haben:  Kurven  und  Flächen  als  Orter  als 
Punkten,  Torsen  und  Flächen  als  Orter  von  Ebenen,  führen  die 
Strahlen  zu  Ortern  1.,  2.,  3.  Stufe:  Regelflächen,  Kongruenzen 
und  Komplexe,  welche  beiden  letzteren  Namen  durch  Plückers 
Liniengeometrie  eingeführt  worden  sind.  Sie  entstehen  durch  Strahlen, 
denen  3,  2,  1  Bedingungen  auferlegt  sind. 

Es  seien  vier  Punkte  A^,  A^^  A^^  A^  im  Räume  gegeben; 
gesucht  werden  solche  Geraden,  von  denen  nach  ihnen 
Ebenenwürfe  gehen,  die  ein  gegebenes  Doppelverhältnis 
haben  oder  die  einem  gegebenen  Wurfe  W=  diCL^a^d^  projektiv 
sind.  Damit  wird  den  Geraden  nur  eine  Bedingung  auferlegt,  sie 
müssen  daher  einen  Komplex  bilden,  mit  dem  wir  uns  zunächst 
beschäftigen  wollen. 

Neben  diese  Aufgabe  tritt  die  duale:  Es  sind  vier  Ebenen 
c^i,  «2,  «3,  a^  gegeben;  welches  ist  der  Komplex  der  Strahlen, 
die  von  diesen  Ebenen  in  Punktwürfen  von  gegebenem  Dop- 
pelverhältnisse geschnitten  werden? 

Steiner  hat  diese  Fragen  —  in  erster  Linie  die  letztere  —  im 
Anhange  der  Systematischen  Entwickelung  (1832)  in  Nr.  15^)  gestellt, 
freilich  in  der  Form,  daß  er  nach  der  Fläche  fragte,  welche  von  den 
Geraden  berührt  wird,  indem  er  vermutlich  des  Glaubens  war,  daß  in 
einer  dreifachen  Unendlichkeit  von  Strahlen  immer  der  Inbegriff  der 
Tangenten  einer  Fläche,  ein  „Tangentenkomplex",  vorliege;  was  nicht 
der  Fall  ist. 

Die  beiden  dualen  Fragen  können  in  eine  zusammengezogen 
werden  vermittelst  eines  von  Staudt^)  herrührenden  Satzes: 


1)  H.  Müller,  Math.  Annalen,  Bd.  1,  S.  413;  Sturm,  ebenda  Bd.  6,  S.  513, 
Bd.  15,  S.  407;  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie,  S.  199—201. 

2)  Gesammelte  Werke,  Bd.  1,  S.  442. 

3)  von  Staudt,  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage,  Nr.  35. 
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Sind  c^i,  «2,  «3?  «4  die  Ebenen  des  Tetraeders  A^^  A^^  Ä^,  Ä^ 
und  zwar  so,  daß  A^^  und  a^,  .  .  .  einander  gegenüberliegen, 
so  sind  bei  jeder  Gerade  a  die  beiden  Würfe  von  Ebenen 
und  Punkten 

a{A^,  A^,  A^,  A^)     und     «(a^,  a^,  «3,  aj 
projektiv. 

Wir  schneiden  den  ersten  Wurf  mit  A^^A^  und  projizieren  den 
zweiten  aus  A^A^  auf  A^A^.  Die  Schnitte  von  a(A^,  Ä^)  sind  er- 
sichtlich A^,  A^,  für  a(«i,  «2)  ^^^^  di®  projizierenden  Ebenen  «j,  a^ 
und  die  Projektionen  ^g?  ^i-  Femer  hat  die  projizierende  Ebene 
{A^A^,  aa^)  in  «3  dieselbe  Spurlinie  {A^,  aa^)  wie  die  Ebene  aA^-^ 
beide  schneiden  also  A^A2  in  dem  nämlichen  Punkte  51^,  und  ebenso 
schneiden  (A^A^^  aa^  und  a  J.3  in  dem  nämlichen  Punkte  ^3;  da- 
her ist: 

a{A^,  A^,  A^,  A^  7\  A^A^^^,     a(ai,  ce^,  ojg,  a^)  A  A^A^^^q-, 

da  aber  J-jJ^g^^s^^  A  -^g^^^l^^tg,  so  ergibt  sich  die  Behauptung.^) 

Gehören  also  A^,  A^,  A^,  A^  und  a^,  a^f  cc^,  a^  zu  demselben 
Tetraeder  als  gegenüberliegende  Elemente,  so  ergibt  sich 
in  beiden  Fällen,  wofern  es  sich  um  dasselbe  Doppelverhält- 
nis handelt,  der  nämliche  Komplex,  der  deshalb  tetraedraler 
Komplex  genannt  wird.  Er  wurde  von  Reye  in  der  ersten  Auflage 
der  Geometrie  der  Lage,  Abt.  11  (1868),  S.  117  zum  ersten  Male  be- 
handelt und  wird  auch  nach  ihm  benannt. 

Jedes  der  00**^  Tetraeder  des  Raumes  führt  zu  00^  tetraedralen 
Komplexen,  und  es  gibt  deren  c»^^. 

Weil  ein  Komplex  durch  00^  Strahlen  gebildet  wird,  so  werden 
die  doppelten  Bedingungen  für  einen  Strahl,  durch  einen  gegebenen 
Punkt  zu  gehen,  in  eine  gegebene  Ebene  zu  fallen,  von  00^  Strahlen 
des  Komplexes  erfüllt:  es  entsteht  der  Komplexkegel  des  Punktes, 
die  Komplexkurve  der  Ebene.  Wenn  ein  Komplex  algebraisch 
ist,  so  ist  die  Ordnung  seiner  Komplexkegel  der  Klasse 
seiner  Komplexkurven  gleich;  denn  beide  Zahlen  geben  an, 
wie  viele  Strahlen  des  Komplexes  einem  Strahlenbüschel  an- 
gehören, der  vom  Scheitel  des  Kegels  ausgeht  oder  in  der  Ebene 
der  Kurve  lieg-t.     Diese  Zahl  heißt  der  Grad  des  Komplexes. 

Bei  einer  Kongruenz  (von  00^  Strahlen)  werden  jene  dop- 
pelten Bedingungen  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Strahlen  erfüllt; 
diese    Zahlen    der    mit   einem   Punkt    oder    einer    Ebene    in- 


1)  Dreht  man  a  um  den  Punkt  A  =  aa^  in  der  Ebene  aÄ^  in  die  Schnitt- 
linie mit  a^,  so  ergibt  sich:  Wenn  ein  Dreieck  A^  A^  A^  ^  a^  a^ a^  gegeben 
ist  und  in  seiner  Ebene  ein  Punkt  A  und  ein  Strahl  a,  welche  inzi- 
dieren,  so  ist:  AiA^,  A^^  A^^  a)  7\  a{a^,  a^,  a^,  A). 
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zidenten  Strahlen  heißen  bei  einer  algebraischen  Kongruenz  die 
Ordnung  und  Klasse  (Bündelgrad,  Feldgrad)  derselben.  So  hat 
z.  B.  die  Kongruenz  der  Doppelsekanten  einer  kubischen  Raumkurve 
die  Ordnung  1  und  die  Klasse  3,  die  zu  ihr  duale  Kongruenz  der 
Schmiegungsaxen  dieser  Kurve  die  Ordnung  3  und  die  Klasse  1,  end- 
lich die  in  sich  duale  der  Schmiegungsstrahlen  (d.  i.  der  Strahlen 
durch  die  Punkte  der  Kurve  je  in  der  zugehörigen  Schmiegungsebene) 
die  Ordnung  und  Klasse  3. 

Zwei  Komplexe  von  den  Graden  n,  n  durchschneiden 
sich  in  einer  Kong-ruenz  von  der  Ordnung  und  der  Klasse 
nn,  wie  das  die  gemeinsamen  Kanten  der  beiden  Komplexkegel  aus 
einem  Punkte  und  die  gemeinsamen  Tangenten  der  Komplexkurven 
in  einer  Ebene  lehren. 

Der  Grad  des  tetraedralen  Komplexes  ist  2;  denn  der  Satz 
von  Nr.  224  lautet  auf  den  Bündel  übertragen:  Die  von  einem  Punkte 
0  ausgehenden  Strahlen,  welche  nach  A^^  A^y  A^j  A^  oder  nach 
0(^-1,  .  .  .,  A^  Ebenen  würfe  von  gegebenem  Doppel  Verhältnis  senden, 
erzeugen  einen  Kegel  2.  Grades,  und  in  der  Ebene  dualisiert:  Die 
Geraden  in  einer  Ebene  es,  welche  von  den  Ebenen  a^,  .  .  .,  a^  oder 
den  Geraden  G){oc^y  .  .  .;  a^  in  Punkt  würfen  von  jenem  Doppelverhält- 
nisse geschnitten  werden,  umhüllen  einen  Kegelschnitt. 

Der  tetraedrale  Komplex,  vom  Mannigfaltigkeitsgrade  13,  wie 
oben  gefunden,  ist  ein  sehr  spezieller  Komplex  2.  Grades;  der 
Grad  der  Mannigfaltigkeit  des  allgemeinen  ist  19.  Noch  spezieller 
—  vom  Grade  9  der  Mannigfaltigkeit  —  ist  der  Tangentenkomplex 
2.  Grades  einer  Fläche  2.  Grades. 

Die  Komplexkegel  des  tetraedralen  Komplexes  gehen 
alle  durch  die  vier  Ecken  A^^  .  .  .,  A^  des  Tetraeders,  die 
Komplexkurven  berühren  die  vier  Ebenen  a^,  .  .  .,  a^.  Daraus 
folgt,  daß  die  vier  Strahlenbündel  A^,  .  .  .  und  die  vier  Strah- 
lenfelder «1,  .  .  .  vollständig  zum  Komplexe  gehören.  In  der 
Tat,  die  Projektivität  des  Punktwurfes  auf  einem  Strahle  a  durch 
JLj  zu  W  wird  durch  Ausartung  erfüllt,  derartig,  daß  A^  und  a^  die 
singulären  Elemente  sind-,  während  die  Ebene  aA^  unbestimmt  wird 
und  in  der  Projektivität  a{A^,  A^,  A^  7\  d^a^^d^^  dem  a^  entsprechend 
konstruiert  werden  kann. 
238  Jede  Regelschar,  welche  einen  Strahl  a^  des  Komplexes 

enthält  und  deren  Trägerfläche  durch  die  Ecken  des  Tetra- 
eders geht,  gehört  ganz  zum  Komplexe.  Denn  sind  a^,  a^,  a^,  a^ 
die  durch  die  Ecken  gehenden  Geraden  der  Leitschar  und  a  eine  be- 
liebige Gerade  der  Regelschar,  so  ist: 

a{A^,  A^y  A^y  A^  =  aia^y  a/,  <,  a/)  A  ö^oK';  »2';  ^^y  (^^) 

~  «oCA;  Ay  Ay  A)  A    W. 
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Weil  durch  die  Ecken  und  a^  oo-  Flächen  2.  Grades  gehen,  a^ 
in  oo^  Lagen  gewählt  werden  kann,  aber  bei  einer  bestimmten 
Regelschar  jede  ihrer  oo^  Geraden  die  a^  sein  kann,  so  ergeben 
sich  oo^  +  ^~^,  also  oo*  im  Komplexe  enthaltene  Regelscharen 
dieser  Art. 

Ein  zweites  vierfach  unendKches  System  ergibt  sich  durch  den 
dualen  Satz:  Jede  Regelschar,  welche  einen  Strahl  a^  des 
Komplexes  enthält  und  deren  Trägerfläche  die  vier  Ebenen 
des  Tetraeders  berührt,  ist  ganz  im  Komplexe  enthalten. 

Zu  diesen  Regrelscharen  der  einen  oder  anderen  Art  crelancrt  man 
auch,  von  zwei  Strahlen  a^,  a^  des  Komplexes  ausgehend.  Die  Ebenen- 
büschel um  sie,  die  Punktreihen  auf  ihnen  sind  projektiv:  dadurch 
entstehen  zwei  Regelscharen,  und  die  ihnen  verbundenen,  in  denen 
«Q,  üq  sich  befinden,  gehören  dem  Komplexe  an,  und  zwar  bzw.  dem 
ersten,  zweiten  Systeme.  Die  Mannigfaltigkeit  c»^  ergibt  sich  hier 
als  oo2-3-2.i. 

Von  den  Leitscharen  dieser  im  Komplexe  enthaltenen  Regel- 
scharen befindet  sich  keine  in  ihm.  Sei  etwa  q  eine  Regelschar  aus 
dem  ersten  Systeme,  X  die  Leitschar;  wenn  diese  auch  dem  Komplexe 
angehörte,  so  würden  die  Würfe  der  Geraden  von  A  und  q,  welche 
durch  die  Ecken  gehen,  zu  W  und  zueinander  projektiv  sein,  also 
die  Schnittpunkte  A^,  A^,  A^,  A^  entsprechender  Geraden  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen  (Nr.  105)  und  demnach  in  einer  Ebene,  was 
nicht  der  Fall  ist.  Auch  gehört  jede  Gerade  /  des  Raumes  zu  oo^  Leit- 
scharen der  einen  oder  anderen  Art:  denn  es  gibt  oo^  Flächen 
2.  Grades  durch  die  gegebene  l  und  die  vier  Ecken;  und  unter  ihren 
Regelschareu,  zu  denen  l  gehört,  c»^,  bei  denen  der  Wurf  der  durch 
die  Ecken  gehenden  Geraden  zu  W  projektiv  ist. 

Wenn  eine  kubische  Raumkurve  durch  die  Ecken  des 
Tetraeders  geht  und  einen  Strahl  a^  des  Komplexes  zur 
Doppelsekante  hat,  so  gehören  alle  ihre  Doppelsekanten 
demselben  an;  weil  die  Kurve  aus  allen  durch  projektive  Ebenen- 
büschel projiziert  wird.  Es  gibt  oo^  kubische  Raumkurven,  welche 
durch  vier  gegebene  Punkte  gehen  und  eine  gegebene  Gerade  zweimal 
trefi'en  (Nr.  206).  Daher  ist  die  Mannigfaltigkeit  derartiger 
Kongruenzen    im    tetraedralen    Komplexe  oo^;    sie    ergibt    sich 

als    Oü3  +  2-2 

Andererseits  führen  auch  drei  beliebige  Strahlen  des  Komplexes, 
wegen  der  projektiven  Büschel,  zu  einer  kubischen  Raumkurve  und 
ihrer   Doppelsekanten-Kongruenz;   oo^  ergibt   sich   hier  als  oo^-^~^*^ 

Dual:  Wenn  eine  kubische  Raumkurve  die  vier  Ebenen 
des  Tetraeders  oskuliert  und  einen  Strahl  des  Komplexes 
zur  Schmiegungsaxe  (Nr.  204)  hat,  so  gehören  alle  ihre 
Schmiegungsaxen  zum  Komplexe. 


376  II.    §  36.  Das  Problem  der  räumlichen  Projektivität. 

Drei  beliebige  Strablen  des  Komplexes  bestimmen  eine  in  ihm 
enthaltene  Schmiegungsaxen-Kongruenz. 

Im  Komplexe  befinden  sich  ferner  sechs  Systeme  von 
oo^  Strahlennetzen;  ein  Strahlennetz  [u,v]  wird  von  allen  Strahlen 
gebildet,  welche  zwei  feste  Geraden  u,  v,  die  Leitgeraden  des  Netzes, 
treffen.  Zwei  Büschel  wie  {A^^  a^,  {A^,  a^  führen  zu  einem  solchen 
Netze,  wenn  aus  ihnen  zwei  Strahlen  a',  a'  als  Leitgeraden  genommen 
werden,  welche  A^A^  in  solchen  Punkten  W,  %"  begegnen,  daß 

WW'A,A,  A  W 

ist.  Denn  wenn  a  eine  tty  a'  treffende  Gerade  ist,  so  gehen  die 
Ebenen  a(A^,  A^)  durch  W,  51",  und  es  ist 

a(A„  A,,  A„  A,)  A  WW'A,A,  A  W. 

Jedes  Strahlennetz  enthält  oo^  Regelscharen,  nämlich  diejenigen 
der  oo^  durch  die  Leitgeraden  gehenden  Flächen  2.  Grades,  zu  welchen 
diese  Leitgeraden  nicht  gehören.  Auf  diese  Weise  erhält  der 
tetraedrale  Komplex  noch  sechs  weitere  Systeme  von  je 
oü*  Regelscbaren.  Jede  von  diesen  sendet  durch  zwei  Ecken  und 
in  die  gegenüberliegenden  Ebenen  Geraden. 
239  Der  Komplexkegel   für   einen  Punkt  A   in   einer   der  Tetraeder- 

ebenen, etwa  in  a^,  zerfällt,  weil  das  ganze  Strahlenfeld  in  a^  zum 
Komplexe  gehört,  in  den  Strahlenbüschel  (A,  a^)  und  einen  zweiten, 
der  durch  A^  geht,  weil  die  Ebene  des  ersteren  die  anderen  Ecken 
enthält.  Seine  Ebene  a  wird  folgendermaßen  bestimmt:  für  einen 
beliebigen  Strahl  dieses  Büschels  ist  a  die  Ebene  nach  A^;  also  gilt 
für  die  Spur  von  a  in  a^,  daß  A{aa^j  A^,  J.3,  A^  A  T^  ist;  daher 
ist  a  so  durch  AA^  zu  legen,  daß  AA^{a,  A^,  A^,  A^  A  W  ist. 
Damit  wird  jedem  Punkte  A  von  a^  eine  durch  ihn  gehende  Ebene 
a  des  Bündels  A^  eindeutig  zugeordnet. 

In  der  durch  A^  gehenden  Ebene  a  zerfällt  die  Komplexkurve 
in  den  Büschel  {A^,  a)  und  einen  zweiten,  der,  weil  jener  die  Ebenen 
0^2,  «3,  «4  berührt,  d.  h.  seinen  Scheitel  in  ihnen  hat,  den  seinigen  A 
in  a^  haben  muß.  Ein  beliebiger  Strahl  dieses  Büschels  lehrt,  wenn 
seine  Schnitte  mit  c^,  a^,  «3,  «4,  von  denen  A  der  mit  a^  ist,  aus  A^ 
auf  «1  projiziert  werden,  daß  auf  der  Spur  aa^  der  A  so  liegt,  daß 
aa^(^A,  «2?  ^3?  ^4)  A  ^^  ist.  Das  ist  genau  der  Punkt  A,  welchem 
oben  a  zugeordnet  wurde.     Denn  oben  war: 

A{aa^,  ^2,  Ay  A)  A   I^; 

für  diesen  Punkt  A  gilt  aber  (Nr.  237  Anm.)  auch: 

aa^{A,  «2,  «3,  «4)  7\  A{aa^,  A^,  A^,  A^  7\  W. 

Auch  der  Ebene  a  ist  der  Punkt  A  eindeutig  zugeordnet. 
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Und  wir  haben  eine  interessante  eindeutige  Verwandt- 
schaft zwischen  den  Punkten  eines  Feldes  und  den  Ebenen 
eines  Bündels  erhalten:  mit  durchweg  inzidenten  ent- 
sprechenden Elementen. 

Wir  wollen  diese  Verwandtschaft  noch  etwas  weiter  untersuchen. 
Es  bewege  sich  Ä  auf  einer  Gerade  a  in  a^,  also  von  einem  der 
Strahlen  a"  zum  andern,  und  demnach  perspektiv  zu  W  auf  A^A^. 
Dieser  wiederum  bewegt  sich,  weil  das  Doppelverhältnis  i^W A^A^ 
konstant  ist^  projektiv  zu  51'  und  daher  auch  zu  a .  Der  jeweilige 
Strahlenbüschel  des  Komplexes  aus  A  gehört  zum  Netze  [of',  a"];  sein 
Scheitel  A  liegt  auf  a\  die  Ebene  a  geht  durch  die  andere  Leit- 
gerade a\  sie  verbindet  also  entsprechende  Elemente  der  Puuktreihe 
auf  a  und  des  Strahlenbüschels  (.-Ij,  «g),  die  projektiv  sind,  oder, 
wenn  wir  jene  aus  A^  projizieren,  zweier  projektiven  Büschel  mit 
demselben  Scheitel  A^^  umhüllt  demnach  einen  Kegel  2.  Grades. 

Infolgedessen  nennen  wir  diese  Verwandtschaft  zwischen 
den  Punkten  eines  Feldes  a^  und  den  Ebenen  eines  Bündels  A^, 
in  der  den  Punkten  einer  Gerade  die  Tangentialebenen  eines 
Kegels  2.  Grades  korrespondieren,  quadratisch.  Da  ein  Ebenen- 
büschel in  A^  zwei  Ebenen  an  diesen  Kegel  sendet,  so  folgt,  daß  ihm 
im  Felde  «^  die  Punkte  eines  Kegelschnitts  korrespondieren,  den  man 
direkt  durch  die  duale  Betrachtung  erhalten  kann. 

Kommt  A  in  der  Ebene  a^  in  eine  der  Ecken,  etwa  A^^  so 
erweitert  sich  der  Büschel  [A^  a)  zum  Bündel  ^3?  ^®^  ^^^  A^  die 
Ebenen  durch  A^A^  angehören;  ebenso  entspricht  der  Ebene  «9  "^0^  A^ 
die  Gerade  a^a.2  =  A,^A^  von  a^.  Wir  erhalten  so  die  Hauptele- 
mente der  quadratischen  Verwandtschaft,  bei  denen  die  ein- 
deutige Korrespondenz  aufhört:  in  a^  die  Punkte  A^^  A^,  A^ 
denen  in  A^  die  ganzen  Ebenenbüschel  A^A^,  A^A^,  A^A^  entsprechen, 
in  A^  die  Ebenen  c^g?  ^3?  ^aj  denen  in  a^  die  ganzen  Geraden  «jC^g? 
«j^g,  a^u^  korrespondieren. 

Auf  die  quadratische  Verwandtschaft  einerseits  und  auf  die 
Eigenschaft  durchgängiger  Inzidenz  entsprechender  Elemente  anderer- 
seits kommen  w^*  zurück. 

Wir  haben  im  Komplexe  dreimal  vier  Systeme  von  je 
oü^  Strahlenbüscheln:  1.  die  eben  besprochenen  {A,  a)  mit  dem 
Scheitel  in  einer  Ebene  des  Tetraeders  und  der  Ebene  durch  die 
Gegenecke,  2.  die  Büschel  aus  den  Ecken  des  Tetraeders,  und  3.  die- 
jenigen in  seinen  Ebenen. 

Wenn  die  vier  Punkte  A^j  A^,  A..,  A^  in  einer  Ebene  «^  liegen, 
so  artet  der  tetraedrale  Komplex  in  den  Inbegriff  der  Geraden  aus, 
welche  den  Kegelschnitt  in  cCq  durch  A^,  Ao,  A^,  A^  treffen,  für 
dessen  Punkte  A  gilt:  A(A^,  A^,  A^,  A^  7\  W. 
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Weffen  der  Identität  der  vier  Ebenen  wird  die  andere  Erzeuffuns 
illusoriscli. 

Dual,  wenn  die  vier  Ebenen  a^^  «g,  «3,  cc^  durch  einen  Punkt 
Äq  gehen,  so  wird  er  durch  die  Tangenten  des  Kegels  2.  Grades  ge- 
bildet, dessen  Berührungsebenen  a  die  Bedingung:  «(«i,  0^2?  ^3?  ^4)  A  W 
erfüllen. 

Hier  allein  handelt  es  sich  um  Tangentenkomplexe,  aber  um 
solche  von  ausgearteten  Flächen  2.  Grades,  Kegelschnitten  als  aus- 
gearteten Flächen  2,  Klasse,  Kegeln  als  ausgearteten  Flächen  2.  Ordnung. 
240  Für  das  Problem  der  räumlichen  Projektivität  seien  in  A 

und  B  die  beiden  vierpunktigen  Gruppen: 


G 


B^B^B^B^ 


gegeben.  Jeder  Gerade,  etwa  h  in  5,  korrespondiert  in  A  ein 
tetraedraler  Komplex  von  Strahlen  a,  und  h  erweitert  sich 
selbst  zu  einem  tetraedralen  Komplexe,  dessen  sämtlichen 
Strahlen  jener  korrespondiert;  wir  nennen  diese  den  beiden 
Tetraedern  und  dem  nämlichen  Doppelverhältnisse  zugehörigen  Kom- 
plexe analog. 

Es  entstehen  so  zwei  „Büschel"  von  tetraedralen  Komplexen; 
gemeinsam  sind  den  Komplexen  eines  Büschels  die  Bündel  und  Felder 
der  Ecken  und  Ebenen  des  zugehörigen  Tetraeders.  Wir  können  sie 
als  projektiv  bezeichnen,  wobei  analoge  Komplexe  entsprechend  sind: 
die  Büschel  der  Komplexkegel  um  zwei  beliebige  Punkte  A,  B,  die 
Scharen  der  Komplexkurven  in  zwei  beliebigen  Ebenen  a^  ß  sind 
projektiv. 

Lassen  wir  A  und  B  in  0  zusammenfallen,  so  schneiden  sich 
entsprechende  Kegel  in  Strahlen  c,  die  sich  selbst  korrespondieren, 
also  projektive  Würfe  nach  den  beiden  Gruppen  von  G^  senden  (oder 
von  den  zugehörigen  Tetraederebenen  in  projektiven  Würfen  geschnitten 
werden).  Es  ergibt  sich  ein  Kegel  4.  Ordnung  von  Strahlen  c  und 
in  einer  Ebene  co  eine  Kurve  4.  Klasse,  also  ein  Komplex  4.  Grades. 

Die  Strahlen  c,  welche  nach  den  beiden  Gruppen  von 
(r^  projektive  Würfe  senden,  erzeugen  einen  Komplex  4.  Gra- 
des. Zu  ihm  gehören  die  Bündel  um  die  acht  Punkte  und 
die  Felder  in  den  acht  Ebenen  der  beiden  Tetraeder. 

Der  Büschel  von  tetraedralen  Komplexen,  der  zu  J.,,  J.^,  J.3,  J.^ 
gehört,  enthält  drei  zerfallende  Komplexe :  sie  bestehen  aus  zwei  Strahlen- 
gebüschen (speziellen  linearen  Komplexen),  deren  Strahlen  alle  eine  feste 
Gerade,  die  Axe,  treffen;  unsere  Paare  von  Strahlengebüschen  haben 
die  Axen  A^A^y  A^A^-^  A^s?  ^2^5  AA>  ^2^3?  ^^^  ergeben  sich  bei 
den  Doppelverhältnissen  1,  0,  c»,  analog  sind  ihnen,  ähnlich  wie  in 
Nr.  225,  die  gleichnamigen  Gebüsche-Paare  in  B.    Jede  zwei  analoge 
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Gebüsclie-Paare,  wie  [yij^g]?  [AA]  ^^^  [^1-^2]?  [^s^J  schneiden 
sich  in  vier  Strahlennetzen  [Ä^A^,B^B2],  [Ä^A^,B^B2],  [^i^2;^3-^4]; 
[A^Ä^,  B.^B^j  und  so  ergeben  sich  zwölf  im  Komplexe  4.  Gra- 
des der  Strahlen  c  befindliche  Strahlennetze. 

Nehmen  wir  aber  wiederum  an,  daß  A^  mit  B.^,  B^  mit  A^ 
identisch  sei,  so  gehört  zum  Komplex  4.  Grades  das  Gebüsche,  welches 
die  Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  zur  Axe  hat  und  zwei 
analogen  Gebüsche -Paaren  gemeinsam  ist;  es  bleibt  ein  Komplex 
3.  Grades,  und  für  jeden  Strahl  c  desselben  gilt: 

c{A^,  A,,  ^3,  B^)  7\  c{B^,  B^,  B.,,  A^)- 

woraus,  weil  cA^  und  cB.^  verschieden  sind,  folgt,  daß  die  Ebenen- 
paare c(yii,i?i;  ^2,  5^;  ylg.^g)  in  Involution  sind.  Also:  Alle 
Geraden,  welche  nach  drei  gegebenen  Punktepaaren  Ebenen- 
paare in  Involution  senden,  erzeugen  einen  Komplex 
3.  Grades \). 

Der  Kegel  3.  Ordnung  aus  einem  Punkte  gibt  den  analogen 
Satz  von  Nr.  225,  auf  den  Bündel  übertragen.  Zu  diesem  Kom- 
plexe gehören  die  sechs  Bündel  um  die  gegebenen  Punkte, 
die  Felder  in  den  acht  Ebenen  durch  drei  Punkte  aus  ver- 
schiedenen Paaren,  die  sechs  Strahlennetze  [A^A^^  B^B2], 
lAj^B.2j  B^A2],  .  .;  bei  einem  Strahle  eines  der  Bündel  kann  die  un- 
bestimmte Ebene  der  Involution  entsprechend  bestimmt  werden,  bei 
einem  Strahle  eines  der  Felder  ist  die  Involution  parabolisch,  und  bei 
den  Strahlen  der  Netze  handelt  es  sich  nur  um  zwei  Ebenenpaare. 

Jetzt  seien  zwei  fünfpunktige  Gruppen  gegeben:  241 

Wir  zerlegen  in  zwei  Gruppenpaare  G...,  G^.,  einer  Gerade  h  sind 
dann  bzw.  zwei  tetraedrale  Komplexe  zugeordnet.  Gemeinsam  ist 
ihnen  eine  Kongruenz  von  der  Ordnung  und  der  Klasse  4,  zu  welcher 
die  drei  Bündel  J^,  A^,  A.^  (Kongruenzen  von  der  Ordnung  1  und 
der  Klasse  0)  und  das  Feld  in  der  Ebene  A^A^A^  (eine  Kongmenz 
von  der  Ordnung  0  und  der  Klasse  1)  gehören;  es  bleibt  eine  Kon- 
gruenz von  der  Ordnung  1  und  der  Klasse  3  übrig. 

In  allen  FäUen  gilt  für  einen  Strahl  a,  der  beiden  Komplexen 
gemeinsam  ist: 

a(^i,  ^,  ^3,  A,)  7\  KAi  ^2;  ^3;  -^4), 

a{A,,  A,,  A,,  ^5)  A  h{B,,  B„  B„  B,). 
Bei  einem  Strahle  des  Bündels  A^  wird  die  Ebene  aA^  in   der  einen 


1)  Diesen    mir   1875    von   Voß    mitgeteilten   Satz    habe   ich   damals   in  der 
obigen  Weise  bewiesen. 
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Projektivität  eine  andere  sein,  als  in  der  andern;  ferner  bei  einem 
Strahle  des  Feldes  cCq=  Ä^A2Ä^  sind  beide  Projekti  vi  täten  ausgeartet: 
mit  der  singulären  Ebene  a^  im  Büschel  a  und  der  singulären  Ebene 
hB^y  bzw.  hB^  im  Büschel  h.  In  beiden  Fällen  handelt  es  sich  also 
um  verschiedene  Projektivitäten. 

Und  nur  für  einen  Strahl  a  der  restierenden  Kongruenz  (1,  3) 
sind  die  beiden  Projektivitäten  identisch,  weil  sie  in  drei  verschiedenen 
Paaren  entsprechender  Elemente  übereinstimmen.     Also  gilt: 

a{A„  A„  A„  A„  A,)  A  h{B„  B,,  B„  B„  B,). 

Demnach  korrespondieren  in  bezug  auf  G''  einem  Strahle 
h  die  Strahlen  a  einer  Kongruenz  (1,  3). 

Die  Ordnung  1  dieser  Kongruenz  ergibt  sich  auch  aus  dem  Satze 
von  Nr.  226,  wenn  er  von  den  Ebenen  auf  die  Bündel  um  einen  be- 
liebigen Punkt  Ä  und  um  einen  Punkt  B  auf  h  übertragen  wird. 

Seien  nun  a,  a ,  o!'  drei  Strahlen  unserer  Kongruenz,  so  erzeugen 
die  drei  projektiven  Ebenenbüschel  um  sie  eine  kubische  Raumkurve, 
welche  durch  A^,  .  .  .  A.^^  geht  und  jene  drei  Geraden  zu  Dopp elsekanten 
hat  (Nr.  201).  Die  Punktreihe  auf  ihr  wird  aber  aus  allen  ihren 
Doppelsekanten  durch  projektive  Ebenenbüschel  projiziert,  insbesondere 
also  die  Reihe  der  fünf  Punkte.  Folglich  gehören  alle  Doppelsekanten 
der  kubischen  Raumkurve  zu  unserer  Kongruenz  und,  da  sie  selbst 
eine  Kongruenz  (1,  3)  bilden,  so  sind  beide  Kongi-uenzen  identisch; 
denn  der  aus  einem  Punkte  kommende  Strahl  unserer  Kongruenz  ist 
immer  die  Doppelsekante  der  kubischen  Raumkurve,  die  durch  ihn  geht. 
Der  obige  Satz  präzisiert  sich  daher  in  folgenden: 

In  bezug  auf  G'""  korrespondiert  einer  Gerade  6  die  Kon- 
gruenz (1,  3)  der  Doppelsekanten  einer  durch  A^,  A^,  •  ■  ■  A^ 
gehenden  kubischen  Raumkurve^). 

Durch  die  fünf  Punkte  und  eine  Gerade  a,  welche  h  korrespon- 
diert, als  Doppelsekante  ist  die  kubische  Raumkurve  eindeutig  fest- 
gelegt (Nr.  206). 

Hält  man  B-^  fest,  und  läßt  A^  den  ganzen  Raum  A  durch- 
laufen, so  ergeben  sich  wiederum  die  oo^  Doppelsekanten-Kongruenzen 
von  kubischen  Raumkurven,  welche  in  dem  tetraedralen  Komplexe 
enthalten  sind,  der  der  Gerade  h  in  bezug  auf  G,^.  korrespondiert. 
Jeder  Punkt  A^  gibt  eine  besondere  kubische  Raumkurve,  weil  jede 
sich  nur  bei  demjenigen  Punkte  ergibt,  der  in  der  Projektivität  ihrer 
Punktreihe  zu  dem  Ebenenbüschel  &,  in  welcher  den  Punkten  A^,  A^, 

1)  Liegen  die  fünf  Punkte  A^,  .  .  .  Ar^  in  einer  Ebene  o:^,  so  korrespon- 
diert der  Gerade  h  der  Bündel  um  den  Punkt  31  in  a^,  für  welchen 

%{A,,...A,)T\h{B,,...B,). 

Ergänzt  zur   (1,  .S)   wird   dieser  Bündel   durch    das  dreifache  Strahlenfeld  in  a^. 
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Ä^y  A^  die  Ebenen  h{B^j  B^^  B.^,  B^  homolog  sind^  der  Ebene  hBr^ 
korrespondiert. 

Die  Gerade  h  m  B  erweitert  sich  zu  der  Doppelsekanten -Kon- 
gruenz derjenigen  kubischen  Raumkurve,  welche  durch  B^,  .  .  .  Br, 
geht  und  h  zur  Doppelsekante  hat. 

Diese  beiden  Doppelsekanten-Kongruenzen,  von  denen 
jeder  Strahl  der  einen  jedem  der  anderen  korrespondiert, 
können  wir  wiederum  analog  in  bezug  auf  G'^  nennen;  und  da  durch 
fünf  Punkte  cx)-  kubische  Raumkurven  gehen,  so  haben  wir  oo^ 
Paare  analoger  Kongruenzen. 

Es  ist  wohl  richtig,  daß  die  Ebenenwürfe,  durch  welche  vier 
Punkte  einer  kubischen  Raumkurve  aus  allen  Doppelsekanten  der- 
selben projiziert  werden,  dasselbe  Doppelverhältnis  haben;  aber  dieser 
Satz  darf,  wie  schon  in  Nr.  202  bemerkt,  nicht  umgekehrt  werden:  Die 
Axen  aller  Büschel  von  vier  Ebenen,  welche  durch  vier  gegebene  Punkte 
gehen  und  ein  gegebenes  Doppelverhältnis  haben,  sind  die  sämtlichen 
Dopp  elsekanten  einer  kubischen  Raumkurve.  Durch  diese  oo^  Dop- 
pelsekanten wird  der  Ort  der  Axen  gar  nicht  erschöpft  und  kann  es 
nicht  werden,  weil  den  Geraden  nur  eine  Bedingung  auferlegt  ist  und 
diese  durch  oo^  Geraden  erfüllt  wird:  wie  wir  wissen,  durch  die 
sämtlichen  Strahlen  eines  tetraedralen  Komplexes.  Auch  müßte  die 
kubische  Raumkurve  durch  die  gegebenen  Bedingungen  bestimmt 
sein;  es  liegen  aber  nur  10,  nicht  12  Bedingungen  für  sie  vor. 

Diese  falsche  Umkehrung  ist  in  Schröters  „Oberflächen  2.  Ord- 
nung und  Raumkurven  3.  Ordnung^',  S.  233  gemacht  worden;  und 
in  gleicher  Weise  ist  die  Antwort,  die  auf  Steiners  Frage  im 
Anhang  der  Systematischen  Entwickelung  Nr.  15  (Nr.  237)  in  Anm.  25 
des  Anhanors  des  ersten  Bandes  der  Gesammelten  Werke  Steiners 
(S.  527)  gegeben  worden  ist,  falsch,  wegen  der  unrichtigen  Mannig- 
faltigkeit mehr  falsch,  als  was  Steiner  irrtümlich  vermutet  hatt,e, 
der  doch  weniofstens  einen  Ort  von  oc'^  Strahlen  —  die  Tangenten 
einer  Fläche  —  annahm.  Dazu  kommt  noch  eine  andere  Ver- 
wechselung. 

Liegen,  statt  fünf  Punkten,  fünf  Ebenen  a^,  .  .  .,  a.^  vor,  und 
handelt  es  sich  um  die  Geraden  a,  welche  von  ihnen  in  Punktreihen 
geschnitten  werden,  die  einem  gegebenen  fünf  elementigen  Gebilde, 
etwa  b{B^,  .  .  .,  B.J  oder  h{ß^,  .  .  .,  z^-),  projektiv  sind,  so  ergibt  sich 
diesmal  nicht  dasselbe  Gebilde  (wie  der  in  sich  duale  tetraedrale  Kom- 
plex bei  vier  Punkten  oder  vier  Ebenen),  sondern  die  zur  Doppel- 
sekanten-Kongruenz einer  kubischen  Raumkurve  duale,  aber  von  ihr 
verschiedene  Kongruenz  der  Schmiegungsaxen  einer  kubischen  Raum- 
kurve, welche  die  fünf  Ebenen  «j,  .  .  .,  «5  oskuliert:  eine  Kongruenz 
1.  Klasse  3.  Ordnung. 
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In  Steiners  in  erster  Linie  und  ausfülirlicli  gestellter  Aufgabe 
sind  Ebenen  gegeben  und  nicht  Punkte;  wenn  nun  in  der  erwähnten 
Anm.  25  die  Doppelsekanten-Kongruenz  einer  kubischen  Raumkurve 
genannt  wird  als  Antwort  auf  die  St  ein  er  sehe  Frage,  so  ist  also 
erstens  der  Fall  von  vier  gegebenen  Elementen  mit  dem  von  fünf  ge- 
gebenen Elementen  verwechselt,  und  zweitens  der  von  gegebenen 
Ebenen  mit  dem  von  gegebenen  Punkten.^) 

Wenn: 

^5  «1^2  «3  «4  ^5 

ßlß2ßsßJ5 

gegeben  ist,  so  sind  immer  zwei  Kongruenzen  von  Schmiegungsaxen 
kubischer  Raum  kurven,  welche  a^,  .  .  .,  «g,  bzw.  ßi,  ■  -  .,  ß^  oskulieren, 
zueinander  analog. 
242  Kehren    wir    zu    zwei     fünfpunktigen    Gruppen    zurück.      Jedes 

der  beiden  Gruppenpaare  G,^.  und  6r^  führt  zu  einem  Komplexe 
4.  Grades  von  solchen  Geraden  c,  welche  je  nach  den  beiden  Gruppen 
des  betreffenden  Paares  projektive  Ebenenwürfe  senden.  Diese  Kom- 
plexe haben  gemeinsam  die  sechs  Strahlenbündel  ^j,  .  .  .,  i^g,  die 
Felder  in  Ä^Ä^Ä^,  B^B^B^,  die  drei  Strahlennetze  \A^Ä^,  -^1-^21 
[^^J-g,  B^B^y  [Ä^Ä^y  ^2^3]  ^^^  daher  außerdem  noch  eine  Kon- 
gruenz 7.  Ordnung  11.  Klasse.  Nur  bei  den  Strahlen  c  dieser  Kon- 
gruenz sind  die  beiden  Pr  ojekti  vi  täten  : 

c{Ä,y  Ä„  ^3,  Ä^)  A  c(J5„  B„  B,,  B^, 

<A,  Ay  A.  A)  A  c(B^,  B,y  B,,  B,) 

identisch,  weil  sie  in  drei  verschiedenen  Paaren  entsprechender  Ebenen 
übereinstimmen;  bei  den  Strahlen  der  genannten  Netze  stimmen  nur 
zwei  überein.     Also  gilt  für  jene  Strahlen: 

c{Ä„  A.,  A„  A„  A,)  A  c{B„  B„  B„  B„  B,). 

In  bezug  auf  G^  besteht  eine  Kongruenz  (7,  11),  deren 
Strahlen  c  nach  den  beiden  fünfpunktigen  Gruppen  projek- 
tive Ebenenbüschel  senden. 

Aus  jedem  der  zehn  Punkte  kommt  an  sie,  wegen  der  un- 
bestimmt werdenden  Ebene,  ein  Kegel  4.  Ordnung,  z.  B.  aus  Ä^ 
(oder  ^5)  derjenige  des  Komplexes  4.  Grades,  welcher  zu  (7^^.  gehört. 
In  der  Ebene  Ä^A^A^  befindet  sich  von  ihr  ein  Büschel  mit 
dem  Scheitel  im  Spurpunkt  von  B^^B^. 

Die  korrespondierenden  Strahlen  a,  h  in  einem  festen  Bündel  0 


1)  Diese  doppelt  unrichtige  Antwort  ist  in  dem  Abdruck  der  Systematischen 
Entwickelung  in  der  Sammlung:  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften,  Nr.  83, 
S.  161  unverbessert  wiedergegeben.     So  schleppen  sich  Fehler  weiter! 
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bilden  (Nr.  229)  eine  eindeutige  Verwandtschaft  5.  Grades;  die  sieben 
Strahlen  unserer  Kongruenz  durch  0  sind  die  sich  selbst  entsprechenden 
Strahlen  derselben  (Nr.  230). 

Wenn  wiederum  Ä^,  B^,  mit  B^,  A^  identisch  sind^  so  löst  sich 
von  dieser  Kongruenz  (7,  11)  ab  die  Kongruenz  (4,  4)  der  zu  (7^,. 
gehörigen  Strahlen  c,  welche  A^B^  treifen;  sie  besteht  aus  den  beiden 
Bündeln  A^,  B^  und  noch  einer  Kongruenz  (2,  4).  Es  bleibt  eine 
Kongruenz  (3,  7)^  für  deren  Strahlen  wieder  auf  Involution  ge- 
schlossen werden  kann: 

Die  Strahlen,  welche  nach  vier  gegebenen  Punktepaaren 
A^,  B^i  .  .  .,  A^.  B^  Ebenenpaare  in  Involution  senden,  bilden 
eine  Kongruenz  3.  Ordnung  7.  Klasse. 

Die  drei  Strahlen  dieser  Kongruenz  aus  einem  Punkte  führen, 
durch  Schnitt  der  Bündelfigur  mit  einer  Ebene,  zu  dem  Satze  in 
Nr.  230. 

Es  seien  nun  sechste  Punkte  hinzugefügt:  243 

B^B^B^B^^B^^Bq. 

Wir  konstruieren  die  kubische  Raumkurve,  deren  Doppelsekanten- 
Kongruenz  einer  gegebenen  Gerade  b  in  bezug  auf  G,^^  korrespondiert. 
Die  Punktreihe  auf  ihr  ist  dem  Ebenenbüschel  h  so  projektiv,  daß 
die  Punkte  J.^,  .  .  .,  J.,  den  Ebenen  b{B^,  .  .  .,  B-^)  entsprechen;  ist 
dann  auf  ihr  Aq  der  der  Ebene  IjBq  entsprechende  Punkt,  so  können 
in  bezug  auf  G^  der  h  nur  diejenigen  Doppelsekanten  a  der  Raum- 
kurve korrespondieren,  welche  der  einfachen  Sekante  A^Aq  begegnen, 
und  zwar  nicht  im  Punkte  A'q-^  denn  für  diese  aUein  ist 

üAlq  =  aA^Q. 

Diese  Doppelsekanten  bilden  eine  Regelschar  (Nr.  202),  und  ihre 
Trägerfläche  enthält  die  sechs  Punkte  A^,  .  .  .,  Aq. 

Also: 

In  bezug  auf  G^  korrespondiert  einer  Gerade  h  eine 
Regelschar     von     Geraden     a,     deren     Trägerfläche     durch 

Ay  '•  -,  A  geht. 

Andererseits  bestimmen  die  sechs  Punkte  B^,  .  .  .,  Bq  und  die 
Gerade  b  eine  Fläche  2.  Grades;  ist  &'  eine  Gerade  auf  ihr  aus  der- 
selben Regelschar  mit  b,  während  &/,  .  .  .,  Z>g'  die  durch  B^,  .  .  .,  B^ 
gehenden  Geraden  der  anderen  Schar  sind,  so  haben  wir: 

h\B„ . . . .,  Be)  =  V{h^, . . .,  h,')  -r\  Hh', . . ,  V)  Ä  6(^1,  ■  ■  •,  -Bs); 

also  erweitert  sich  b  wiederum  zu  einer  ganzen  Regel- 
schar, und  wir  erhalten  zwei  analoge  Regelscharen,  deren 
Trägerflächen  durch  die  Punktgruppen  gehen,    und  von  denen  jede 
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Gerade  der  einen  jeder  Geraden  der  anderen  korrespondiert. 
Es    ergeben   sich    oo^  Paare    analoger   Regelscharen. 

Wenn  die  Pnüktgrnppe  in  B  und  h,  in  A  aber  nur  die  Punkte  Ä^, 
A^,  A^,  A^  festgehalten  werden,  während  A^,  A^  sich  verändern,  so 
erhalten  wir  im  tetraedralen  Komplexe,  der  zu  h  in  bezug  auf 
6^^.  g^  gehört,  Regelscharen  aus  dem  ersten  Systeme,  aber  nur  oo^, 
nicht  oü^,  wie  die  Lagen  der  Punkte  A^,  A^  vermuten  lassen.  In 
der  Tat,  bei  jeder  Regelschar  des  Komplexes  aus  diesem  Systeme  ist 
die  Leitschar  zum  Büschel  h  so  projektiv,  daß  den  Geraden  a/,  . . .,  a^' 
durch  A^,  .  .  .,  A^  die  Ebenen  h{B^,  .  .  .,  B^)  entsprechen.  Sind  dann 
«5^,  ttQ  den  h(B^,  B^)  entsprechend)  so  kommt  bei  jedem  A^  auf  ag' 
und  Aq  auf  a^    dieselbe  Regelschar  zustande. 

Wird  auch  J..  festgehalten,  so  führen  die  verschiedenen  Lagen  von 
Aq  nur  zu  oü^~^  Regelscharen,  allen  Regelscharen  von  Doppelsekanten 
der  kubischen  Raumkurve,  welche  der  h  in  bezug  auf  6^^..  korrespondiert. 

Von  der  eindeutigen  Zuordnung  der  Regelscharen  durch 
G^{Ä)  und  G^{B)  ist  eine  Ausnahme  zu  verzeichnen.  Durch 
jede  dieser  Gruppen  geht  eine  kubische  Raumkurve  «/,  fc/ 
(Nr.  206). 

Einer  Doppelsekante  &  von  ^^^  entspricht  eine  Regelschar  51^, 
deren  Geraden  dann  allen  Doppelsekanten  von  h^  korrespon- 
dieren, welche  also  allen  Regelscharen  von  Doppelsekanten 
dieser  Kurve  analog  ist.  Ebenso  gibt  es  in  B  eine  ausgezeich- 
nete Regelschar  W,  deren  Geraden  allen  Doppelsekanten 
von  a^  korrespondieren. 

Die  Kurve  h^^  hat  sechs  analoge  Kurven  a/,  je  in  bezug  auf 
(t,.,  und  ebenso  seien  zu  a^^  analog  die  6/.  Weil  die  Doppel- 
sekanten-Kongruenz von  \^  und  die  Regelschar  W  auch  in  bezug  auf 
G,^.   analog  sind,   so  sind  die  Geraden   von  %^  Doppelsekanten 

aller  sechs  af  und  die  von  33^  Doppelsekanten  aller  h^,  die 
ihnen  verbundenen  Regelscharen  bestehen  demnach  aus  einfachen 
Sekanten  dieser  Kurven  und  mögen  deshalb  mit  W^,  W  bezeich- 
net werden.  Sie  werden  sich  später  als  analog  in  bezug  auf  G^ 
herausstellen. 
244  Wir  kommen  zu  zwei  siebenpunktigen  Gruppen: 

A  ^2  ^3  ^4  ^5  ^6  ^7  • 

Die  Leitschar  der  Regelschar,  welche  der  Gerade  h  in  bezug  auf 
G  ,rj.  korrespondiert,  ist  projektiv  zu  dem  Ebenenbüschel  hy  derartig, 
daß  ihren  durch  A^, .  .  .,  ^.g  gehenden  Geraden  a/,  .  .  .,  a^'  die  Ebenen 
h{B^y  .  .  .,  ^g)   entsprechen.     Entspricht  dann  in   dieser  Projektivität 
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der  Ebene  hB-  die  Gerade  a/  der  Leitschar,  so  ist  diejenige  Gerade 
«,  welche  aus  der  Regelschar  selbst  durch  die  Ebene  a-A-;  aus- 
geschnitten wird,  die  einzige  Gerade,  welche  der  h  in  bezug  auf  G' 
korrespondiert. 

In  bezug  auf  zwei  Gruppen  G^  von  je  sieben  Punkten 
korrespondiert  einer  Gerade  h  eindeutig  eine  Gerade  a- 
und  wir  haben  so  eine  eindeutige  Verwandtschaft  zweier 
Strahlen  räume  —  vielleicht  die  einzige  bekannte  neben  denjenigen, 
welche  durch  eine  Kollineation  oder  Korrelation  entstehen. 

In  bezug  auf  zwei  Gruppen 

c^i  .  .  .  «6 

haben  wir  ebenfalls  analoge  Regelscharen,  deren  Trägerflächen  die 
einen  und  die  anderen  Ebenen  berühren,  und  in  bezug  auf 

a^  .  .  .  a^ 

eindeutige  Zuordnung  der  Geraden  der  beiden  Räume. 

Unser  Ergebnis  sagt  auch  aus,  daß,  wenn  sieben  Punkte 
A^,  .  .  .y  A^  und  ein  siebenelementiges  Gebilde  S^  .  .  .  SBj  gegeben  sind, 
eine  Gerade  a  vorhanden  ist,  für  welche: 

a(A„  A,,  . . .,  A,)  7\  '^,^2  •••  ^7- 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  A^,  .  .  .,  Ar.^  allgemeine  Lage  im  Räume 
haben;  liegen  sie  z.  B.  alle  in  einer  Ebene,  so  ist  das  nicht  möglich: 
denn  es  gibt  in  dieser  keinen  Punkt  J.,  durch  den  ja  a  gehen  müßte, 
für  welchen 

A(A,,...,A,)T\  S3i  ...35,. 

Werden  noch  weitere  Punkte  zu  den  Gruppen  hinzu-  245 
gefügt,  so  ergeben  sich,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Punkte 
in  jeder  Gruppe  8,  9,  10,  11  beträgt,  zwei  Komplexe,  zwei 
Kongruenzen,  zwei  Regelflächen  mit  eindeutig  korrespon- 
dierender Strahlen,  eine  endliche  Anzahl  von  Paaren  korre- 
spondierenden Strahlen,  welche  bzw.  nach  der  einen  und  der 
anderen  Gruppe  projektive  Büschel  senden.  Ferner  entstehen 
in  allen  FäUen  noch  andere  Fragen,  z.  B.  bei  G^  nach  der  Kongruenz, 
den  Komplexen,  die  von  der  einer  h  korrespondierenden  Regelschar 
erzeugt  werden,  wenn  h  einen  Büschel,  einen  Bündel  oder  ein  Feld 
durchläuft. 

Wir  benutzen  zur  Erledigung  dieser  Fragen  die  Methoden  der 
abzählenden  Geometrie  und  verallgemeinern  zugleich  das  Pro- 
blem. Wir  nehmen  an,  es  seien  in  dem  einen  Räume  Ä;  +  3 
Punkte  A^,  .  .  .,  Aj^_^^  und  l  +  3  Ebenen  «j,  .  .  .,  a,+3,  und,  ihnen 

Sturm,  Greometr.  Verwandtschaften.    I.  25 
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homolog,  im  andern  B^,  .  .  .,  B^+sy  ßiy  •  •  •?  Ä  +  s  gegeben.  Wir 
wollen  (^^?)  die  Signatur  dieser  „Grundelemente"  nennen.  Es  sollen 
nun  solche  korrespondierende  Geraden  a,  h  aufgesucht 
werden,  daß  gleichzeitig  die  Ebenenbüschel 

77,         a(Ä,,  .  .  .,  ^,^3)     und     h(B,,  .  .  .,  75,^3) 

und  die  Punktreihen 

77^         a(a„  .  .  .,  a,^^)     und     6(ft,  .  .  .,  ß,^^) 

projektiv  sind^). 

Durch  diese  Doppel  -  Projektivitäten  77,^^  werden  den  beiden 
Geraden  a  und  h  insgesamt  Je  -\-  l  Bedingungen  auferlegt;  wenn  l 
oder  k  gleich  0  ist,  so  bildet  die  betreffende  Projektivität  keine  Be- 
dingung, es  ist  so,  als  wenn  die  zugehörigen  Grundelemente  gar 
nicht  vorhanden  wären.  Im  vorangehenden  haben  wir  uns  mit  den 
Signaturen  (1,  0),  (2,  0),  (3,  0),  (4,  0)  und  den  dualen  beschäftigt. 

Den  beiden  Geraden  können  im  ganzen  acht  Bedingungen  auf- 
erlegt werden,  also  noch  8  —  (A^  +  T)  weitere;  wir  werden  dann  eine  end- 
liche Anzahl  von  Paaren  a,  h  haben.  Als  solche  weiteren  Bedingungen 
nehmen  wir  reine  Lagenbedingungen  (Inzidenzen).  Die  Bedingungen, 
daß  h  eine  feste  Lage  habe,  bezeichnen  wir  mit  5^,  daß  sie  einem 
gegebenen  Strahlenbüschel  angehöre,  mit  h^,  daß  sie  durch  einen 
gegebenen  Punkt  gehe  oder  in  eine  gegebene  Ebene  falle  (einem 
gegebenen  Bündel  oder  Felde  angehöre),  mit  h^,  h^,  daß  sie  eine  ge- 
gebene Gerade  treffe  (einem  gegebenem  Strahlengebüsche  angehöre) 
mit  1)  ,  und  ähnlich  bei  a.  Diese  Bedingungen  6^,  &^,  h^  und  6^,  h^ 
werden  von  einer,  oo^,  oo^,  00^  Geraden  erfüllt  und  sind  daher  vier- 
fach, dreifach,  doppelt,  einfach.  Nebeneinander  in  Form  eines  Pro- 
duktes gestellte,  „mit  einander  multiplizierte"  Bedingungen  sollen 
zugleich  erfüllt  werden.  Indem  wir  im  vorangehenden  bei  (1,  0), 
(2,  0),  (3,  0),  (4,  0)  nach  dem  Komplexe,  der  Kongruenz,  der  Regel- 
lläche,  den  Geraden  fragten,  die  einer  festen  Gerade  h  korrespon- 
dieren, wurden  die  Lagenbedingungen  Ijfa/,  ^/%7  ^/^ei  ^/^g'i  ^/  l^i^i^iu- 
gefügt,  d.  h.  4  +  3,  4  +  2,  4  -f  1,  4  Bedingungen.  Aber  h -^  l  =  1 
bietet  nun  zwei  Fälle:  (1,  0),  (0,  1),  k  +  l --=  2  drei:  (2,  0),  (1,  1), 
(0,  2),  usw. 

Hinzuzufügende    Lagenbedingungen    sind    dann    folgende,    wobei 
solche,   die  sich   nur   durch   Vertauschung   der  Räume   unterscheiden, 
weggelassen  werden: 
k-\.l=l:  h^a/,  ]c-\-l  =  2:  h^a^,  h^a^,  h^a^-,  /j  +  Z  =  3:  h^a^,  h^a^,  h^a^-, 

]c  +  l==4:  hf,  h/t^,  \a^,  \a^,  h^a^,  l^a^-,  h  +  l  =  b:  h^,  \a^,  h,a^', 
1^-1  =  ^'  \,  K  ^^^;  ]c-j-l  =  l:  h^y, 

1)  Vgl.  Math.  Annalen,  Bd.  15,  S.  407,  wo  aber  k,  l  statt  /j -f  3,  Z-f-3 
stehen;  einer  Signatm-  {kT)  dort  entspricht  {k  —  3,  l  —  3)  hier. 
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während  bei  A*  +  Z  =  8  keine  Inzidenz  hinzugefügt  werden  kann.  Immer 
handelt  es  sich  um  die  endliche  Anzahl  der  Paare  ah.  Manche  Zahlen 
lassen  sich  doppelt  deuten,  z.  B.  die  Zahl  bei  Ä;  +  ?  =  3  und  h/i^  ist 
sowohl  Ordnung  der  Kongruenz  in  J,  welche  durch  die  den  Strahlen  h 
eines  Büschels  entsprechenden  Regelflächen  von  Strahlen  a  entsteht^  als 
Grad  des  Komplexes  in  jB,  der  durch  die  den  Strahlen  eines  Bündels 
in  A  korrespondierenden  Regelflächen  erzeugt  wird;  oder  h^a  bei 
h  -\-l  =  4:  führt  sowohl  zum  Grade  der  Regelfläche  in  J,  welche 
durch  die  den  Strahlen  eines  Büschels  in  B  korrespondierenden  Strahlen 
a  entsteht,  als  zum  Grade  des  Komplexes  in  B,  den  die  Strahlen  b 
erzeugen,  welche  den  Strahlen  eines  Gebüsches  in  A  korrespondieren. 
Bei  h  -\-l  =  b  führt  h.a-  zum  Grade  der  Reselfläche  von  Strahlen  a, 
welche  korrespondierende  b  (in  einfacher  Unendlichkeit)  in  einer  ge- 
gebenen Ebene  haben,  und  zur  Klasse  der  Kongruenz  von  Strahlen  bj 
welche  korrespondierende  a  (in  doppelter  Unendlichkeit)  in  einem 
gegebenen  Gebüsche  haben. 

Der  Leser  deute  in  ähnlicher  Weise  die  den  übrigen  Fällen  ent- 
sprechenden Zahlen. 

Um    zu    diesen    Zahlen    zu    gelangen,    wird    eine    Projektivitäts-  246 
bedingung  fallen   gelassen,   so   daß   nur   sieben   Bedingungen   bleiben, 
und  daher  sich  ein  einfach  unendliches  System  von  Paaren   von  a,  b 
und  zugehörigen  Doppel-Projektivitäten  77^,^  ergibt;   (Jd)  sei  die  Sig- 
natur der  verbleibenden  Projektivitäts-Bedingungen. 

In  diesem  einfach  unendlichen  System  führen  wir  fünf 
Zahlen  ein: 

1)  die  Zahl  ^  derjenigen  n^^pj  in  denen  die  Ebenenbüschel- 
Projektivität  17^  noch  zwei  weitere  entsprechenden  Ebenen  nach  ge- 
gebenen Punkten  sendet, 

2)  die  Zahl  9  derjenigen,  in  denen  zwei  weitere  entsprechende 
Punkte  der  Punktreihen-Projektivität  77^  in  gegebenen  Ebenen  liegen, 

3)  die  Zahl  co  der  77^^^  in  denen  77^  ausartet, 

4)  die  Zahl  6  der  77^  ,p,  in  denen  77^  ausartet, 

5)  die  Zahl  %  =  Xa  +  Xt,  ^^rin  Xa^  Xö  die  Zahl  der  77^^^  ist,  in 
denen  a  bzw.  h  eine  gegebene  Gerade  trifft. 

Eine  ausgeartete  Projektivität  hat  in  jedem  der  beiden  Gebilde 
ein  singuläres  Element,  dem  alle  Elemente  des  andern  entsprechen 
(Nr.  66).  Daraus  folgt,  daß,  wenn  in  einer  ausgearteten  77^  die  sin- 
gulare Ebene  ^^  des  einen  Büschels  nicht  durch  einen  der  gegebenen 
Bf  geht,  dann  die  singulare  Ebene  a^  durch  den  homologen  Ä.  gehen 
muß:  so  daß  von  zwei  homologen  Ä-,  B.  immer  einer  in  einer  singu- 
lären  Ebene  liegt.     Duales  gilt  für  eine  ausartende  77^^. 

Und  umgekehi-t,  wenn  die  beiden  singulären  Elemente  so  bestimmt 
sind,  so  ist  die  ausgeartete  Projektivität  festgelegt. 

25* 
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Die  beiden  Charakteristiken  a,  q  sind  gerade  unsere  gesuchten 
Zahlen  für  acht  Bedingungen,  und  zwar  ^  für  (k  -\-  1^  l)  und  q  für 
Qc,  ?  +  1);  so  daß  eine  Zahl,  die  zu  einer  Signatur  (Je,  l),  in  der 
h,  l'>  0  sind,  und  gewissen  Lagenbedingungen  gehört,  bei  (k  —  1,  ?), 
(Ji,  l  —  1)  und  denselben  Lagenbedingungen  als  fi,  v  sich  ergibt.  Daher 
erhalten   wir   viele  Zahlen   doppelt,   was  eine  wertvolle  Kontrolle  ist. 

Zwischen  den  fünf  Zahlen  /x,  (>,  co,  ö,  %  sollen  nunmehr 
zwei  Relationen  aufgestellt  werden,  vermittelst  deren  ^,  v, 
also  die  gesuchten  Zahlen,  berechnet  werden,  nachdem  die 
einfacher  zu  ermittelnden  co,  6,  x  direkt  bestimmt  sind. 

Es  liege  irgend  eins  der  einfach  unendlichen  Systeme  von  JT^  vor; 
ä,  h  seien  zwei  feste  Geraden,  auf  h  seien  die  festen  Punkte  B',  B" 
gelegt;  auf  ä  hingegen  werde  eine  Korrespondenz  betrachtet,  in  der 
zwei  Punkte  Ä,  Ä'  einander  zugeordnet  sind,  nach  denen  in  einer 
der  JJg  Ebenen  von  a  gehen,  die  in  77^  den  Ebenen  hB\  hB"  ent- 
sprechen. Wir  wissen,  die  Zahl  der  77^^^,  in  denen  entsprechende 
Ebenen  von  77^  nach  A\  B'  oder  nach  A',  B''  gehen,  ist  ^;  daher 
entsprechen  jedem  Punkte  A  ^  Punkte  A'  und  jedem  A'  ^  Punkte 
A\  Die  2  ^  Koinzidenzen  ergeben  sich  folgendermaßen.  Wenn  h 
die  h  trifft,  was  ^^-mal  geschieht,  so  sind  hB',  bB"  identisch,  also 
auch  die  ihnen  entsprechenden  Ebenen  und  daher  auch  A'  und  A'-^ 
wenn  hingegen  b  nicht  die  b  trifft,  so  sind  bB\  bB"  verschieden;  liegt 
daher  eine  allgemeine  77^  vor,  in  der  dann  auch  die  entsprechenden 
Ebenen  von  a  verschieden  sind,  so  muß,  wenn  sie  ä  in  demselben 
Punkte  schneiden,  a  die  ä  treffen,  was  ^^-mal  geschieht;  oder  aber  77^ 
artet  aus,  und  jenen  beiden  Ebenen  entspricht  die  singulare  Ebene 
und  schneidet  ä  in  demselben  Punkte  A  =  A\     Demnach  ist : 

Und  die  duale  Betrachtung,  in  welcher  zwei  Ebenen  a,  a'  durch 
ä  einander  zugeordnet  werden,  in  denen  die  Punkte  auf  a  liegen,  welche 
in  der  77^  einer  H^^  den  in  den  festen  Ebenen  /3',  ^"  durch  b  gelegenen 
Punkten  von  b  entsprechen,  führt  zu: 

2)  2p  =  e  +  ;(. 

Wir  ermitteln  nochmals  die  uns  schon  bekannte  Gradzahl  2 
des  Komplexes  der  a,  die  einer  festen  Gerade  b  für  (1,  0)  oder  (0,  1) 
korrespondieren,  so  daß  b^a^  die  Lagenbedingung  ist.  Der  Büschel 
von  a^  sei  (J.,  «.)     Wir  haben  daher  auf  (00)  zurückzugehen. 

roo^     ^^  ^^  ^^  ^^  ^^  ^^ 

b  ist  fest,  kann  also   nicht  b  treffen,  a  bewegt  sich  in  (A,  a),  trifft 
demnach  einmal  ä;  folglich  Xt^  ^y  Xa^  ^j  X  =  ^- 
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In  einer  ausgearteten  77^  muß  die  singulare  Ebene  a,^  von  h  min- 
destens durch  einen  der  B^  gehen,  weil  sonst  6^  durch  alle  drei 
A^  und  durch  den  Scheitel  A  gehen  müßte;  aber  weil  ^^  durch  die  feste 
h  geht,  kann  sie  nur  durch  einen  B^  gehen;  die  a^  muß  dann  durch 
die  nicht  homologen  ^.  und  A  gehen,  ist  dadurch  eindeutig  bestimmt, 
scheidet  aus  {A,  a)  eindeutig  den  a  aus;  und  die  JJ^ ^^  mit  ausgearteter 
77^  ist  vollständig  bestimmt,  da  diese  durch  die  singulären  Ebenen 
festgelegt  ist,  während  77^  durch  die  drei  Paare  entsprechender  Ele- 
mente bestimmt  wird.     Wir  haben  die  drei  Kombinationen: 

a,  =  hB^,  ^„  =  Ä.A^A-,  0^  =  hB^,  a^  =  A^A^A;  6,=  hB^,6^=^  A^A.A-, 

Daher  ist  w  =  3,  und  die  duale  Betrachtung  gibt:  6  =  3.  Daraus 
folgt,  vermöge  der  Formeln  1),  2): 

a  =  Q  =  2. 

Bei  der  Berechnung  der  w  und  6  haben  sich  die  auf  die  aus-  24' 
geartete  Projektivität  bezüglichen  Bedingungen  auch  in  Inzidenzen 
verwandelt,  die  andere  Projektivität  aber  ist  noch  allgemein  geblieben 
und  würde,  wenn  nun  weiter  gegangen  wird,  die  Betrachtung  erschweren. 
Wir  lassen  daher  eine  weitere  Vereinfachung  eintreten  und  dazu  noch 
eine  weitere  Projektivitäts- Bedingung  fallen,  so  daß  die  verbliebenen 
Projektivitäts- Bedingungen  und  die  Inzidenzen  sechs  Bedingungen  dar- 
stellen, also  ein  doppelt  unendliches  System  von  U^^  vorliegt. 
Dasselbe  enthält  zwei  einfach  unendliche  Systeme,  in  denen 
durchweg  77^  oder  durchweg  77^  ausgeartet  ist;  nennen  wir  diese 
Systeme  ^',  U".  In  beiden  Systemen  befinden  sich  die  77^^^ 
des  doppelt  unendlichen  Systems,  in  denen  77^  und  77^  aus- 
geartet sind;  ihre  Anzahl  sei  r. 

W^ir  führen  in  jedem  der  beiden  Systeme  nur  eine  Charakteristik 
ein,  diejenige,  die  zur  nicht  ausgearteten  Projektivität  gehört,  q'  bei  Z", 
die  angibt,  wie  oft  zwei  entsprechende  Punkte  von  77^  in  weitere  ge- 
gebene Ebenen  fallen,  und  die  Zahl  /a"  bei  Z":  Xa^  Xb\  l\  lä  U  y  l 
mögen  analoge  Bedeutungen  haben,  wie  oben  ;c^,  ^b^  x- 

Eine  ähnliche  Betrachtung,  wie  die,  welche  oben  zu  1)  führte, 
gibt  auf  X"  angewandt: 

3)  2i,"=x  +  x, 
und  die  duale  Betrachtung  gibt  für  Z': 

4)  2q'=x  +  x- 

Eine  zweite  Formel  erhält  man  nicht;  denn  da  z.  B.  in  Z"  alle 
77^  ausgeartet  sind,  so  fallen  die  Punkte  A\  A'\  welche  in  die  ä  durch 
die  Ebenen  von  a,  die  den  hB,  hB"  entsprechen,  d.  i.  beidemal  die 
singulare  Ebene  6^,  eingeschnitten  werden,  immer  zusammen;  und  es 
entsteht  keine  Korrespondenz. 
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Die  Zahlen  r,  %\  %  werden  direkt  ermittelt  und  darauf  vermittelst 
3)  und  4)  die  q  ,  \i'  berechnet.  Es  ist  dann  q  für  i^l)  die  Ausartungs- 
zahl 03  für  {k,  ?  +  1)  und  yi'  für  (/.:Z)  ist  ö  für  (/»;  +  1^  l).  Demnach 
erhält  man  die  a  für  die  Signaturen  mit  Z  =  0,  die  Q  für  diejenigen 
mit  /f  ==  0  nicht  und  muß  sie  direkt  ermitteln. 

Für  die  Ermittelung  der  %  braucht  man  bisweilen  den  Satz,  daß 
es  in  einer  Kongruenz  (m,  w)  stets  m  -f  n  Geraden  gibt,  welche  zwei 
gegebene  Geraden  2^,  g  schneiden.  In  der  Tat,  die  bloß^  schneidenden 
bilden  eine  Regelfläche  (m  -f  ^0*^^  Grades,  weil  p  ?w- fache  Leitgerade 
ist,  da  von  jedem  Punkte  auf  ihr  m  Erzeugende  ausgehen,  und  in 
jeder  Ebene  durch  _p  noch  n  Erzeugende  liegen,  so  daß  der  volle 
Schnitt  einer  solchen  Ebene  (m  +  w)*'^'"  Ordnung  ist.  Die  zweite  Gerade 
q  begegnet  daher  m  -^  n  Erzeugenden  dieser  Regelfläche  ^). 
248  Bei  1^1  =  2  mit  den  drei  Signaturen  (20),  (11),  (02)  hatten  wir 

die  Lagenbedingungen:  h^a  ,  ^/«g,  ^s^t-    ^i^  gehen  auf  (00)  zurück  und 
nehmen  zunächst  h^a    vor.    Der  Punkt  von  a  sei  %.    Wir  ermitteln  t. 

h  ist  fest,  also  muß  <?^  nach  einem  der  J5-,  etwa  B^  gehen,  Sf^ 
(der  singulare  Punkt)  in  einer  der  ß-  liegen,  etwa  /S^;  dann  ist  6^  die 
Ebene  ^Ä^Ä^,  S^  muß  auf  «g^^s  liegen,  und  a  ist  der  Strahl  aus  H 
in  6^,  der  a^cc^  trifft.     Wir  erhalten  neun  Kombinationen,  also  t  =  9. 

Weil  h  fest  ist,  so  ist  x^'  =  yJJ  =  0.  Da  in  den  TJ^  ^  von  21'  die  sin- 
gulare Ebene  c?^  nur  hB^,  1)B^  oder  hB^  sein  kann,  also  a^  nur  %A^ä^, 
%A^A^y  %A^A^,  so  muß  a  einem  der  drei  Büschel  (%j%A^A^^  ,  .  . 
angehören,  und  jeder  enthält  eine  ä  treffende  Gerade;  daher  ;k„'=3. 
In  den  U^^  von  Z''  ist  singulärer  Punkt  S^^  hß^y  hß^  oder  hß^,  also 
muß  S^  auf  cc^^sy  ^s^i?  ^1^2  liegen;  und  es  gibt  aus  %  je  einen  Strahl 
der  ä  und  eine  dieser  Geraden  trifft;  folglich  %„' =  ^-  Demnach 
X  ==  x"  =  3.     Folglich,  wegen  3)  und  4) :  fi"  ==  q'  =  6. 

Also  haben  wir:  gj  =  6  bei  (10),  0  =  6  bei  (Ol). 

Es  fehlt  noch  co  für  (10),  6  für  (Ol). 

Wenn  bei  (10)  6,^  durch  h  und  B^  ginge,  so  müßte  ö^  durch 
A^j  A2,  A^  und  51  gehen,  also  co  =  0.  Wenn  bei  (Ol)  S^^  auf  h  und 
ß^  liegt,  so  muß  S^  auf  a^,  c^s,  «4  liegen;  also  ist  a  die  Gerade  von 
51  nach  a^a^cc^:  daher  ist  ö  ==  4. 

Wegen  der  festen  h  ist  Xh=  0  in  beiden  Signaturen. 

Dem  1)  korrespondiert  in  bezug  auf  (10)  und  (Ol)  ein  tetraedraler 
Komplex,  von  dessen  Kegel  aus  51  zwei  Geraden  die  ä  treffen,   daher 


1)  Dieser  Beweis  ist  insofern  weniger  gut,  als  er  sich  auf  das  Prinzip  der 
speziellen  Lage  stützt;  in  speziellen  Fällen  (z.  B.  Nr.  257)  wird  man  wohl  einen 
bessern  geben  können,  indem  gezeigt  wird,  daß  eine  beliebige  Gerade  von 
m  +  >*  Erzeugenden  geschnitten  wird.  Für  den  allgemeinen  Fall  ist  mir  keiner 
bekannt,  und  ich  sehe  auch  nicht  recht,  wie  ein  solcher  möglich  ist;  es  hat 
wohl  auch  noch  niemand  an  der  Richtigkeit  des  Ergebnisses  gezweifelt.  Vgl. 
Archiv  der  Math,  und  Phys.,  3.  Reihe,  Bd.  12,  S.  116. 
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ist  ;ta  =  2.     Demnach  haben   wir  folgende  Tabelle,    in  deren  letzten 
Kolonnen  die  vermittelst  1),  2)  berechneten  ^,  q  stehen: 


^/''p 

OJ 

e 

Xö 

la         l 

tt 

(> 

(10) 

0 

i) 

0 

2       2 

1 

4 

(Ol) 

6 

4 

0 

2       2 

;   4 

3: 

daher  ist  die  gesuchte  Zahl  für  (20),  (11),  (Ol)  bzw.  1,  4,  3,  wobei 
die  4  sich  doppelt  ergeben  hat,  als  q  bei  (10),  als  \i  bei  (Ol). 

Die  Ordnung  der  Kongruenz,  welche  der  festen  Gerade 
h  in  bezug  auf  (20),  (11),  (02)  korrespondiert,  ist  1,  4,  3.  Die 
Ordnungen  1,  3  sind  uns  schon  bekannt. 

Es  ist  ersichtlich,  daß  was  bei  l^a^  für  (20),  (11),  (02)  gut, 
bei  h^a,  für  (02),  (11),  (20)  gilt. 

Folglich  sind  die  Klassen  der  eben  genannten  Kon- 
gruenzen 3,  4,  1. 

Neu  ist,  daß  in  bezug  auf  (11)  einer  Gerade  eine  Kon- 
gruenz (4,  4)   korrespondiert. 

Wir  wollen  nun  wissen,  welchen  Komplex  diese  Kongruenz  be- 
schreibt, wenn  h  durch  einen  Strahlenbüschel  sich  bewegt;  die  Lagen- 
bedingung ist  hß^.  Die  beiden  Strahlenbüschel  dieser  Bedingung  seien 
(jB,  /3),  (J.,  «).     Wir  berechnen  wiederum  zuerst  t  für  (00). 

Es  gehe  (J^  durch  B^^  B.^  und  B^  wodurch  sie  und  1)  in  (5,  ß) 
bestimmt  sind;  (3^  geht  durch  A^  und  A.  5^  sei  hß^y  dann  liegt  S^ 
auf  «2^3,  und  a  ist  bestimmt  als  Strahl  von  {A,  a),  welcher  cc^a^ 
trifft;  6^  ist  (a,  A..).  Dies  führt  zu  neun  Kombinationen,  und  da  hier 
auch   (?^   durch   zwei  Punkte   A-  gehen   kann,   so  haben  wir:   r  =  18. 

Es  gibt  einen  Strahl  in  {B,  /3),  welcher  h  trifft;  es  gehe  (J^  von 
ihm  nach  B^,  6^  ist  A^A.^^A  und  schneidet  in  (^,  a)  den  a  ein;  also 
ist  i^  ==  3,  ebenso  yj'  =  3  und  weil  Gleichartigkeit  der  Räume  herrscht, 
auch  %/=  la'  =  3.  Also  a"  =  Q  =  12.  Demnach  ist  w  =  12  für  (Ol) 
und  d  =  12  für  (10). 

Bei  (10)  gibt  es  in  (B,  ß)  sechs  Strahlen  &,  welche  eine  Ver- 
bindungslinie zweier  B^  treffen,  der  zugehörige  a  in  (A,  a)  trifft  die 
Verbindungslinie  der  nicht  homologen  A.:  also  ist  «  =  6;  und  ebenso 
Ö  =  6  bei  (Ol). 

Ferner  Xa^  Xb=  '^'i  denn  z.  B.  in  [B,  ß)  gibt  es  einen  h  treffenden 
Strahl,  dem  dann  in  bezug  auf  (10)  oder  (Ol)  ein  tetraedraler  Kom- 
plex korrespondiert,  von  dem  zwei  Strahlen  in  (A,  a)  fallen.     Daher: 


h^s 

C3 

d 

%b        %a 

%      ' 

^ 

Q 

(10) 

6 

12 

2       2 

4      1 

5 

8 

(Ol) 

12 

6 

2       2 

4      i 

8 

5 
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Bei  (20),  (11),  (02)  erzeugt,  wenn  ein  Strahl  einen  Büschel 
durchläuft,  die  korrespondierende  Kongruenz  (1,  3),  (4,  4)^ 
(3,  1)  einen  Komplex  vom  Grade  5,  8,  5. 

Der    Grad    5    des    ersten    Komplexes   ist    der    Grad    5    der   ein- 
deutigen  Verwandtschaft    bei    zwei    fünfpunktigen    Gruppen    in    zwei 
Ebenen    (Nr.    229);    wir    projizieren    aus     den   Punkten    Ä    und    B 
auf  diese. 
249  Wir  gehen   zu   /v  +  Z  =  3   über,   wo   es  sich  um  h^a^,  h^a^y  h^a^ 

handelt.     Bei  l^a^  sei  a  die  Gerade  der  Bedingung  a^: 


T 

%b 

%a 

fr 

Xb 

fr 

la 

Q 

rr 

(10) 

12 

0 

4 

0 

12 

8 

12 

(Ol) 

12 

0 

12 

0 

4 

12 

8 

X^  ist,  nach  dem  obigen  Satze  über  die  Anzahl  der  zwei  Geraden  — 
hier  ä  und  a  —  treffenden  Strahlen  einer  Kongruenz,  die  Summe  der 
Zahlen  o  bei  h^a^  und  bei  ö^a^;  da  wir  (in  Nr.  248)  die  Tabelle  für 
h^a^  nicht  hingeschrieben  haben,  so  ersetzen  wir  das  letztere  dieser 
CO  durch  das  ebenso  große  0  für  h^a^  bei  der  andern  (dualen)  Signatur. 
Also  ist  ;c/=  0  +  4  bei  (10),  6  +  6  bei  (Ol).  Ähnlich  ist  x^'  gleich 
der  Summe  von  6  bei  der  Signatur  selbst  und  von  o  bei  der  andern. 


beidemal  für  6^«^,.     Daher: 

h 

% 

03 

0 

%b 

la 

.- 

Q 

(20) 

0* 

12 

0 

4 

2 

8 

(11) 

8 

8 

0 

8 

8 

8 

(02) 

12 

0* 

0 

4 

8 

2 

Die  gesternten  co,  ö  sind  direkt  ermittelt,  die  andern  ergeben 
sich  aus  q\  yi!'  der  obigen  Tabelle;  x^  ist  Summe  der  Ordnung  und 
Klasse  1,  3;  4,  4;  3,  1  der  Kongruenzen,  welche  dem  festen  &  in  bezug 
auf  diese  Signaturen  korrespondieren. 

Folglich  korrespondiert,  in  bezug  auf  (30),  (21),  (12),  (03), 
einer   festen    Gerade   eine   Regelfläche   vom   Grade  2,  8,  8,  2. 

Zweitens,  in   h^a     sei   (^,  /3)   der  Büschel  von  ?>^,  %,   der  Punkt 


von  a_. 

T 

Ib 

la 

Ib 

n 
la 

fr 

IL 

(10) 

18 

0 

6 

6 

12 

12 

18 

(Ol) 

30 

6 

12 

4 

6 

24 

20 

Ib,  Ib'  sind  G9,  e  bei  &^a^,  x^,  xä  sind  «,  Ö  bei  l^a^  (in  Nr.  248); 
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denn  die  Inzidenz  mit  h  macht  h  fest,  die  mit  a  verweist  a  in  einen 
Büschel. 


^ 

% 

G) 

d 

Xö 

Xa 

/i 

Q 

(20) 

0* 

18 

1 

5 

3 

12 

(11) 

12 

20 

4 

8 

12 

16 

(02) 

24 

10* 

3 

5 

16 

9 

hierin  sind  Xby  Xa  ^^®  Ordnung  der  Kongruenz,  die  der  fest  gewordenen 
h  korrespondiert,  der  Grad  des  Komplexes^  der  einem  Büschel  von  a 
entspricht. 

Was  für  h^a-j,  und  (30),  (21),  (12),  (03)  gilt,  gilt  für  h,a,  und 
(03),  (12),  (21),  (30). 

Daher  entspricht,  in  bezug  auf  (30),  (21),  (12),  (03),  einem 
Strahlenbüschel  eine  Kongruenz  (3,9),  (12,16),  (16,12),  (9,3). 
Daraus  folgt,  daß,  wenn  in  dem  einen  Raum  der  Strahl  einen 
Bündel  oder  ein  Feld  durchläuft,  durch  die  jeweilige  kor- 
respondierende Regelfläche  ein  Komplex  vom  Grade  3,  12, 
16,  9,  bzw.  9,  16,  12,  3  entsteht. 

Der  reichhaltigste  Fall  ist  der  nächste:  Ä;  +  Z  =  4,  wo  die  Inzi-  250 
denzbedingungen  sind:  b.,  ha     h  a^,  h  a^. 


P    ^^s^^g' 


P    P^ 


P    e 


1) 

(20) 

■      (11) 
(02) 

hier  sind  x^,  x^ 
z^x  ersehen. 


0 

8 

12 


12 

8 
0 


die  Gj,   6   bei  ?>.a„:   daß  die  t  null  sind,  ist  leicht 


V"V5 


(30) 
(21) 
(12) 
(03) 


(0 

0* 
0 
4 
6 


Xb 
0 
0 
0 
0 


X^  ist  der  Grad  der  Regelfläche,  die  einer  festen  Gerade  korrespondiert. 
In  bezug  auf  (40),  (31),  {22),  (13),  (04)  korrespondieren 
einer  Gerade  des  einen  Raums  1,  4,  6,  4,  1  Geraden  im  andern. 
Die  eindeutige  Verwandtschaft  bei  (40)  und  (04)  haben  wir  schon 
gefunden. 
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2)  Bei  b^a^  haben  wir  den  Büschel  (B,  ß)  und  die  Gerade  a. 


^s% 

r 

Xö 

Xa 

Xb 

xä 

9' 

(20) 

30 

0 

10 

12 

42 

20 

42 

(11) 

48 

8 

32 

8 

32 

44 

44 

(02) 

30 

12 

42 

0 

10 

42 

20 

Xbf  Xb  sind  09,  ö  für  &^a^-,  ;^^'  (wo  wieder  d  und  a  zu  treffen  sind) 
ist  die  Summe  von  m  für  die  Signatur  selbst  und  von  0  für  die  duale, 
beidemal  bei  h^a^  und  i^'  die  von  0  für  die  Signatur  selbst  und  co 
für  die  duale,  wieder  bei  b^a  . 


^ 

«. 

ö   0 

Xb 

Za 

/^ 

Q 

(30) 

0*  42 

2 

12 

7 

28 

(21) 

20   44 

8 

28 

28 

40 

(12) 

44   20 

8 

28 

40 

28 

(03) 

42   0* 

2 

12 

28 

7 

;^j  ist  der  Grad  der  Regelfläche,  die  einer  Gerade  &  korrespondiert; 
'l^  ist  Summe  der  Ordnung  und  Klasse  der  Kongruenz,  welche  einem 
Strahlenbüschel  entspricht. 

Demnach  erzeugen  die  Geraden,  die  den  Strahlen  eines 
Büschels  korrespondieren,  bei  (40),  (31),  i^"^),  (13),  (04)  eine 
Regelfläche  vom  Grade  7,  28,  40,  28,  7;  dies  ist  zugleich  der 
Grad  des  Komplexes,  der  einem  Strahlengebüsche  korres- 
pondiert. 

3) 


(20) 

(11) 
(02) 


0 
36 
60 


Xb 

0 
12 
24 


0 
12 
24 


ff 

Xb 

6 

18 
20 


Xa 

6 

18 
20 


0 
30 
54 


18 
38 
40 


<iie  Xbi  Xa    sin<i   ^ie   C3,  die  x^',  %^'  die   6  bei  h^a^  (oder  afi^\  denn 
z.  B.  h  scheidet  aus  dem  Bündel  33  (von  1)^  einen  Büschel  aus. 


(30) 
(21) 
(12) 
(03) 


CO 

0* 

0 
30 
54 


e 

18 
38 
40 
20* 


Xb 

3 

12 
16 

9 


Xa 

3 

12 

16 

9 


3 

12 
31 
36 


Q 

12 

31 
36 

19 


darin  ist  %j  =  x^  die  Ordnung  der  Kongruenz,  welche  einem  Strahlen- 
büschel korrespondiert. 
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4) 


T 

Ib 

la 

ir 

Xb 

Xa' 

(20) 

30 

10 

0 

24 

18 

20 

36 

(11) 

52 

20 

12 

12 

20 

42 

42 

(02) 

30 

18 

24 

0 

10 

36 

20: 

Xbi  %h     si^^   ^j   ^   ^®i   ^i^ej   <^^®^  ^7  ^^  ^®i  ^,öfp  und  der  dualen  Sig- 
natur; xly  la'  sind  (o,  6  bei  h^a^  (oder  ^^a^). 


G9 

ä 

Xb 

Xa 

i^ 

9 

(30) 

0* 

36 

9 

3 

6 

24. 

(21) 

20 

42 

16 

12 

24 

35 

(12) 

42 

20 

12 

16 

35 

24 

(03) 

36 

0* 

3 

9 

24 

6 

;U^    ist    die    Klasse,    i^    die    Ordnung    der    Kongruenz,    welche    einem 
Strahlenbüschel  entspricht. 

Aus  ^pCip  ergibt  sich  durch  Dualität  h^a^  und  aus  h  a^  durch 
Yertauschung  der  Räume  l^^ap. 

Durchläuft  also  der  Strahl  in  dem  einen  Räume  einen 
Bündel  oder  ein  Feld,  so  beschreiben  die  in  bezug  auf  (40), 
(31),  {22),  (13),  (04)  korrespondierenden  Strahlen  Kongruenzen 
(3,6),  (12,24)  (31,35),  (36,24),  (19,6)  bzw.  (6,19),  (24,36), 
(35,  31),  (24,  12),  (6,  3). 

Die   weiteren   Probleme   sollen    etwas    kürzer   dargestellt   werden.  2,51 
Bei  h  -\-l  =  0   lieoren   die  Inzidenzen  1)^  und   6„a-    vor,  woraus   durch 
Dualität  h^a,.  folst.     Die  Werte  von  x  sind: 


\ 

(30) 
0 

(21) 
0 

(12) 
0 

(03) 
0 

\% 

0 

60 

100 

60. 

Ferner,  die  yj,  i^'  für  h^  sind  die  w,  6  für  hy,  die  Xaj  xä'  ^^^'  ^s  ^^^ 
<iie  l^,  Xb  für  l^a^  sind  die  09,  ö  für  h^a^,  die  i^,  x^'  für  h^a^  sind 
die  Summe  der  w,  bzw.  der  6  für  h^ap  und  h^a^. 


h^a^ 


\  e 


(40) 

(31) 

{22) 

(13) 

(04) 

G) 

0* 

0 

10 

24 

24 

e 

24 

24 

10 

0 

0* 

(O 

0* 

0 

50 

108 

96 

d 

48 

92 

90 

40 

0* 

Xf^  ist  bei  h^  die  Zahl  der  einem  Strahle  entsprechenden  Strahlen,  x^ 
bei  6^,  Xb  ^ei  h^a^  der  Grad  der  Regelfläche,   die  einem  Büschel  kor- 
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respondiert,  i^  bei  h^a^  Summe  von   Ordnung  und  Klasse   der  Kon- 
gruenz, die  einem  Bündel  entspricht. 

Die  Werte  von  ^,  ^  liefern  dann  folgende  Sätze: 
Liegen  die  Signaturen  (50),  (41),  (32),  (23),  (14),  (05)  vor, 
so  gibt  es  in  jedem  der  beiden  Räume  einen  Komplex  vom 
Grade  4,  16,  28,  28,  16,  4,  dessen  Geraden  korrespondierende 
im  andern  Räume  haben;  denjenigen  Geraden  dieses  Kom- 
plexes, welche  eine  Gerade  treffen,  und  daher  eine  Kongruenz 
(4,4),...,  bilden,  entsprechen  Geraden,  die  eine  Kongruenz 
(8,  16),  (32,  64),  (78,  98),  (98,  78),  (64,  32),  (16,  8)  erzeugen,  und 
einem  Kegel  oder  einer  Kurve  jenes  Komplexes  entspricht 
eine  Regelfläche  vom  Grade  8,  32,  78,  98,  64,  16,  bzw.  16,  64, 
98,  78,  32,  8. 

Bei  Z;  -f  Z  =  6  haben  wir  5^,   wozu  h^  dual  ist,  und  h  a  . 
(40)       (31)      (22)      (13)      (04) 
&.         0  0  0  0  0 


t    ^ 


\a^      0       120       200        120  0; 

Xö,  Ih    ^ei  l^  sind  die  «,   ö  bei  l^,  %;,  i^'  diejenigen  bei  &^a^;   hin- 
gegen  bei    h^a^    ist   %a  ^  %b    ^i®    Summe  von  co  für   die  betreffende 
Signatur  und  von  6  für  die  duale  bei  &^a^,  x^'  =  il/  umgekehrt. 
Demnach: 


(50) 

(41) 

(32) 

(23) 

(14) 

(05) 

f  «    0* 

^M  ö   36 

0 

0 

30 

66 

60 

58 

50 

20 

0 

0* 

\^.  1  e    144 

0 

100 

240 

260 

144 

260 

240 

100 

0 

0*: 

Ih^  %a  ^^^  ^p  ^^^^  ^®^  Grad  des  obigen  Komplexes  und  Ordnung  der 
ebenfalls  dort  genannten  Kongruenz,  bei  h^a^  ist  %t,=  %a  die  Summe 
der  Ordnung  und  der  Klasse  dieser  Kongruenz. 

Wir  dualisieren  für  h^  und  erhalten:  Liegen  die  Signaturen 
(60),  (51),  (42),  (33),  (24),  (15),  (06)  vor,  so  besteht  in  jedem 
der  beiden  Räume  eine  Kongruenz  (6,10),  (24,40),  (53,73), 
(78,78),  (73,53),  (40,24),  (10,6)  von  Geraden,  welche  noch 
korrespondierende  haben;  und  der  Regelfläche  vom  Grade 
6  +  10,  24  +  40,  .  .  .  der  Geraden  dieser  Kongruenz,  welche 
eine  gegebene  Gerade  treffen,  entspricht  eine  Regelfläche 
vom  Grade  24,  96,  22Q>,  296,  226,  96,  24. 

Bei  yt  -f  ?  =  7  haben  wir  nur  die  Lagenbedingung  h  . 

Für  alle  Signaturen  (50),  ...  ist  r  =  0;  ferner  i^,  i^'  sind  w,  0 
bei  ^gO'gy  %(,'  ist  die  Summe  von  co  für  die  Signatur  selbst  und  von  d 
für  die  duale  bei  6^,  ;f^"  umgekehrt. 
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)an 

lus  folgt: 

(60) 

(51) 

(42) 

(33) 

(24) 

(15) 

(06) 

\ 

Ol            0* 

0 

0 

60 

160 

192 

120 

e    120 

192 

160 

60 

0 

0 

0* 

(25) 

(16) 

(07) 

160 

192 

120 

0 

0 

0' 

X^^  ist  Summe  von  Ordnung  und  Klasse  der  im  vorangehenden  Falle 
erhaltenen  Kongruenz,  x^  Grad  der  dort  erhaltenen  Regelfläche. 

Demnach  besteht,  wenn  die  Signaturen  (70),  (61),  (52),  (43), 
(34),  (25),  (16),  (07)  vorliegen,  in  jedem  der  beiden  Räume 
eine  Regelfläche  vom  Grade  20,  80,  176,  256,  256,  176,  80,  20 
von  Geraden,  die  korrespondierende  haben. 

Endlich,  bei  Ä;  +  ^  =  8  ist  keine  Lagenbedingung  vorhanden. 

Für  die  Signaturen  (60),  ...  ist  durchweg  7  =  0;  %a  ^  %b  ^^^ 
Xa'  ^  Ih    si^^  ^^®  ^^Ts.  notierten  w,  ö.     Es  ergibt  sich: 

(70)       (61)       (52)       (43)     (34) 
CD         0*         0  0  0         60 

B     120       192        160         60  0 

Xa^  Ih  ist  der  Regelflächen -Grad  des  vorigen  Falls.  Und  so  erhält 
man  als  letztes  Ergebnis: 

In  bezug  auf  (80),  (71),  {^2\  (53),  (44),  (35),  {m\  (17),  (08) 
gibt  es  20,  80,  176,  256,  286,  256,  176,  80,  20  Paare  korrespon- 
dierender Geraden  «,  &. 

Es  möge  noch  ein  Beispiel  der  Berechnung  von  r  mitgeteilt 
werden.     Wir  wählen: 

mit  hptt^.  Es  sei  aus  dem  Punkte  35  von  h^  die  Gerade  h  gezogen, 
welche  -B^^g  ^^^  AA  trifft,  so  daß  (h,B^B^)  die  singulare  Ebene  (7^ 
und  (h,ß^ß^  der  singulare  Punkt  S^^  ist.  Es  muß  dann  6^  durch 
A^A^  gehen,  S^  auf  a^a^  liegen*  a  muß  in  der  Ebene  a  von  a^  und 
in  6^  liegen  und  durch  S^  gehen;  wodurch  a,  6^  und  S^  eindeutig 
bestimmt  sind.     Dies  gibt  36  Kombinationen. 

Zweitens  gehe  h  von  S8  nach  dem  Punkte  ß^ß^ß^j  der  dadurch  5^ 
wird,  und  ^^  von  h  nach  B^,  also  muß  6^  durch  J^,  A^,  A^  gehen;  ihr 
Schnitt  mit  a  ist  a  und  deren  Schnitt  mit  a^  ist  S^.  Dies  gibt 
16  Kombinationen;  man  erhält:  t  =  36  -f  16  =  52. 

In    bezug    auf   (10)    und   (20)    fanden   wir    in  Nr.  240   und  242  252 
einen    Komplex   4.  Grades,    eine    Kongruenz   (7,  11)    von   Koinzidenz- 
geraden   c,   in  welchen   korrespondierende  Geraden  a    und  h  sich  ver- 
einigen.    Auch  diese  Untersuchung  läßt  sich  für  alle  Signaturen  von 
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k  -\-  l  =  1  bis  ]v  -{-  l  =  4  mit  Hilfe  der  jetzigen  Methode  durchfüliren. 
Eine  Koinzidenzgerade  c  kann  nur  vier  Bedingungen  unterworfen 
werden,  also  neben  der  Projektivitätsbedingung  in  den  drei  ersten 
Fällen  noch  den  Lagenbedingungen  e/^  c^y  c/,  c^.  Wir  stellen  wiederum, 
unter  Aufgabe  einer  Projektivitätsbedingung,  einfach  unendliche  Systeme 
von  Projektivitäten  11^  ^  zwischen  zwei  Ebenenbüscheln  um  c  und  zwei 
Punktreihen  auf  c  her  und  begnügen  uns  mit  einem  Schritte  rück- 
wärts. Die  Bedeutung  von  /i,  q,  «,  6  sei  dieselbe  wie  oben:  ä  und  h 
seien  wie  dort  gegeben,  Xa^  Xb^  %^)  ^^i  ^i®  ^^^1  ^^^  Fälle,  daß  c 
eine  Gerade  treffe:  u  oder  h.     Wir  haben  dann: 


1)    2fi  =  co  +  2x,  2)    2()  =  e  +  2z. 

(00) 


A.^  A^  Aq  CC^  0^2  «3 


der  Büschel  von  c^  sei  (C,  y)'-)  %  =  ^-  Es  sei  c  der  Strahl  von  (C,  7), 
welcher  J^^j^g  ti'ifft,  so  ist  (?^=  (c^B^B^),  6^=  cÄ^-^  es  gibt  sechs  Kom- 
binationen, also  (0  =  6,  ebenso  ö  =  6;  daher  ^  =  q  =  4.  In  bezug 
auf  (10)  und  (Ol)  erzeugen  die  Koinzidenzgeraden  c  einen 
Komplex  4.  Grades,  wie  wir  schon  wissen. 
Es  liege 

vor  und  zunächst  c  •  der  zugehörige  Punkt  sei  (5;  ;^  =  4,  weil  vier 
Strahlen  des  Komplexes  durch  ^  gehen  und  eine  Gerade  treffen.  Der 
Strahl  c  aus  d^,  welcher  A^A^  und  B^B^^  trifft,  liefert  die  singulären 
Ebenen  ö^  =  (c,  Ä^A^),  öf,  =  (c,  B^B^-^  wir  erhalten:  0  =  6.  In  dem 
Büschel  von  S  nach  a^  a.^  befinden  sich  vier  Strahlen  c  jenes  Komplexes ; 
auf  jedem  ist  (c,  cx^a^  der  singulare  Punkt  S^  und  cß^  der  >S^.  Da 
wir  sechs  solche  Büschel  haben,  ist  ö  =  4  •  6  =  24;  demnach  /i  =  7, 
Q  =  16.  Und  bei  (0,  1)  ist  c?  =  24,  was  sich  ähnlich  wie  eben  6  =  24 
ergibt,  aber  ö  =  14;  denn  wir  haben  sechs  Strahlen  von  der  Art 
((^,  a^a^j  ßsßi)  und  acht  von  der  Art  (ß^,  o-i^g^)-  Daher  ist  jetzt 
^  =  16,  ^  =  11.  Da  der  Fall  c^  dual  ist,  also  ^a  =  11,  ^  =  16  bei 
(1,  0)  und  fi  ==  16,  Q  =  1  bei  (0,  1),  so  ergibt  sich: 

In  bezug  auf  (20),  (11),  (02)  bilden  die  Koinzidenzgeraden 
c  eine  Kongruenz  (7,  11),  (16,  16),  (11,  7). 

Nun  sei 

/g A\        ^1  ^2  ^3  ^4 ^5  ^1  ^2  ^^3 

^     ^     B,B,B,B,B,ß,ß,ß, 
gegeben,    dazu  c^^,   die   Gerade   dieser  Bedingung   sei  c.     Dann  haben 


1)  Also  mit  etwas  anderer  Bedeutung  von  %. 
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wir  Geraden  c  aufzusuchen  von  der  Art  (Ä^Ä.2Ä^,  ^i^öj  O?  deren 
gibt  es  2-10;  also  ist  co  =  20.  Ferner  gibt  es  in  der  eben  erhaltenen 
Kongruenz  (7,  11)  7  +  11  Geraden,  welche  a^a^  und  c  treffen;  daraus 
folgt:  6  =  6(1  -i-  11)  =  108.  Und  x  ist  auch  7  -f-  H.  Also  ist 
^  =  28,  Q  =  12.     Folglich  bei  (02):  a  =  12,  q  =  28 1). 

Das  Ergebnis  ist:  Bei  (30),  (21),  (12),  (03)  bilden  die  Koin-  . 
zidenzgeraden  c  eine  Regelfläche  vom   Grade  28,  72,  72,  28. 
Auf    der    Regelfläche    28.   Grades    liegen    die    zwölf   Punkte    Ä^y    B^ 
siebenfach. 

Endlich  bei  (30)  ist  ;^  =  28,  co  ==  20,  weil  es  so  viele  Schnitt- 
linien von  der  Art  (ÄiÄ.Ä^,  ^^^o^g)  g^^^'i  ö  =  6  •  28  =  168,  weil  die 
sechs  Geraden  c^jO^g?  •  •  •  AA?  •  •  •  j®  ^on  28  Geraden  der  Regelfläche 
2S.  Grades  getroff'en  werden;  daher  ,u  =  38,  ^  =  112. 

Bei  (21)  ist  ;c  =  "^2,  w  =  2  •  10  •  4  =  80,  weil  der  zu  (Ol)  ge- 
hörige Komplex  4.  Grades  von  Strahlen  c  in  jeden  der  2  •  10  Strahlen- 
büschel wie  den  in  der  Ebene  Ä^Ä.2Ä^  um  den  Spurpunkt  von  JB^Br,^ 
vier  Strahlen  sendet;  endlich  ö  =  G-18-f-8-7  =  164,  weil  es  erstens 
in  der  Kongruenz  (7,  11)  von  Strahlen  c,  die  zu  (20)  gehört,  immer 
7  -j-  11  Strahlen  gibt,  welche  zwei  Geraden  wie  «^a^,  ß^ß^  treffen,  und 
zweitens  aus  jedem  der  acht  Punkte  von  der  Art  a^  cco  «3  sieben  Strahlen 
an  jene  Kongruenz  gehen.  Daraus  folgt:  ^a  =  112,  q  =  154.  Nun 
wissen  wir  auch  über  (12)  und  (03)  Bescheid  und  haben: 

Bei  (40),  (31),  (22),  (13),  (04)  gibt  es  38,  112,  154,  112,  38 
Koinzidenzgeraden  c. 

Daraus  können   wir  für  (30)   und   (40)   die  uns   noch  fehlenden  253 
Involutionssätze  ableiten;   wir  fanden  (Nr.  240  und  Nr.  242)  bei  drei, 
vier  Punktepaaren  einen  Komplex  3.  Grades,  eine  Kongruenz  (3,  7)  von 
Strahlen,  welche  nach  ihnen  Ebenenpaare  in  Involution  senden. 

Nunmehr  lassen  wir  bei  (30)  Äq,  B^  mit  B^,  A-^  identisch  sein, 
dann  zerspaltet  sich  die  oben  gefundene  Regelfläche  vom  Grade  28  in 
die  (selbst  noch  weiter  zerfallende)  Regelfläche  vom  Grade  7  +  11  der 
die  ^5-^5  treffenden  Geraden  aus  der  Kongruenz  (7,  11)  für  .4^,  .  .  .  J.5, 
B^y .  .  .  B^  und  eine  Regelfläche  10.  Grades,  welche  wiederum  Involu- 
tionen liefert.     Also: 

Bei  fünf  Punktepaaren  A^B^,  .  .  .  ^45^65  gibt  es  eine  Regel- 
fläche 10.  Grades,  deren  Erzeugenden  Ebenenpaare  in  Invo- 
lution nach  ihnen  senden. 

Wenn  bei  (40)  A~^,  B-  mit  B^,  A^  identisch  sind,  so  gehören  zu 
den   38    Geraden    c    auch   die    28    die   A^B^    treffenden    Erzeugenden 


1)  Das  genügt,  wenn  auf  die  Kontrolle  verzichtet  wird;  bei  (11)  ist 
;g=16  +  16  =  32,  (a  =  0  =  6-2-4  +  8-4  =  8O;  ft  =  9  =  72. 
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der  Regelfläclie  28.  Grades  für  Ä^^  . .  .  Äq,  B^  .  .  .  B^-^  die  10  übrigen 
lehren: 

Es  gibt  10  Geraden,  welche  nach  sechs  gegebenen  Punkte- 
paaren Ebenenpaare  in  Involution  senden. 

Aber  diese  Involutions&ätze  ergeben  sich  wesentlich  einfacher 
durch  folgende  Überlegung. 

In  jedem  einfach  unendlichen  System  von  Involutionen  von 
Ebenenpaaren,  die  nach  gegebenen  Punktepaaren  gehen,  sei  wiederum 
ft  die  Anzahl  derjenigen,  bei  denen  noch  nach  einem  weiteren  ge- 
gebenen Punktepaare  gepaarte  Ebenen  gehen,  co  die  Anzahl  der  aus- 
gearteten (parabolischen)  Involutionen  und  %  die  Anzahl  der  Axen, 
welche  eine  gegebene  Gerade  treffen,  so  ergibt  sich,  indem  ähnlich 
mit  zwei  Geraden  ä,  h  gearbeitet  wird,  die  Relation: 

Es  seien  zwei  Punktepaare  gegeben-  wir  lassen  eine  Gerade  durch 
-einen  Büschel  laufen,  jedesmal  ergibt  sich  eine  Involution.  Ersichtlich 
ist  ;t  =  1 5  ferner  co  =  4,  da  vier  Strahlen  des  Büschels  Verbindungs- 
linien von  Punkten  aus  verschiedenen  Paaren  treffen;  also  ist  iw-  =  3, 
und  wir  haben  den  Komplex  3.  Grades  für  drei  Paare. 

Lassen  wir  nun  eine  Gerade  einen  Kegel  desselben  durchlaufen, 
so  ist  ;c  =  3,  aber  ca  =  0,  weil  keine  Kante  des  Kegels  in  einer  der 
acht  Ebenen  durch  drei  Punkte  aus  verscliiedenen  Paaren  liegt;  also 
ist  ^  =  3.  Durchläuft  hingegen  die  Gerade  eine  Komplexkurve,  so 
ist  wiederum  %  =  ^,  diesmal  aber  o)  =  8,  denn  die  Schnittlinien  der 
Ebene  der  Kurve  mit  jenen  acht  Ebenen  liefern  parabolische  In- 
volutionen und  berühren  daher  die  Komplexkurve;  folglich  ist  ^  =  7; 
wir  haben  die  Kongruenz  (3,  7)  bei  vier  Punktepaareu. 

Diejenigen  Geraden  dieser  Kongruenz,  welche  eine  Gerade  c  treffen, 
erzeugen  eine  Regelfläche  10.  Grades;  also  ist  %  =  10,  und  wiederum 
09  =  0;  daher  ft  =  10;  wir  haben  die  Regelfläche  10.  Grades  bei  fünf 
Punktepaaren.  Und  bei  dem  System,  zu  dem  ihre  Erzeugenden  führen, 
ist  auch  ;^  =  10,  w  =  0,  |li  =  10;  damit  sind  die  10  Geraden  bei  sechs 
Punktepaaren  erhalten. 

Wenn  eine  Gerade  durch  einen  Punkt  eines  von  den  gegebenen 
Paaren  geht,  so  wird  die  Bedingung  für  dieses  Paar,  wegen  der  Un- 
bestimmtheit der  einen  Ebene,  von  selbst  erfüllt.     Daraus  folgt: 

Der  Komplex  3.  Grades  enthält  die  ganzen  Bündel  um 
die  sechs  Punkte  der  drei  Paare,  und  zwar  einfach. 

An  die  Kongruenz  (3,  7)  kommt  von  jedem  der  acht  Punkte 
ein  Kegel  3.  Ordnung,  derjenige  nämlich,  der  zum  Komplex  3.  Grades 
gehört,  welcher  sich  bei  den  drei  andern  Paaren  ergibt. 

Auf  derRegelfläche  10.  Grades  sind  die  lOPunkte  dreifach. 
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§  37.   Sätze  über  projektive  StraUeiibiiscliel  im  Räume. 

Zwei  windschiefe  Geraden  n,  v  liefern  oo-  Strahlen,  welche  254 
beide  treffen:  wir  nannten  in  Nr.  238  den  Inbegriff'  derselben  ein 
Strahlennetz  und  u,  v  die  Leitgeraden  desselben.  Von  einem 
beliebigen  Punkte  kommt  ein  Strahl  dieses  Netzes,  von  jedem  Punkte 
aber  auf  ii  oder  v  ein  Strahlenbüschel:  ebenso  lieort  in  einer  beliebigen 
Ebene  eine  Gerade  des  Netzes,  in  jeder  Ebene  aber  durch  ii  oder  v 
ebenfalls  ein  Strahlenbüschel.  Die  Kongruenz  dieser  cxj-  Strahlen  hat 
daher  die  Ordnung  und  Klasse  1  und  heißt  deshalb  auch  lineare 
Kongruenz.  Sie  ist  in  sich  dual,  wir  bezeichnen  sie  durch  [wr], 
analog  wie  das  Gebüsche  der  Strahlen,  welche  ti  treffen,  durch  [u] 
und  die  Regelschar  der  Geraden,  welche  u,  v,  w  treffen,  durch  [if?;^-]. 
In  dem  Netze  [wr]  schneiden  sich  die  beiden  Gebüsche  [n],  \v]  und 
eine  dritte  Gerade  tv  scheidet  aus  ihm  die  Regelschar  [nr^t;]  aus. 

Wenn  nun  zwei  Strahlenbüschel  {A,  a),  {B,  ß)  beliebig  im 
Räume  liegen  und  projektiv  aufeinander  bezogen  sind,  so  liefern  je 
zwei  entsprechende  Strahlen  a,  h  als  Leitgeraden  ein  Strahlennetz  [ah], 
und  diese  oo^  Strahlennetze  erzeugen  einen  Komplex.  Die  Strahlen 
desselben,  die  von  einem  Punkte  0  ausgehen,  sind  die  Schnittlinien 
entsprechender  Ebenen  der  beiden  projektiven  Ebenenbüschel,  durch 
welche  die  gegebenen  projektiven  Strahlenbüschel  aus  0  projiziert 
werden;  also  entsteht  ein  Kegel  2.  Grades,  und  ähnlich  ergibt  sich 
eine  Kurve  2.  Grades  durch  die  Strahlen  des  Komplexes  in  einer  Ebene. 
Der  Komplex  ist  2.  Grades. 

Wir  erkennen  ihn  aber  sofort  als  einen  tetraedralen  Komplex. 
In  der  Tat,  die  beiden  Büschel  ejzeugen  auf  der  Schnittlinie  ccß  ihrer 
Ebenen  zwei  konjektive  Punktreihen;  seien  (7,  D  deren  Koinzidenz- 
punkte und  X,  X'  die  durch  beliebige  entsprechende  Strahlen  ein- 
geschnittenen Punkte,  so  ist  (XX' CD)  konstant  (Nr.  71):  sei  x  irgend 
ein  Strahl  des  Komplexes,  der  diese  beiden  Strahlen  trifft,  dann  ist 
ersichtlich  x  (X,  X',  C,  D)  =  X  (Ä,  B,  C,  D)\  so  zeigt  sich,  daß  dieses 
Doppelverhältnis  konstant  ist;  das  Tetraeder  ist  AB  CD  und  hat 
eventuell  zwei  imaginäre  Ecken  C,  D.  Die  Ebenen  a,  ß  sind  zwei 
Seitenflächen  ACD,  BCD  des  Tetraeders. 

Das  Erzeugnis  zweier  projektiver  Strahlenbüschel  (J.,  «), 
(B,  ß)  im  Räume,  d.  h.  der  Inbegriff  aller  Strahlennetze, 
welche  zwei  entsprechende  Geraden  derselben  zu  Leitgeraden 
haben,  ist  ein  tetraedraler  Komplex,  von  dessen  Tetraeder 
die  Scheitel  A,  B  der  Büschel  zwei  Ecken  und  die  Ebenen 
/3,  a  die  Gegenebenen  sind^). 

1)  Diese  einfache  Erzeugung  des  tetraedalen  Komplexes  hat  wohl  Hirst 
gefunden:  On  the  complexes  generated  by  two  correlative  planes,  in  den  CoUectanea 
mathematica  zu  Ehren  Chelinis  (1881). 
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Diese  Erzeugung  haben  wir  schon  in  Nr.  238  gefunden;  denn  die 
dortigen    Strahlen  a,    a'    durchlaufen    die   Büschel  (J.^^  c^g)?  (^2;  ^1) 
projektiv. 
255  Wenn  aber  die  beiden  Büschel  (Ä^  u),  (B,  ß)  einen  Strahl 

c  gemeinsam  haben  und  dieser  Strahl  sich  selbst  entspricht, 
so  löst  sich  offenbar  vom  Erzeugnisse  das  Strahlengebüsche  [c]  ab,, 
und  es  bleibt^  als  eigentliches  Erzeugnis,  ein  Komplex  eben- 
falls 1.  Grades^  aber  allgemeiner  als  dieser  spezielle  [c].  Der  Strahl  c^ 
in  allen  erzeugenden  Strahlennetzen  befindlich,  gehört  zum  Komplexe. 

Wir  werden  später  erkennen,  daß  jeder  lineare  Komplex  so  er- 
zeugt werden  kann  (Sylvester's  Erzeugung)^).  Hier  wollen  wir  zeigen,^ 
wie  er  aus  fünf  Strahlen^  die  zu  ihm  gehören  sollen,  konstruiert 
werden  kann.  Dazu  beweisen  wir  folgenden  Hilfssatz  (vgl.  Anm. 
zu  Nr.  237): 

Wenn  eine  Gerade  g  die  Seiten  BC,  CA,  AB  eines  Dreiecks  in 
A^y  B^j  C^  schneidet  und  G  auf  ihr  liegt,  so  ist: 

A,B,G,G7\  G{A  S,  G,g). 

Wir  projizieren  die  Punktreihe  auf  g  aus  C  auf  AB  und  zwar 
G  nach  Cg,  so  ist: 

A^B^C,G7\  BAG.C,  7\  ABC.G^  7\  G{A,  B,  G,  g). 

Nun  seien  g^  g^,  g^,  g^,  g^  die  fünf  gegebenen  Strahlen;  wir 
legen  durch  g  zwei  Ebenen  a,  ß,  welche  g^,  g^,  g^,  g^  in  J^,  A^,  A^^  A^\ 
B^j  B.2,  -B3,  -B4  schneiden;  A.j^  sei  der  Schnitt  von  A^Aj^,  B.j^  der  von 
B^Bj^  mit  g.    Auf  dieser  Gerade  seien  zwei  Projekti  vi  täten  festgelegt: 

^2  3^1.3^12  7\    -^2  3-^13^12;    ^2  4^14^12  A    -^g 4 i>^ 4 i> j  9  • 

Sie  haben  (Nr.  209)  außer  dem  gemeinsamen  Paare  A^2-^i2  ®^^' 
sprechender  Punkte  noch  ein  zweites  Paar  AqBq,  welches  linear  kon- 
struiert werden  kann ;  denn  z.  B.  Bq  ist  der  zweite  Koinzidenzpunkt, 
neben  B^2y  zweier  konjektiver  Punktreihen,  in  denen  zwei  Punkte  B 
und  B'  entsprechend  sind,  die  in  jenen  Projektivitäten  je  demselben 
Punkte  A  korrespondieren.     Also  ist: 

^^23^13^12^0  /\    ^2  3-^13-^12-^0?    ^24^14^12^0  A   -^  g  4 -D^  4  x/ ^  3  i^  ; 

schneiden  wir  das  Dreieck  A^A^A^  mit  g^  so  ist  nach  dem  Hilfssatze: 

-^23  ^13  ^'^12^0  A  ^0(^1;  ^2?  ^3?  9)7 

und  ähnlich  ergeben  die  Dreiecke  A^A^A^,  B^B^B^,  B^B^B^  drei 
Projektivitäten;  daher  ist: 

A{A,  Ay  Ay  A,  9)  7\  B^{B,,  B,,  ^3,  ^4,  ^); 


1)  Comptes  rendus  Bd.  52,  S.  741,  1861. 


Linearkomplex;  Strahlenbüschel  zu  Ebenenbüschel  oder  Punktreihe  projektiv.    403 

und  wir  haben  in  den  projektiven  Büscheln  (Aq,  0)^  (Bq,  ß)  mit  dem 
gemeinsamen  sich  selbst  entsprechenden  Strahle  g  diejenigen,  durch 
welche  der  lineare  Komplex  erzeugt  wird^). 

Es  mögen  hier  kurz  noch  zwei  Kongruenzen  angeführt  werden.  256 
Wenn  im  Räume  ein  Ebenenbüschel  ii  und  ein  Strahlenbüschel  (S',  <?') 
vorliegen,  welche  projektiv  sind,  so  enthält  jede  Ebene  |  des  ersteren 
einen  Strahlenbüschel  um  den  Schnitt  mit  dem  entsprechenden  Strahl 
X  des  zweiten.  Die  Strahlen  aller  dieser  Büschel  treffen  die  Axe  Uj 
aber  auch  den  Kegelschnitt  in  a,  der  durch  den  gegebenen  Strahlen- 
büschel und  den  durch  den  Ebenenbüschel  eingeschnittenen  entsteht 
und  dessen  Punkte  die  Scheitel  der  Büschel  in  den  |  sind ;  er  geht  durch 
u6.  Also  handelt  es  sich  um  die  Kongruenz  der  Geraden,  welche 
einen  Kegelschnitt  und  eine  ihn  schneidende  Gerade  treffen;  sie  ist 
ersichtlich  1.  Ordnung  2.  Klasse.  Die  beiden  Leitlinien  bilden  zu- 
sammen eine  Ausartung  der  kubischen  Raumkurve;  und  zur  vollen 
Doppelsekanten-Kongruenz  1.  Ordnung  3.  Klasse  derselben  wird  unsere 
Kongruenz  durch  das  Strahlenfeld  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts 
vervollständigt. 

In  dualer  Weise  liefern  eine  Punktreihe  und  ein  Strahlenbüschel, 
welche  projektiv  sind,  c»^  Strahlenbüschel  aus  den  Punkten  der  Pnnkt- 
reihe  je  in  der  Ebene  nach  dem  entsprechenden  Strahle  des  Büschels. 
Die  Kongruenz  ist  2.  Ordnung  1.  Klasse,  und  ihre  Strahlen  treffen  den 
Träger  der  Punktreihe  und  berühren  den  Kegel  2.  Grades,  welcher 
durch  den  gegebenen  Strahlenbüschel  und  den  aus  seinem  Scheitel 
die  Punktreihe  projizierenden  erzeugt  wird.  Der  Tangentialebenen- 
Büschel  dieses  Kegels  bildet  mit  dem  Ebenenbüschel  um  jene  Gerade 
eine  Ausartung  des  Torsus  3.  Klasse  der  Schmiegungsebenen  einer 
kubischen  Raumkurve,  und  zur  vollen  Kongruenz  3.  Ordnung  1.  Klasse 
der  Schmiegungsaxen  derselben  wird  unsere  Kongruenz  durch  den 
Strahlenbündel  um  den  Scheitel  des  Kegels  vervollständigt. 

Wenn  drei  projektive  Strahlenbüschel  (J.,  a),  {B,  /3),  {C,  y)  2bl 
gegeben   sind,    so   entsteht   durch   die  Treffgeraden  von  drei 
homologen  Geraden,  welche  je  eine  Regelschar  bilden,  eine 
in  sich  duale  Kongruenz  3.  Ordnung  3.  Klasse. 

Die  drei  projektiven  Punktreihen,  welche  durch  die  Büschel  in 
eine  Ebene  geschnitten  werden,  besitzen  dreimal  drei  entsprechende 
Punkte  auf  einer  Gerade  (Nr.  200);  das  sind  die  drei  Strahlen  der 
Kongruenz  in  der  Ebene.  Die  Trägerfiächen  jener  Regelscharen  gehen 
durch  die  Scheitel  und  berühren  die  Ebenen  der  Büschel;  die  Ordnung 
und  Klasse  der  Kongruenz  sagen  aus,  daß  von  ihnen  drei  durch 
einen  Punkt  gehen  und  drei  eine  Ebene  berühren.  Von  jedem  der 
drei  Scheitel  kommt  an  die  Kongruenz  ein  Kegel  2.  Grades,  derjenige 


1)  Briefliche  Mitteilung  von  L.  Klug  (April  1902). 
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nämlicli,  der  zum  tetraedralen  Komplexe  gehört^  den  die  beiden  andern 
Büschel  erzeugen,  und  ebenso  liegt  in  der  Ebene  eines  jeden  der 
Büschel  ein  Kegelschnitt  von  Komplexstrahlen,  vom  tetraedralen 
Komplexe  der  beiden  andern  Büschel  herrührend;  so  daß  diese  drei 
Punkte  und  drei  Ebenen  für  die  Kongruenz  singulär  vom 
2.  Grade  sind;  man  nennt  für  eine  Kongruenz  einen  Punkt,  eine  Ebene 
vom  Grade  h  singulär,  ^enn  sie  nicht  mit  einer  endlichen  Anzahl 
von  Kongruenzstrahlen  inzidieren,  sondern  mit  <x>'^,  die  einen  Kegel 
h^''  Ordnung  erzeugen  bzw.  eine  Kurve  ¥''''  Klasse  umhüllen. 

Je  zwei  der  drei  Strahlenbüschel  besitzen  zwei  Paare  sich  schnei- 
dender homologer  Strahlen;  tun  es  z.  B.  a,  h  aus  (Ä,  a),  (B,  ß)  und 
ist  e  der  homologe  Strahl  aus  (C,  y),  so  zerfällt  die  Regelschar  [ahc] 
in  die  beiden  Strahlenbüschel  aus  dem  Punkte  ah  m  der  Ebene  nach 
c  und  in  der  Ebene  ah  um  den  Spurpunkt  von  c.  So  ergeben  sich 
zwölf  der  Kongruenz  angehörige  Strahlenbüschel,  und  ihre 
Scheitel  und  Ebenen  sind  singulär  1.  Grades  für  die  Kon- 
gruenz^). 

Nach  Nr.  247  ist  die  Regelfläche  der  Strahlen  dieser 
Kongruenz,  welche  eine  Gerade  treffen,  vom  Grade  3 -f  3  =  6. 
Den  dortigen  Beweis,  welcher  das  Prinzip  der  speziellen  Lage  benutzt, 
wollen  wir  aber,  für  unseren  Fall,  durch  einen  allgemeinen  Beweis 
ersetzen. 

Der  zu  {A,  a),  {B,  ß)  gehörige  tetraedrale  Komplex  hat 
mit  einer  beliebigen  Regelschar  q  vier  Geraden  gemein. 
Ein  Strahl  h  des  Büschels  (B,  ß)  trifft  zwei  Geraden  von  (),  den 
beiden  von  ihnen  getroffenen  Strahlen  von  {A,  a)  sind  zwei  Strahlen 
h'  von  (B,  ß)  homolog,  welche  wir  dem  h  zuordnen.  Zu  einem  h' 
ist  ein  a  homolog,  und  die  beiden  ihn  treffenden  Geraden  von  ^ 
schneiden  zwei  Strahlen  von  (B,  ß),  welche  die  dem  h'  korrespon- 
dierenden h  sind.  Die  vier  Koinzidenzstrahlen  führen  zu  den  gemein- 
samen  Strahlen. 

Jetzt  seien  wieder  drei  projektive  Büschel  (A,  a),  (B,  ß),  (C,  y) 
gegeben  und  zwei  Geraden  l,  m;  einem  Strahle  c  von  [C-,  y)  sind  a,  h 
in  den  anderen  Büscheln  homolog,  die  beiden  Treffgeraden  von  a,  h, 
Ij  m  schneiden  zwei  Strahlen  c  von  (C,  y),  die  dem  c  zugeordnet 
werden;  gehen  Avir  von  einem  Strahle  c  aus,  so  haben  wir  die  Regel- 
schar [c7m],  welche  mit  dem  zu  (J.,  a),  {B,  ß)  gehörigen  tetra- 
edralen Komplexe  vier  Geraden  gemein  hat;  diese  treffen  die  vier 
Strahlen  c  von  (C,  y),  welche  dem  c  entsprechen.  Die  sechs  Koin- 
zidenzen dieser  Korrespondenz  [4,  2]  beweisen,  daß  es  in  der  Kon- 
gruenz der  Geraden,  welche  homologe  Strahlen  von  allen  drei  Strahlen- 


1)  Roccella,  Sugli  enti  geometrici  dello  spazio  di  rette  (Piazza  Armerina, 
1882);  Sturm,  Journ.  f.  Math.,  Bd.  101.  S.  188. 
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"büscheln  treffen,  6  gibt,  welche  /  und  m  schneiden,  oder  daß  die- 
jenigen, welche  /  schneiden,  eine  Regelfläche  6.  Grades  erzeugen. 

Wenn  nun  vier  projektive  Strahlenbüschel  (.-i,  «), . .  .,{I),Ö) 
gegeben  sind,  so  entsteht  durch  die  Treffgeraden  der  Qua- 
drupel homologer  Strahlen  eine  Regelfläche  8.  Grades. 

Wir  stellen,  um  dies  zu  beweisen,  in  einem  der  Büschel  (D,  6) 
eine  Korrespondenz  her.  Ein  Strahl  d  desselben  führt  zu  einer  Regel- 
schar, die  sich  auf  die  drei  homologen  Strahlen  a,  h,  c  stützt;  die 
beiden  Geraden  derselben,  welche  die  beliebige  Gerade  l  treffen,  be- 
gegnen zwei  Strahlen  d'  des  (2),  d),  die  wir  dem  d  zuordnen.  Die 
Geraden  der  zu  [A,  «),  [B,  ß),  (C,  y)  gehörigen  Kongruenz  (3,  3j, 
welche  l  treffen,  erzeugen  eine  Regelfläche  6.  Grades,  so  daß  6  den 
Strahl  d'  schneiden.  Seien  a,  6,  c  die  homologen  Strahlen  aus  den 
drei  ersten  Büscheln,  auf  welche  eine  dieser  sechs  Geraden  sich  stützt, 
und  d  der  entsprechende  in  (Z),  d),  so  ist  dieser  einer  der  sechs 
dem  d'  zugeordneten  Strahlen  d.  Die  acht  Koinzidenzen  dieser  Korre- 
spondenz [6,  2]  lehren,  daß  acht  Geraden,  w^elche  homologe  Strahlen 
der  vier  Strahlenbüschel  schneiden,  der  l  begegnen. 

Die  Kongruenz  (3,  3)  zeigt,  daß  mit  jedem  der  vier  Scheitel  und 
jeder  der  vier  Ebenen  der  Büschel  drei  Erzeugenden  inzidieren:  und 
man  sieht,  wie  z.  B.  ein  Strahl  von  (D,  d)  der  Regelfläche  8.  Grades 
in  dem  dreifachen  Punkte  D,  auf  den  drei  Erzeugenden  in  Ö  und  in 
den  beiden  Punkten  begegnet,  in  denen  er  von  den  Treffgeraden  des 
Quadrupels,  zu  dem  er  gehört,  geschnitten  wird. 

Das  System  der  Regelscharen,  welche  die  zu  (J.,  «),  {B,  ß), 
(Cj  y)  gehörige  Kongruenz  erzeugen,  ist  projektiv  zu  dem  Büschel 
(D,  d),  und  diese  Projektivität  geht  über  auf  das  System  der  Kegel- 
schnitte, das  sie  in  die  Ebene  ö  einschneiden  und  von  dem  drei 
durch  einen  Punkt  gehen.  Sie  erzeugen  die  Kurve  5.  Ordnung,  in 
welcher  diese  Ebene  von  der  Regelfläche  8.  Grades,  außer  in  den 
drei  Erzeugenden,  geschnitten  wird;  auf  einer  Gerade  rufen  sie  eine 
Korrespondenz  [3,  2]  hervor. 

Fügen  vv'ir  noch  einen  fünften  Strahlenbüschel  {E^  e)  hinzu,  eben- 
falls projektiv  zu  den  früheren,  so  ergibt  sich  zwischen  ihm  und  dem 
System  von  Punktepaai-en,  welche  die  Treffgeraden  der  Quadrupel 
des  vorigen  Falls  auf  der  Schnittkurve  mit  der  Regelfläche  hervor- 
rufen, eine  Projektivität,  aus  welcher  im  Büschel  (jE,  e)  eine  Korre- 
spondenz [8,  2]  entsteht;  deren  10  Koinzidenzen  beweisen,  daß  es 
bei  fünf  projektiven  Strahlenbüscheln  zehn  Quintupel  homo- 
loger Strahlen  gibt,  welche  eine  Treffgerade  besitzen^). 


1)  Setzen  wir  die  Sätze  der  Liniengeometrie  als  bekannt  voraus,  daß  ein 
Komplex  p""^  Grades  mit  einer  Kongruenz  (/«,  n)  eine  Kegelfläche  vom  Grade 
p(ffiJ^n)  und  mit  einer  llegelfläche  g**^"  Grades  pg  Geraden  gemein  hat  (Linien- 
geometrie, Bd.  I,  Xr.  35,  36),   so  bestätigen  wir  die   obigen  Ergebnisse.     Der  zu 
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wie  viele  Strahlenwürfe  möglicli  sind,  deren  Ebenen  mit  a,  deren 
Scheitel  mit  a'  und  deren  Strahlen  mit  a^,  a^,  a^,  a^  bzw.  inzidieren, 
und  welche  zu  einem  gegebenen  Wurfe  G^  projektiv  sind.  Wir 
ziehen  zunächst  nur  a^,  a^j  a.^  heran  und  haben  drei  Regelscharen 
[aa'a^],  [aa'ag]?  [^^'^^sl-  Jedem  Punkte  W  auf  a'  entsprechen  drei 
Punkte  %^,  %^,  5I3  auf  a,  eingeschnitten  durch  die  drei  von  W  aus- 
gehenden Geraden  der  Regelscharen.  Diese  vier  Punkte  %\  %^^  %^,  %^ 
durchlaufen  projektive  Punktreihen.  Konstruiert  man  jedesmal  ^^(4 
auf  a  so,  daß  %^%.2%%^T\  G^,  so  fragt  es  sich,  wie  oft  W%  die  a, 
trifft  oder  was  für  eine  Regelfläche  durch  Wä^^  entsteht. 

Dem  W  entspricht  ein  Punkt  %.  Es  sei  nun  %  fest  auf  a,  so 
gehören  zu  jedem  %l^  eindeutig  ein  51.,,  ein  ^3  und  dann  ein  ^l^*,  so 
daß  5li*^2^3^4  7\  ^^'i  umgekehrt,  wenn  ^l^*  gegeben  ist,  so  bewegen 
sich  V;  %%  für  welche  l^*  V  V^4  A  G"^  ist,  in  konjektiven 
Reihen.  Diese  haben  mit  den  von  %^,  %,  beschriebenen  zwei  Paare 
gemeinsam  (Nr.  209);  d.  h,  wir  haben  zwei  Paare  5(2^3,  für  welche 
5(i*  ^2  ^3  ^(4  7\  G"^  ist.  Diesen  gehören,  vermöge  der  obigen  Projektivi- 
täten,  zwei  51^  zu;  also  entsprechen  jedem  51^*  zwei  %^.  Die  Korres- 
pondenz zwischen  ^\  und  ^I^*  ist  [2,  1];  die  drei  Koinzidenzen  lehren, 
daß  es  zu  %  drei  Tripel  ^I^^SI^  gibt,  so  daß  ^^Jl.'ä^A  G\  und 
also  drei  dem  5(4  entsprechende  Punkte  W.  Daher  ist  die  Korrespon- 
denz zwischen  51'  und  %^  eine  [3,  1],  und  folglich  erzeugt  %^W  eine 
Regelfläche  4.  Grades  mit  a'  als  einfacher,  a  als  dreifacher  Leitgerade 
(Nr.  164)  uod  trifft  a^  viermal. 

Es  gibt  demnach  vier  Strahlenbüschel  (J.,  c^) (% ?  0^2 >  % ;  ^A 
welche  zu  einem  gegebenen  Wurfe  G^  projektiv  sind  und 
bei  denen  der  Scheitel  A  auf  a'  liegt,  die  Ebene  a  durch  a 
geht  und  die  vier  Strahlen  den  Geraden  a^y  a^,  a^,  a^  begegnen. 

Oder:  Die  Punkte  A  in  den  Ebenen  a  durch  a,  für  welche: 

{A,  a)  («1,  «2?  0^37  ^4)  7^  ^^ 

erzeugen  eine  Fläche  4.  Ordnung.  In  jeder  Ebene  a  durch  a 
befindet  sich  ein  erzeugender  Kegelschnitt,  seine  Punkte  senden  nach 
den  Spuren  von  a^, .  .  .  Würfe,  die  zu  G^  projektiv  sind  (Nr.  224); 
ferner  umhüllen  die  Ebenen  a  durch  einen  Punkt  A  auf  a,  für  welchen 
diese   Projektivität    statthat,    einen    Kegel   2.  Grades,   da   sie  von  den 

(J.,  a\  (B,  ß)  gehörige  tetraedrale  Komplex  und  die  zu  (Ä,  cc),  (0,  7),  (Z),  d)  ge- 
hörige Kongruenz  (3,  3)  haben  den  Kegel  der  Kongruenz  aus  Ä,  die  Kurve  in 
a  und  die  zu  {Ä,  a),  .  .  ,  (Z),  d)  gehörige  Regelfläche  8.  Grades  gemein ,  der  zu 
(^4.,  cc),  (JS",  s)  gehörige  Komplex  mit  dieser  Regelfläche  die  drei  Erzeugenden 
durch  Ä,  die  in  o:  und  die  10  TrefFgeraden,  die  zu  {Ä,  a),  .  .  .  {E,  s)  gehören.  — 
Hinsichtlich  der  Regelfläche  8.  Grades  vgl.  E.  Weiß,  Anzahlbestimmungen  für 
das  Strahlennetz  (Diss.  von  Breslau,  1907),  S.  7. 
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Ebenen  Aa^^,  .  .  .  in  Würfen  geschnitten  werden,  welche  zu  6'^  pro- 
jektiv sind.  An  ihn  gehen  von  a  zwei  Berührungsebenen:  folglich 
befindet  sich  jeder  Punkt  von  a  auf  zwei  von  den  erzeugenden  Kegel- 
schnitten; also  ist  er  und  die  Gerade  a  doppelt  auf  der  Fläche 
4.  Ordnung.  Die  Geraden  a^,  a^,  a^,  a^  enthält  sie  ersichtlich  ein- 
fach. Wir  haben  acht  Geraden  a\  welche  a  und  drei  von  den  Geraden 
a^,  .  .  .  treffen:  eine  von  ihnen  treffe  etwa  o,  a-^^  a^,  a^\  in  der  Ebene 
a  von  a  nach  dieser  Gerade  a  zerfällt  der  Kegelschnitt  in  die  a  und 
eine  zweite  Gerade  a".  Für  jeden  Punkt  A  der  a  fallen  drei  von 
den  vier  Strahlen  in  a  zusammen;  die  Projektivität  zu  G^^  wird  da- 
durch erfüllt,  daß  sie  ausartet,  wobei  a  singulär  im  Büschel  (J.,  a) 
ist  und  in  (x*  das  vierte  Element.  Wird  dann  auf  a  der  Punkt  A^ 
so  bestimmt,  das  a  {a^y  a^,  a^,  A^)  J\  G'^,  so  ist  die  Gerade  von  A^ 
nach  der  Spur  von  a^  die  zweite  Gerade  a". 

So  ergeben  sich  für  unsere  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer  Doppel- 
gerade a  die  sechzehn  Geraden,  welche  ihr  infolge  dieser 
Doppelgerade  zukommen  müssen  und  diese  treffen^). 

Unsere  Fläche  ist  aber  ein  bemerkenswerter  Spezialfall  dadurch, 
daß  sie  noch  vier  gegen  die  Doppelgerade  windschiefe  Ge- 
raden besitzt. 

Duah'  Die  Ebenen  a  durch  Punkte  A  von  a,  für  vN-elche 
die  obige  Projektivität  gilt,  umhüllen  eine  Fläche  4.  Klasse: 
alle  Ebenen  durch  a'  sind  doppelte  Berührungsebenen  derselben  und 
von   jedem    Punkte    auf   dieser   Gerade    kommt    ein    Berührungskegel 

2.  Grades. 

Nehmen  wir  an,  daß  a  die  «^  treffe:  in  A^,  so  löst  sich  von  der 
Fläche    4.  Ordnung    die    Ebene  aa^  ab:    die   ülorig   bleibende  Fläche 

3.  Ordnung  ist  der  Ort  der  Punkte  A  in  Ebenen  a  durch  die 
den  Punkt  A^  enthaltende  Gerade  a,  für  welche: 

{A,  a)   («1,  a.,  «3,  A^  7^,  G\ 

Lassen  wir  a  auch  noch  «3,  in  J.3,  treffen,  so  sondert  sich  noch  eine 
Ebene  ab,  und  es  bleibt  eine  Fläche  2.  Grades  als  Ort  der  Punkte  A 
in  den  Ebenen  a  durch  A^A^,  für  welche: 

(A,  a)  («1,  «2,  ^3,  A^  T\  G\ 

Aber  das  ist  unmittelbarer  einzusehen.  Denn  der  Ort  der  Geraden  a, 
welche  a^,  a^  treffen  und  für  die: 

a  («1;  «2;  ^3?  A)  7\  Cr^ 
ist,    ist    eine    durch   a^,    a.,,    A^,    A^   gehende    Regelschar;    für  jeden 


1)  Wir  werden  uns  mit  ihr  beschäftigen. 
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Punkt  Ä    auf  a    und    seine   Verbindungsebene   a   mit  Ä.^Ä^  gilt   die 
obige  Projektivität. 
259  Kehren   wir    aber    zur   kubischen   Fläche   zurück.     Es   seien  nun 

^1?  ^2y  %?  ^4?  ^  ^^^  ^5>  sowie  ein  unikursales  Gebilde  G^  von  fünf 
Elementen  in  bestimmter  Anordnung  gegeben;  durch  ^4-  sei  a  ge- 
zogen. Wir  konstruieren  die  Fläche  3.  Ordnung,  welche  der  Ort 
der  Punkte  Ä  in  Ebenen  a  durch  a  ist,  für  die: 

wo  6r(/)  aus  G'*  durch  VYeglassung  des  r^^  Elements  entsteht.  Weil 
sie  a  dreimal  trifft,  so  umhüllen  die  Ebenen  a  durch  die  Punkte  A 
auf  a,  für  welche  die  obige  Projektivität  gilt,  einen  Kegel  3.  Klasse 
mit  der  Spitze  J.5,  indem  durch  a  drei  gehen.  Die  Ebene  A^a  ergibt 
sich  bei  den  beiden  Schnittpunkten  der  a  mit  einem  gewissen  Kegel- 
schnitt in  ihr  durch  die  Spuren  von  %,  a^,  a.^  und  durch  Ar^-^  also 
ist  sie  doppelte  Berührungsebene,  während  A-{(^i,  d^,  «3)  einfache 
sind.  Dieser  Kegel  hat  mit  dem  zu  a^,  a^,  «4,  a,  A^  und  G^(3)  gehörigen 
die  Berührungsebentn  ArX(-^,  a^,  a^  gemeinsam,  daher  noch  drei 
weitere.  Sie  bestimmen  auf  a  drei  Punkte  A,  und  Vvdr  erhalten: 
Die  Punkte  A  in  Ebenen  a  durch  A-^,  für  welche: 

{A,  a)  («1,  G,,  «3,  a^,  A^)  Ä  ^' 

ist,  erzeugen  eine  Fläche  3.  Ordnung. 

Denn  bei  diesen  Büscheln  [A,  a)  stimmen  die  Projektivitäten: 

(A,  a)  (^1,  «2,  ag,  4-)  7\  6^(1), 

{A,  a)  («1,  «2,  «4,  4.)  A  G^d) 
überein. 

Die  Geraden  a^,  ag,  6I3,  a^  und  der  Punkt  ^5  sind  einfach  auf 
der  Fläche,  wie  leicht  einzusehen  ist.  In  der  Regelschar  [«^«2%] 
gibt  es  eine  Gerade  a^,  für  welche  a^(a^,  a^y  a^,  ^5)  7\  ^(4)  ist-, 
denn  konstruiert  man  in  der  Leitschar  die  Gerade  %',  für  welche 
a^a^a^ar^  7\  G(4)  ist,  so  ist  a^  in  der  Ebene  %'^5  gelegen.  Nun 
sei  durch  a^  die  Ebene  a^  so  gelegt,  daß  «^(«j,  cig^  a^,  cc^)  A  ^(5)- 
Aus  einem  beliebigen  Punkte  A  von  a^  werde  in  a^  der  a^  treffende 
Strahl  gezogen  und  mit  Ar,  durch  die  Ebene  a  verbunden,  so  ist: 

(A,  a)  (a^,  «2,  «3,  a^,  ^5)  7\  G^\ 

folglich  liegen  die  Gerade  a^  und  drei  ähnliche  aus  den  Regelscharen 
[a^ttg^J,  .  .  .  auf  der  kubischen  Fläche. 

Wenn  a^,  a^y  ci^,  a^,  %,  d,  G^  gegeben  sind,  so  befindet  sich 
(Nr.  226)  in  jeder  Ebene  a  durch  a  ein  Punkt  Ay  für  welchen: 

(A,   a)  (aj,  »2;  «'s;  <^4;  %)  7\  Gr'\ 
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Auf  der  Fläche  4.  Ordnung,  welche  zu  a^^  a^,  a^,  a^,  a,  G^o)  gehört, 
war  jeder  Punkt  A  von  a  doppelt:  also  gehört  er  zu  zwei  durch  a 
gehenden  Ebenen  a,  und  jeder  von  ihnen  gehören  auf  der  zu  <7j,  «g? 
a^,  «5,  a,  (r(t)  gehörigen  Fläche  4.  Ordnung  wieder  zwei  Punkte  Ä' 
zu,  in  denen  ihr  Kegelschnitt  die  Gerade  a  trifft.  Mithin  besteht 
zwischen  den  Punkten  A  und  A\  die  zur  nämlichen  Ebene  a  durch 
a  in  dem  einen  und  dem  andern  Falle  gehören,  eine  Korrespondenz 
[4, 4].  Zu  den  acht  Koinzidenzen  gehören  die  Schnitte  von  a  mit 
den  beiden  Treffgeraden  von  a^,  a^,  %,  a.  Für  die  sechs  übrigen 
Koinzidenzen  A  und  je  die  zugehörige  Ebene  cc  gilt: 

(A,  a)  (aj,  a,,  a.,  a^,  a,)  7\  G\ 

Wir  erhalten  folglich  eine  Kurve  7.  Ordnung  durch  die 
Punkte  A  in  den  Ebenen  a  durch  a,  für  welche: 

U,  a)  («1,  a^,  «3,  a^,  %)  7\  G": 

sie  trifft   die  Gerade  a  sechsmal. 

In  ihr  schneiden  sich  die  beiden  Flächen  4.  Ordnung,  welche  zu 
flj^,  a^y  ((^y  a^,  a,  (x(5)  und  a^,  a^y  a.^,  a-^,  a,  G^(4)  gehören,  außer  in 
der  auf  beiden  doppelten  Gerade  a,  den  Geraden  «j,  a^?  <^3  ^^^^  den 
beiden  Treffgeraden  von  a,  fl^,  «g?  %• 

Jeder  der  Geraden  a^,  «g,  «g,  a^,  «5  begegnet  sie  viermal, 
der  «5  z.  B.  in  den  Schnitten  mit  der  ersten  der  beiden  eben  ge- 
nannten Flächen. 

Dual:  Die  Ebenen  a  durch  die  Punkte  A  auf  der  Gerade 
a',  für  welche  die  obige  Projektivität  gilt,  umhüllen  einen 
Torsus  7.  Klasse,  und  sechs  von  ihnen  gehen  durch  a'. 

Da  sieben  durch  einen  Punkt  %  gehen,  so  haben  wir: 

Die  Punkte  A  in  den  Ebenen  a  durch  einen  gegebenen 
Punkt  51,  für  welche  die  erwähnte  Projektivität  besteht, 
erzeugen  eine  Fläche  7.  Ordnung:  denn  siebenmal  fällt  A  auf  a'. 

Nehmen  wir,  zur  Raumkurve  7.  Ordnung  zurückkehrend,  an,  daß 
a  von  «5  in  ^5  getroffen  werde,  so  löst  sich  von  der  Kurve  7.  Ord- 
nung ein  Kegelschnitt  ab,  der  in  der  Ebene  aaj  liegt,  denn  für 
Punkte  A  dieser  Ebene  treffen  alle  Strahlen  die  %.  Die  Restkurve 
5.  Ordnung  trifft  a  noch  viermal  und  jede  der  Geraden  «j,  .  .  .  a^ 
dreimal. 

Der  Ort  der  Punkte  A  in  Ebenen  a  durch  die  Gerade  a, 
auf  welcher  A-^  liegt?  so  beschaffen,  daß: 

{Ay  a)  (a^y  a.y  «3,  «4,  .45)  A  G^^ 

ist  eine  Raumkurve  5.  Ordnung,  welche  a^,  .  .  .  a^  dreimal  und 
a  so  viermal  trifft,  daß  zwei  Schnitte  in  dem  Doppelpunkte 
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Ä^  sich  vereinigen;  denn  die  von  Ä^  ausgehenden  Ebenen  a,  für 
welche : 

(A,  ^)K;  %;  %?  ö^J  Ä  G^(t), 

hüllen  einen  Kegel  2.  Grades'  ein  und  zwei  gehen  durch  a. 

Lassen  wir  noch  a^  die  a  treffen  in  Ä^^  so  löst  sich  ein  zweiter 
Kegelschnitt  ab,  der  Ä^  für  die  Restkurve  zum  einfachen  Punkte 
macht,  und  ebenso  ist  es  Ä^,  in  den  für  die  Kurve  7.  Ordnung  die 
beiden  weiteren  Schnitte  mit  a  zusammengerückt  sind;  es  ergibt  sich: 

Wenn  a^,  a^,  a^,  A^,  Ä^,,  G^  gegeben  sind,  so  ist  der  Ort 
der  Punkte  Ä  in  den  Ebenen  a  durch  A^A^,  für  welche: 

{A,  a)  (%,  «2,  «3,  ^4,  A^)  7\  G'\ 

eine  kubische  Raumkurve,  welche  durch  A^,  Ar^  geht  und 
«1,  «2?  ^3  2^  Sehnen  hat. 

Sie  ist  den  beiden  Flächen  2.  Grades  (Nr.  258)  gemeinsam,  die 
zu  a^,  ^2,  J.4,  ^5,  G{t),  bzw.  a^,  ag,  J.^,  J.5,  G^(2)  gehören,  außer  %. 
260  Jetzt  seien  sechs  Geraden  «j,  «2,  .  .  .  (Xg  gegeben,  ferner  a  und  (r^; 

so  schneide  man  die  zu  a,  %,  .  .  .  a^  und  (x(5,  6)  gehörige  Fläche  4.  Ord- 
nung und  die  zu  a,  a^,  «3,  %,  0^5,  dg  und  G^a)  gehörige  Kurve  7.  Ord- 
nung; sie  haben  gemein  sechs  Punkte  auf  a,  welche  auf  der  Fläche 
doppelt  sind,  und  3  •  4  Punkte  auf  a^,  a^,  a^,  daher  sonst  noch 
4. 7_2. 6-3-4  =  4  Punkte. 

Durch  a  gibt  es  also  vier  Ebenen  a  mit  je  einem  Punkte 
A,  so  beschaffen,  daß: 

{A,  a)  (%,  «2,  »3,  «4,  %,  cIq)  7\  G\ 

Oder:  Die  Ebenen  a  der  Büschel  {A,  a),  für  welche  diese 
Projektivität  gilt,  erzeugen  eine  Fläche  4.  Klasse  und  die 
Scheitel  A  eine  Fläche  4.  Ordnung. 

Für  jene  sind  die  Ebenen  durch  die  a^  einfache  Berührungs- 
ebenen, für  diese  die  Punkte  auf  ihnen  einfache  Punkte. 

Wenn  a^  die  a  in  Aq  trifft,  so  gehört  a^a  zu  den  vier  Ebenen. 
Die  drei  übrigen  Ebenen  sind  solche  Ebenen  a  durch  a,  welche  je 
einen  Punkt  A  enthalten,  so  daß: 

(A,  a)  (a^,...a,,  A,)  7\  G'. 

Wir  erhalten  weiter  zwei  Ebenen  cc  durch  A^A^  mit  je  einem 
Punkte  A,  so  beschaffen,  daß: 

(4  a)  {a,,...a^,  A,,  A,)  7\  G^ 

Sind  %,  «2,  .  .  .  «5,  Aq  und  G^  gegeben,  so  konstruiere  man  die 
beiden  kubischen  Flächen  von  Nr.  259,  welche  zu  a^,  a^,  a^,  a^,  Aq 
und  (t(5),  bzw.  «1,  a^y  a.^,  a^,  Aq  und  G^a)  gehören;  ihnen  sind  gemein- 
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sam  üj^,  «2;  ^3  ^^^  ^i^  ^^^^  bescliriebene  Gerade  a^  aus  [«i^o^s]?  ^^so 
noch  eine  Raumkurve  5.  Ordnung. 

Der    Ort    der    Punkte   Ä    in   den  Ebenen   a   durch  A^,  für 
welche: 

(Ä,  a)  K,  a,,  «3,  a^,  a^,  Ä^)  7\  G% 

ist  eine  Raumkurve  5.  Ordnung,  welche  durch  Ä^  geht  und 
jede  der  fünf  Geraden  a^,  .  .  .  a^  dreimal  trifft.  Die  Ebenen  u 
umhüllen  einen  Kegel  3.  Klasse  aus  Äq,  weil  durch  die  obige 
a  drei  gehen. 

Die  Fläche  4.  Ordnung  der  Scheitel  Ä  in  den  Ebenen  a  durch  a, 
für  welche: 

(Ä,  a)  (a.^,  a^,  a^,  a^)  7\  G\ 

können  wir  auch  anders  definieren.  Für  jeden  Punkt  derselben  sei 
der  Kegel  2.  Grades  konstruiert^  welcher  die  Ebenen  Ä {a^ ,  a^,  a..,  a^,  a) 
berührt.  Seine  Berührungsebene  Aa  wird  von  den  vier  Berührungs- 
ebenen A{a^j  a^,  a^,  a^)  in  einem  zu  G^  projektiven  Wurfe  geschnitten: 
also  gilt  dies  für  jede  seiner  Berührungsebenen.  Folglich  ist  die  Fläche 
4.  Ordnung  der  Ort  der  Punkte  A,  so  beschafi'en^  daß  bei  dem  Kegel 
2.  Grades,  der  die  fünf  Ebenen  Aia^^,  a^,  a^j  a^,  a)  berührt,  der 
Büschel  der  vier  ersten  von  diesen  Ebenen  dem  gegebenen  Wurfe  G^ 
projektiv  ist. 

Jetzt  seien  wieder  fünf  Geraden  a^,  a^,  (Tg,  a^,  a-^  und  G^  ge- 
geben, so  konstruieren  wir  die  Fläche  4.  Ordnung  der  Spitzen  der 
Kegel  2.  Grades  A{a^j  «o,  a^,  a^,  a^).  bei  denen  der  Tangentialebenen- 
Büschel  A(a^,  «27  ^3}  ^d  ^^^^  ^(5)  pi*ojektiv  ist,  und  diejenige  der 
Spitzen  der  Kegel  A^a^^,  a^y  a^,  a^,  %),  bei  denen  der  Büschel 
Ä{a^j  6?2;  «3,  flj)  zu  (t(4)  projektiv  ist.  Auf  jener  sind  a^,  a^^  a^,  a^ 
einfach,  a-^  doppelt,  auf  dieser  a^,  a^,  a^,  %  einfach,  a^  doppelt. 
Außerdem  haben  die  beiden  Flächen  gemeinsam  die  2-3  Geraden, 
welche  a^,  a-^  und  je  zwei  von  den  drei  Geraden  «j,  ög,  a.  treflPen.  Es 
bleibt  eine  kubische  Raumkurve,  welche  Ort  der  Punkte  ^  ist, 
für  welche  der  Tangentialebenen-Büschel  -4(a^,  a^,  «g,  a^,  a^) 
zu  G'^  projektiv  ist.  Jeder  Punkt  A  dieser  Kurve  hat  <x>^ 
Ebenen  cj,  für  welche: 

(A,  a)  (a,,  ...a,)  7\  G' 

ist,   nämlich  die  Berührungsebenen  des   zugehörigen  Kegels 

2.  Grades  A  (a^,  .  .  .  «5). 

Eine  Ebene  durch  «5  schneidet  die  beiden  Flächen  in  einem 
Kegelschnitte  und  einer  Kurve  3.  Ordnung,  welche  gemein  haben  die 
Spuren  von  a^.  a.2,  a^,  a^,  imd  zwar  ist  letztere  doppelt  auf  der  Kurve 

3.  Ordnung.     Es  bleibt  nur  ein  der  kubischen  Raumkurve  angehöriger 
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Schnitt.  Daraus  schließt  man^  daß  die  fünf  Geraden  a^,  .  .  .  a^ 
Doppelsekanten  dieser  kubischen  Raumkurve  sind. 

Umgekehrt,  wenn  zu  einem  Punkte  Ä  zwei  verschiedene  Ebenen 
«,  u    gehören^  so  daß: 

(A  «)  («i;  .  •  •  %)  A  (Ä,  a)  («1,  .  .  .  «s)  A  0% 

so  entsteht  sofort  ein  Kegel  2.  Grades  Ä(a^,  .  .  .  «5),  von  dem  der 
Büschel  dieser  fünf  Tangentialebenen  zu  G'*  projektiv  ist;  also  muß 
A  auf  unserer  kubischen  Raumkurve  liegen. 

Diese  zu  a^^  ,  .  .  a^  und  G^  gehörige  kubische  Raumkurve  liegt 
auf  der  Fläche  4.  Ordnung,  welche  zu  a^,  .  .  .  «g  und  G^  gehört,  wenn 

(?^  =  ö;ist. 

Für  jeden  Punkt  Ä  der  Kurve  nämlich  ist  der  Tangentialebenen- 
Büschel  um  den  Kegel  so  projektiv,  daß  Ä  («j ,  .  .  .  a-)  den  fünf 
Elementen  von  G^  entsprechen;  es  sei  a^  diejenige  Berührungsebene, 
welche  dem  sechsten  Elemente  von  G^  entspricht;  wir  schneiden  sie 
mit  ÄÜQ  und  legen  aus  diesem  Schnittstrahle  die  zweite  Berührungs- 
ebene a  an  den  Kegel.  Das  ist  die  zu  dem  Punkte  Ä  gehörige  Ebene 
a,  durch  welche  er  auf  die  Fläche  4.  Ordnung  kommt. 

Ferner,  jede  Berührungsebene  eines  Kegels  J.(%, .  .  .  a^),  der 
seine  Spitze  Ä  auf  dieser  kubischen  Raumkurve  hat,  enthält  eine 
ihre  beiden  weiteren  Schnitte  mit  der  Kurve  verbindende  Doppel- 
sekante, und  weil  durch  jeden  Punkt  der  Kurve  zwei  Berührungs- 
ebenen gehen,  also  auch  zwei  dieser  Doppelsekanten,  so  entsteht  durch 
die  Zuordnung  der  Schnittpunkte  jeder  solchen  Doppelsekante  eine 
involutorische  Korrespondenz  [2]  auf  der  —  wie  wir  wissen,  unikur- 
salen  —  Kurve,  in  der  also  auch  die  Schnitte  von  %,  .  .  .  «5  ent- 
sprechend sind.  Durch  diese  fünf  Paare  entsprechender  Punkte  ist 
die  Korrespondenz  eindeutig  festgelegt  (Nr.  187);  folglich  liefern  alle 
unsere  Kegel  aus  den  verschiedenen  Punkten  der  Kurve  eine  und 
dieselbe  Korrespondenz.  Zu  jeder  Berührungsebene  eines  von  diesen 
Kegeln  gibt  es  bei  jedem  andern  eine  durch  dieselbe  Doppelsekante 
gehende  Berührungsebene.  Dadurch  sind  die  Büschel  der  Tangential- 
ebenen der  beiden  Kegel  in  projektive  Beziehung  gebracht.  Das  ist 
dieselbe  Projektivität,  wie  die,  welche  wir  schon  haben,  in  der  die 
nach  a^,  .  .  .  %  gehenden  Berührungsebenen  entsprechend  sind.  Folglich 
gehen  auch  die  zu  den  verschiedenen  Kegeln  gehörigen  Ebenen  a^' 
alle  durch  dieselbe  Doppelsekante^). 

Wird  nun  Äq,  statt  «g,  hinzugefügt,  so  gibt  die  Ebene  von  dieser 
Doppelsekante  nach  Äq  in  ihrem  dritten  Schnitte  den  einzigen  Punkt 
Ä   auf   der    kubischen  Raumkurve,    für  welchen,    wenn  a  die    zweite 

1)  Wir  werden  dies  später,  wenn  wir  die  kollineare  Eigenschaft  der  kubischen 
Raumkurve  erkannt  haben,  noch  auf  eine  andere  Art  beweisen. 
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Tangentialebene  aus  ÄÄq  an  den  betreffenden  Kegel  2.  Grades  ist, 
gilt: 

(Ä,  «)(öi,  a,,  a^,  a^,  a-,  A^)  r\  G^', 

so  daß  dieser  Punkt  A  der  obigen  Raumkurve  5.  Ordnung   angehört. 

Wenn    nun    sieben   Geraden   a^,  a^j  .  .  .  a~   vorliegen    und   (r',    so  261 
betrachten  wir  die  Fläche  4.  Ordnung  der  Scheitel  der  Büschel  {Aj  a)j 
für  welche: 

(.4,  a){a^,  «2;---»6)  A  G^(') 
und  diejenige,  bei  der: 

{A,  u){a^,...ar,,  a-;)  Ä  G^^^-, 

der  Schnitt  besteht  aus  den  fünf  Geraden  a^,  .  .  .  %  und  der  zu  ihnen 
und  (r,g  -.  gehörigen  kubischen  Raumkurve,  und  außerdem  einer 
Raumkurve  8.  Ordnung,  welche  der  Ort  der  Scheitel  der 
Büschel  {A,  a)  ist,  für  welche: 

(A,  a)  («1,  ag,  .  .  .a.)J\  G''\ 

die  Ebenen  a  umhüllen  einen  Torsus  8.  Klasse. 

Jene  Kurve  trifft  jede  der  sieben  Geraden  a^, .  .  .  a^,  vier- 
mal, a-  z.  B.  in  den  Schnittpunkten  mit  der  zu  a^,  •  •  •  <^g  ^^^  ^(7) 
gehörigen  Fläche  4.  Ordnung.  Ebenso  sendet  jede  dieser  sieben  Ge- 
raden vier  Ebenen  an  den  Torsus. 

Liegen  aber  die  Geraden  a^,  a^.  .  .  •  a^  und  der  Punkt  J.^  vor,  so 
schneiden  wir  die  zu  a^,  .  .  .  a^  und  G^^.  gehörige  Fläche  4.  Ordnung 
und  die  zu  a^,  a^j  .  .  .  a^,  Arj  und  G,^.  gehörige  Raumkurve  5.  Ordnung 
(Nr.  260).  Sie  haben  gemeinsam  die  5  •  3  Begegnungspunkte  dieser 
Kurve  mit  den  a^,  .  .  .  «5,  die  ganz  auf  der  Fläche  liegen,  und  den 
einen  Punkt,  in  welchem  die  Raumkurve  der  zu  a^ ,  .  .  .  a^  und  G,^  _. 
gehörigen  kubischen  Raumkui*ve,  welche  ebenfalls  ganz  auf  der  Fläche 
liegt,  begegnet;  es  bleiben  noch  vier  weitere  gemeinschaftliche  Punkte, 
welche  zu  dem  Satze  führen: 

Wenn  a^,  «g,  .  .  .  »g,  J.^  vorliegen  und  G' ,  so  gibt  es  vier 
Strahlenbüschel  (A,  a),  so  beschaffen,  daß: 

(.4,  cc){a,,  ag,.  .  .  a^,  A,)  7\  G\ 

Endlich  seien  acht  Geraden  a-^,  %,  .  .  .  «g  gegeben  und  G^.  Wir 
stellen  dann  zusammen  die  Fläche  4.  Ordnung  jF*,  welche  zu  a^,  «2?  •  •  •  ^6 
und  G,^^  g.,  und  die  Raumkurve  8.  Ordnung,  welche  zu  a^,  .  .  .  «5,  a^,  «g 
und  (t  g^  gehört.  Letztere  trifft  erstere,  auf  welcher  a^  .  .  .  a^  ganz 
liegen,  in  ihren  je  vier  Begegnungspunkten  mit  diesen  Geraden,  ferner 
noch  in   vier  Punkten,  welche   sich  auf  der   zu  a^,  .  .  .  «5  und   0^(6,7,3) 


414  11-    §  37.  Projektive  Strahlenbüschel  im  Räume. 

gehörigen  kubischen  .Raumkurve  befinden  und  sich  folgendermaßen 
ergeben.  Diese  Kurve  liegt  auf  der  Fläche  4.  Ordnung  F^.  Die  Raum- 
kurve 8.  Ordnung  liegt  auf  der  Fläche  4.  Ordnung  I\^,  welche  zu 
%,  «27  %;  ^47  ^77  ^8  ^^^  ^(5  6)  gehört,  aber  weil  a^  ausgelassen  ist, 
so  liegt  nicht  auf  F^^  die  kubische  Raumkurve.  Von  ihren  zwölf 
Begegnungspunkten  befinden  sich  acht  auf  den  Doppelsekanten  a^,  ag, 
a.^,  aj^y  welche  ganz  auf  der  Fläche  liegen.  Es  sei  A  einer  von  den  vier 
übrigen.  Weil  er  auf  der  kubischen  Raumkurve  liegt,  so  fällt  in 
jeder  Berührungsebene  des  zugehörigen  Kegels  K^  2.  Grades  der  dem 
fünften  Elemente  von  G^  entsprechende  Strahl  in  die  Ebene  Aa^^ 
und  trifft  «5 .  Weil  der  Punkt  aber  auch  auf  der  Fläche  4.  Ordnung  JF\* 
liegt,  so  geht  von  ihm  ein  sechsstrahliger  Büschel  aus,  dessen  Strahlen 
die  a^,  a^,  a^,  a^,  a^,  a^  treffen  und  der  zu  G.^  ^.  projektiv  ist.  Seine 
Ebene  a  wird  von  den  Ebenen  A  (%,  a^,  a^,  aj  in  einem  zu  G,^  ^  „  ^. 
projektiven  Büschel  geschnitten,  folglich  berührt  sie  den  Ä^;  denn  das 
kommt  im  Bündel  A  nur  dessen  B er ührungs ebenen  zu.  Daher  tritt 
zu  den  sechs  Strahlen  noch  der  dem  fünften  Elemente  von  G^  ent- 
sprechende hinzu  mit  der  Eigenschaft,  daß  er  a-^  trifft.  Folglich  liegt 
der  Punkt  A  und  so  jeder  der  vier  Punkte  auf  der  obigen  Raum- 
kurve 8.  Ordnung.  Weil  diese  Punkte  aber,  als  Punkte  der  kubischen 
Raumkurve  für  a^,  .  .  .  %  und  (t.^  ^  ^.,  nicht  bloß  eine  zugehörige 
Ebene  a  haben,  so  kommen  sie  auf  die  Fläche  4.  Ordnung  F^  und 
auf  die  Raumkurve  8.  Ordnung  durch  verschiedene  Ebenen  a.  Es 
bleiben  daher  4-8  —  5-4  —  4  =  8  Begegnungspunkte  A-^  jeder  von 
ihnen  hat  nur  eine  zugehörige  Ebene  a  in  bezug  auf  a^,  .  .  a-  und 
G''  ^  ^y     Mithin  ist,  weil  er  auf  F^  liegt: 

{A,  a)  (a^, .  .  .  a^)  7\  G^^^^y 

und  weil  er  auf  der  Raumkurve  8.  Ordnung  liegt: 

{A,a){a^,.  ..ar,,a,,a^)  7\  G'^.^- 
oder: 

(A,a)(a^,.  .  .ttg)  A  G\ 

Wenn   also   acht   Geraden  a^,  .  .  .  a^   und  G^  gegeben   sind, 
so  sind  acht  Strahlenbüschel  vorhanden,  bei  denen: 

{A,a)(a„...as)  Ä  GV) 


1)  Man  vgl.  für  die  vorangehenden  Betrachtungen  Math.  Annalen,  Bd.  12, 
S.  288  -290,  307  und  324  (ohne  Beweis),  sowie  Schuberts  Kalkül  der  abzählenden 
Geometrie,  §  30.  A.  a.  0.  steht  S.  324  im  eben  bewiesenen  Satze:  „6  Strahlen- 
büschel". Dies  wurde  von  Schubert  richtig  gestellt,  und  von  neuem  von 
Montesano,  Annali  di  Matematica,  Ser.  III,  Bd.  1,  S.  318. 
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Wir  schließen  noch  eine  Bemerkung  uhev  das  eine  Problem  der 
Trilinearität  an.  Die  drei  Gebilde  seien  u,  it\  u\  und  es  seien  sieben 
Tripel  gegeben  A^  Ä^' Ä^" ,  .  .  .  Ar.  Arj' Ä-" .  Wir  beziehen  die  beiden 
gegebenen  Ebenenbüschel  v^  v  projektiv  auf  u^  u\  wodurch  den 
A^,  .  .  .  A-^,  A^y  .  .  .  A-^'  die  Ebenen  a^,  .  .  .  a^^,  a^^  . .  .  a^  entsprechen^ 
stellen  die  Schnittlinien  a^  =  c^ißj^',  .  .  .  a,  =  a^a-'  her  und  benutzen 
einen  von  den  oc^  Strahlenbüscheln  {A^  a)  (Nr.  261)^  für  welche: 

{A,  (£)  («1, .  .  .  a-)  7\  A^' . . .  A^', 

Irgendeine  Gerade  durch  A  kann  die  Axe  v"  des  dritten  Ebenen- 
büschels sein,  der,  perspektiv  zu  diesem  Strahlenbüschel,  projektiv  zu 
dem  Gebilde  %i"  wird.  Macht  man  nun  die  drei  Ebenenbüschel  v,  v\  \:" 
trilinear  mit  Hilfe  der  Perspektivitätsebene  a^  so  werden  vermittelst 
der  drei  Projekti  vi  täten  (u,  v),  {u,  v'),  (u",  v")  auch  die  drei  Gebilde 
u,  II,  n"  trilinear,  derartig,  daß  dieser  Trilinearität  die  gegebenen 
Tripel  angehören. 
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Durcb  die  günstige  Aufnahme  veranlaßt,  welche  die  deutsche  Ausgabe  dieses 
monumentalen  Werkes  in  Fachkreisen  gefunden  hat,  und  auf  vielfache  Anregungen 
hat  sich  die  Verlagsbuchhandlung  entschlossen,  die  Encyklopädie  der  Mathematischen 
Wissenschaften  in  Gemeinschaft  mit  der  Firma  Gauthier-Yillars  in  Paris  auch  in 
französischer  Sprache  erscheinen  zu  lassen.  Das  Werk  wird,  veie  schon  die  erste 
Lieferung  zeigt,  seitens  der  deutschen  Bearbeiter  viele  Änderungen  und  Zusätze 
erfahren,  und  auch  die  französischen  Mitarbeiter,  sämtlich  Autoritäten  auf  ihren 
Gebieten,  haben  eine  grundliche  Umarbeitung  vorgenommen.  Zum  ersten  Male  dürfte 
somit  wohl  hier  der  Fall  eingetreten  sein,  daß  sich  bei  einem  so  großen  Werke  die  ersten 
deutschen  nnd  französischen  Fachgelehrten  zu  gemeinsamer  Arbeit  verbunden  haben. 
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Vorlesungen 
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Mathematiscl 

Magdeburg.     [X 

Scherz  und  E 

Von  Dr.  W.  Ähren 

Der    Verfasse 

fesselnden  und  originellen  Werke  überrascht,  welches  man  als  einen  mathematischen  „Büchmann" 
bezeichnen  könnte,  wenn  es  nicht  neben  aphoristischen  Bemerkungen  auch  längere  Briefe  und  Aus- 
einandersetzungen brächte.  Beginnt  man  zn  lesen,  so  möchte  man  das  Buch  nicht  aus  der  Hand  legen, 
bis  man  zum  Ende  gelangt  ist,  und  dann  werden  viele  wieder  von  vorn  beginnen.  Jedem  wird  es  Neues 
bringen,  möge  er  noch  so  belesen  sein  .  .  .  gerade  das  vorliegende  Buch  gibt  einen  tiefen  Einblick 
in  das  Eingen  der  Geister,  und  manchem  wird  durch  manche  kurze,  treffende  Bemerkung  ein 
Licht  über  ganze  Gebiete  der  Wissenschaft  aufgehen  .  .  .  Ein  alphabetisches  Sach-  una 
Namenregister  erleichtert  die  Orientierung.  (Prof  Dr.  Holzmüller.) 
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L}nd  Studierende  von 

r.  Joseph  Wellstein, 

raßburg  L  Eis. 


von  H.  Weber.    2.  Auflage.    Mit 
In  Leinwand  geb.  n.  „^  9.60. 

eber,  J.  Weilstein  nnd  W.  Jacobs- 

'05.  In  Leinwand  geb.  n.JC12.  — 

tet  von  H.  Weber,   J.  Wellstein 

m.    [Xm  u.  666  S.]    gr.  8.   1907. 

ünffcigen  Lehrer  auf  einen  wissen- 
1  aus  er  imstande  ist,  das,  was  er 
d  zu  erfassen  und  damit  den  "Wert 
ung  zu  erhöhen.  —  Das  Ziel  dieser 
nfanges  der  Elementar-Mathematik 
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ung  und  leicht  faßlichen  Darlegung 
2"//i  i/ii  für  den  Schüler  selbst  als  für  den 
^y^xj.j.^j.  ^xx^v  ^^^^^j.^^^^^  uestimmo,  aie  neben  jenen  fundamentalen  Betrach- 
tungen auch  eine  für  den  praktischen  Gebrauch  nützliche,  wohlgeordnete  Zu- 
sammenstellung der  wichtigsten  Algorithmen  und  Probleme  darin  finden  werden. 

„ . . .  Zwei  Momente  müssen  hervorgehoben  werden,  die  dem  Buche  das  Gepräge  verleihen. 
Das  eine  liegt  darin,  daß  die  grundlegenden  Fragen  der  Greometrie  eine  eingehende  Behandlung 
erfahren,  in  einem  Umfange,  wie  er  in  zusammenfassenden  "Werken  sonst  nicht  anzutreffen  ist.  . . . 
Das  zweite  Moment  ist  in  dem  Umstände  zu  erblicken,  daß  die  Verfasser  es  nicht  darauf  auigelegt 
haben,  eine  pragmatische  Vorführung  des  üblichen  Vorrats  an  geometrischen  Sätzen,  Konstruk- 
tionen und  Eechnungen  zu  geben,  sondern  daß  es  ihnen  mehr  darum  zu  tun  war,  an  aus- 
gewähltem Material  die  wissenschaftlichen  Methoden  der  Geometrie  zur  Geltung  zu  bringen  und 
überall  auf  die  Grundfragen  einzugehen.  Ist  so  die  theoretische  Seite,  namentlich  in  einigen 
Abschnitten,  stark  zum  Ausdruck  gekommen,  so  ist  doch  auch  auf  die  praktischen  Bedürfnisse 
Bücksicht  genommen,  die  freiUch  erst  mit  dem  dritten  Bande  ihre  endgültige  Befriedigung  finden 
sollen;  doch  ist  dafür  an  verschiedenen  Stellen,  so  in  der  Trigonometrie  und  in  der  analytischen 
Geometrie  schon  vorgearbeitet  worden.  ...  So  darf  der  Inhalt  des  zweiten  Bandes  der  „En- 
cyklopädie  der  Elementar-Mathematik"  als  ein  sehr  reichhaltiger  bezeichnet  werden,  der  Über  die 
Grenzen  dessen,  was  an  der  Schule  geboten  werden  kann,  erheblich  hinausführt,  der  aber  auch  — 
und  das  ist  noch  wichtiger  und  offenkundig  der  Hauptzweck  des  Werkes  —  eine  Vertiefung  dec 
geometrischen  Wissens  vermittelt.  Jüngere  Lehrer  der  ;^^athematik  werden  das  Buch  gewiß  oft 
und  mit  Nutzen  zu  Bäte  ziehen,  namentlich  wenn  sie  im  Unterrichte  zu  prinzipiell  wichtigen 
Fragen  kommen,  um  sich  über  die  leitenden  Gedanken  zu  orientieren. 

Eines  verdient  noch  besonders  hervorgehoben  zu  werden:  das  ist  die  reiche  Ausstattung 
mit  schönen,  sehr  instruktiv  gezeichneten  Figuren.  Der  schwierigen  Vorstellung  der  verschiedenen 
Formen  sphärischer  Dreiecke  kommen  die  stereographischen  Bilder  der  Euler'schen,  Möbius'schen 
und  Btudy'schen  Dreiecke  sehr  zu  statten."  (Zeitschrift  für  das  Bealschulwesen.  31.  Jahrgang.  Nr.  5.) 

„...Daß  ein  Hochschullehrer  von  der  Bedeutung  des  Verfassers  die  Elementar-Mathe- 
matik von  höherer  Warte  aus  behandelt  und  mustergültig  darstellt,  ist  selbstverständlich.  Jeder 
Lehrer,  jeder  Studierende  muß  das  Werk,  welches  nicht  nur  in  methodischer,  sondern  auch  in 
systematischer  Hinsicht  von  Bedeutung  und  daher  eine  wichtige  Erscheinung  der 
elementaren  mathematischen  Literatur  ist,  besitzen  und  studieren." 

(Zeitschrift  ftir  lateinlose  höhere  Schulen.     15.  Jahrgang.     Nr.  8.) 

„...Die  Encyklopädie  will  kein  Schulbuch  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  sein,  ist 
aber  zur  Vorbereitung  auf  den  Unterricht,  namentlich  in  den  oberen  Klassen,  den  Lehrern  der 
Mathematik  dringend  zu  empfehlen,  welche  die  bezüglichen  Originalarbeiten  nicht  alle  selbst 
studiert  haben,  sich  aber  doch  orientieren  wollen,  wie  vom  Standpunkte  der  modernen  Wissen- 
schaft die  Begriffsbildungen,  Methoden  und  Entwicklungen  der  Elementar-Mathematik  zu  ge- 
stalten sind."  (C.Färber  im  Archiv  der  ^lathematik  und  Physik.     9.  Jahrgang.     Nr.  4.) 


